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Typis Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitanae. ( 


PRAEFATIO. 


Anno 1844, tum in tabulario Academiae scientiarum Petropolitanae, tum inter privatas 
gentis Eulerianae schedas, inventi sunt Leonhardi Euleri tractatus complures, bene limati 
et ad umbilicum adducti. Primum quidem his manuscriptis nulla tribuebatur attentio, quae 
jamdudum publici juris facta esse nemo non putaret; mox vero nihildum earum commen- 
tationum typis descriptum esse diligentiore inquisitione facta intellectum est. Proinde ne 
viri docti carerent tanti auctoris operibus postumis, Paulus Henricus Fuss, Academiae 
scientiarum Petropolitanae secretarius perpetuus, coetui auctor fuit ut editio operum om- 
nium Euleri institueretur. 

Arridebat sane hoc consilium, sed, ratione habita magnarum ejus rei impensarum, me- 
lius visum est edere collectionem non omnium sed minorum tantum Euleri operum, ita ut 
his recens detecta adderentur. Itaque congestae sunt et suo ordine dispositae commenta- 
tiones Euleri tam editae quam ineditae; et ex omnibus eae quae de theoria numerorum 
agunt prelo subjectae sunt. Tandem anno 1849 in lucem prodierunt volumina duo sic in- 
scripta : 

Leonhardi Euleri commentationes arithmeticae collectae. Auspiciis Academiae. Imperialis 
scientiarum. Petropolitanae ediderunt auctoris pronepotes P. H. Fuss et Nicolaus Fuss. In- 
sunt plura inedita. 

Neque tamen inchoata tali modo minorum Euleri operum collectio continuari potuit, 
quippe cum neque statuti Ácademiae reditus sumptibus operis pares essent, neque extra- 
ordinarias opes tum temporis sperare liceret. Videlicet per Ácademiam non stetit, quominus 


expleret pietatis quoddam officium viro debitum, qui per plus quam quinquaginta annos 
L. Euleri Op. posthuma. T. I. 
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coetus Academici quondam fuerat sodalis optime de litteris meritus. At si coepta editio ad 
finem perduci non potuit, illis tamen quae Eulerus reliquerat scriptis viros doctos destitui 
minime fas erat ; quare Academia opera postuma Euleri seorsum edenda statuit. Facta 
est negotio longior mora varias per causas, sed jam lector ante oculos habet hos tomos 
duos operum postumorum Euleri. Quae his continentur, erant hucusque inedita, exceptis 
nonnullis quae ex altero tomo commentationum arithmeticarum repetenda erant et quorum 


conspectum subjicimus : 


Opp. post. LI. Corm. arithm. t. II. 
1. Tractatus de numerorum doctrina ................. p.9—75. p.9501— 575. 
2. Découverte d'une loi tout extraordinaire des nombres, par 
rapport à la somme de leurs diviseurs ............ p.76 —84. p. 639—647. 
3. De numeris amicabilibus . ...................... p. 85 — 100. p. 627 — 636. 
4. Fragmenta commentationis cujusdam majoris de invenienda 
relatione inter latera triangulorum, quorum area ratio- 
naliter exprimi possit. .... ien p. 101 — 104. p. 648 — 650. 
5. 6. Recherches sur deux problèmes de l'analyse de Dio- 
phante *)...........................,...... p. 105 — 127. p. 603 — 616. 
7. Consideraüones circa analysin Diophanteam . ......... p. 128—139. p. 576 — 587. 
8. De quadratis magicis .......................... p. 140 — 151. p. 593 — 602. 
9. Theorema arithmeticum ejusque demonstratio. . ....... p. 152 — 156. p. 588 — 592. 


Praeter scripta postuma ab Eulero ipso elaborata et maximam partem ipsius manu 
exarata eistant volumina tria, quibus titulus est: Adversarıa mathematica. His adversariis 
administri et discipuli Euleri inferre solebant theses quasdam et sententias breves, quas 
quidem a magistro acceptas ipsi fusius et accuratius explicaverant. Ex his thesibus selectae 
suni graviores, quae operibus postumis suo loco insererentur, et primum quidem nonaginta 
dignae visae sunt quae typis describerentur. Deinde clarissimus Tschebyscheff, perlustratis 


iterum dictis voluminibus, invenit alias sex theses quas addendas esse censuit; has tomus 








*J Haec duo problemata novum poscebant examen. quod suscepit clarissimus Tschebyscheff, uti dictum 


est in praefatione ad Commentationes arithmeticas. 
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prior exhibet sub Numero XXIII, pagg. 487 — 493. In hunc praeterea ex adversariis illatae 
sunt theses geometricae octo, theses analytici argumenti quatuor et duae ad calculum integra- 
lem spectantes: ita ut omnino tomo priori 110 theses ex adversariis depromptae contineantur. 

Complectitur igitur tomus prior ea quae de theoria numerorum et de analysi, Eulerus 
scripta reliquerat; tomus alter scripta de mechanica, de astronomia et de physica. 
Quum vero tomus alter multo plures impleturus esset plagulas quam prior, placuit Paulo 
Henrico Fuss adjicere huic tomo litteras quasdam Euleri ad N. Bernoullium, Fride- 
ricum II Borussiae regem et Lagrangium datas, quas quidem litteras editor alio consilio 
collectas babuit. 

Jam totius operis haec est dispositio. Tomus prior sistit sectiones tres, quarum I" 
efficiunt a) Árithmetica, quae quidem in « Commentationibus» jam habebantur, in hac au- 
tem collectione operum postumorum Euleri omnium repeti debebant. 5) Nonaginta theses 
ex adversariis supra dictis depromptae ac secundum materias digestae. Harum singulae no- 
men prae se ferunt discipuli, qui unamquamque exposuit et codici intulit. 

Sectio II pertinet ad analysin et comprehendit undecim dissertationes varii argumenti, 
porro commentationem majorem, cui titulus: «Institutiones calculi differentialis. Sectio III» 
Commentatio haec praebet continuationem operis jam dudum typis vulgati «de calculo dif- 
ferentiali». 

Sectio I1I'^ affert varia. Leguntur hic viginti theses, ex illis, quae supra commemora- 
vimus, adversariis transcriptae. Harum sex de theoria numerorum agunt, octo sunt geo- 
metrici argumenti, quatuor analytici et duae calculum integralem spectant. Tum sequuntur 
litterae illae ab Eulero datae ad N. Bernoullium (6), ad Fridericum regem (2) et ad 
Lagrangium (18). - 

Tomus alter exhibet commentationes de mechanica, de astronomia mechanica, de astro- 
nomia (pura), de physica; in fine adduntur varia. 

Hoc loco non possumus non laudare studium a civibus Basileae exornando huic operi 
adhibitum. Curaverunt enim imaginem Leonhardi Euleri, viri immortalis et civis olim Ba- 
sileensis, de tabula picta, quae in eorum urbe servatur, aeri incidendam: exemplaria chartis 
impressa Academiae dono miserunt, quae in fronte operis collocarentur. Ita hoc opus quasi 
monumentum exstat communi duarum splendidarum urbium opera Euleri memoriae de- 


dicatum, qui utriusque urbis decus fuit et gloria. 
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In edendo opere frater meus Paulus Henricus Fuss, Academiae scientiarum Petropo- 
litanae secretarius perpetuus, atque ego versati sumus. Quum jam in eo esset ut tomus 
prior prelum relinqueret, frater meus praematura morte litteris, officio et suis ereptus est. 


Paulus Henricus Fuss die 10"^ Januarii anno 1855, aetatis 56"*, gravi morbo, quo 


per sex menses continuos laboraverat, succubuit. Gesserat per 29 annos studio indefesso 
munus illud gravissimum perpetui Academiae secretarii; rebus Academiae prudentissime et 
impigerrime consulendo laudem et gratiam sodalium sibi comparaverat. In testimonium 
grati animi collegae voluerunt imaginem defuncti tomo alteri operis nostri praefigi; cujus 
adspectum speramus jucundissimum fore plurimis qui memoriam fratris dilectissimi colunt. 

Mihi superstiti petenti mandavit Academia, ut editionem operis ad finem perducerem ; 


neque ego labori peperci ad rem ea qua par erat fide ac diligentia absolvendam. 


Nicolaus Fuss. 


L. Eurer: Operum postumorum Tomi I Index. 
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ARITHMETICA. 





I. 


Tractatus de numerorum doctrina Capita XVI, quae supersunt. 


Caput EK. 
De compositione numerorum. 


1. Numerus est multitudo unitatum. 

2. Quilibet ergo numerus indicat, quot unitates in eo contineantur. 

3. Ab unitate incipiendo numeri sunt 1, 2, 3, #, 5, 6, etc., quorum quisque praecedentem 
unitate superat. | | 

4. Quia quemque numerum unitate augere licet, series numerorum in infinitam progreditur. 

5. Cum primus, scilicet unitas, praecedentem etiam unitate superet, praecedens níhilum 0 sit 
necesse est. 

6. Hic tantum de numeris integris sermo est, ad quos definitio est restricta, unde fractos 
multoque magis surdos hinc excludi oportet. 
| 7. Si numerus quicanque sit a, erunt eum sequentes 4 +-1, a+ 2, a+-3, a+ 5, etc., 
quorum primus a-+ 1 datum a superat unitate, secundus a -+ 2 duobus unitatibus, tertius a + 3 
tribus, etc. 

8. Simili modo, proposito numero a, antecedentes eruat a—1, a— 2, a—3, a—h, ete. 
quorum primus « — 1 a dato a unitate delicit, secundus a — 2 duabus unitatibus, tertius a — 3 
tribus, et ita porro. 

9. Si numero a tot unitates addantur, quot numerus & continet,, oritur a-1- b; sin autem 
a numero a tot unitates auferantur, «uet mumemus b continet, oritur a-—b: ille casu numerus 
b numero « additus, hoc vero ab eo subtractus dicitur. 

10. Si idem numerus a sibi ipsi addatur, oritur ejus duplum a-« a, quod ita scribitur 2a: 
si idem denuo addatur, prodit triplum 3a; tum eodem numero a insuper addito, ejus quadruplum 
ka, et ita perro, quae in genere vocantur ejus multipla. 

11. Multipla ergo numeri a sunt 2a, 3a, ha, 5a, ete., querum quodque praeceieme superat 
ipso numero a; horumque respectu ipse numerus « simplum vocotur. 

12. Si «a esset unitas, ejus multipla omnes plane numeres praeberent; at si a non est unitas, 
sed multitudo unitatum, ejus multipla mon onmes numeros praebebust: hocque casa dabantur numeri, 


qui non sunt multipla ipsius a. 
* 
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13. Cum multipla ipsius a sint 2a, 3a, ka, 5a, etc., inter ea primo non reperiuntur omnes 
numeri ipso a minores, qui sunt 1, 2, 3,...(a— 1); totidemque non-multipla occurrent a quovis 
multiplo usque ad sequens. 

1^. Si ergo fuerit « numerus minor quam a, tum neque o neque hi numeri a-1-a, 2a--«, 
3a3-«, ka+-u, etc. inter multipla ipsius a reperiuntur. | 

15. Quia ob «<a, est 2a — « minus quam 2a, simulque majus quam a, numerus 2a — « 
non erit multiplum ipsius a, neque ullus borum numerorum a — «, 2a — «,3a — «, ha — a, etc. 
inter multipla ipsius a continetur. | 

16. Proposito ergo quocunque numero b, qui non sit multiplum ipsius a, is vel ipso a erit 
minor, vel ita superabit aliquod ejus multiplum, ut tamen minor sit multiplo sequente. 

17. Cum multipla binarii sint 2, #, 6, 8, 10, etc. (ejus simplo non excluso), numeri reliqui 
ab his unitate differunt. Simili modo ob ternarii multipla: 3, 6, 9, 12, 15, etc. reliqui numeri . 
ab his vel unitate, vel binario distant. 

18. Duplum cujusque numeri a, scilicet 2a, est etiam multiplum binari. Cum enim a sit 
multitudo unitatum 1 + 1 + 1 +1 etc. duplicatio ita repraesentetur j | 

| a—i1-+1+1 +1 4- etc. 
a—=1+1+-1+1-+etc. 
unde additione prodit (000 99 — 98 4- 2 -1- 2 +2 -i- ete. 

. 49. Vel cüm numerus a sit multitudo unitatum, numerus a duplicabitur. singulis unitatibus 
bis sumendis, unde oritur multitudo binariorum. Ex quo patet duplum 2a toties continere bina- 
rium, quoties a continet unitatem. 

20. Simili modo triplum 3a toties continebit ternarium, quoties ipse numerus a continet uni- 
tatem, eritque itaque 3a multiplum ternarii, quod etiam de omnibus multiplis est intelligendum. 

21. Jndex multipli vocatur numerus indicans , quoties multiplum in se contineat simplum, ita 
index dupli est binarius, tripli ternarius, quadrupli quaternarius, etc. 

29. Si numerus a toties sumatur, quot numerus n continet unitates, multipli inde orti index 
est n, ipsum autem multiplum hoc ita exprimitur na, ita ut na denotet multiplum ipsius a, cujus 
index sit n. | | mE 

23. Tale ergo multiplum na ipsius a est etiam multiplum indicis n, quandoquidem toties in 
se continet indicem, quoties ipse numerus a continet unitatem. 

2%. Hinc ergo patet multiplum numeri a, cujus index sit n, congruere cum eo multiplo 
numeri n, cujus index sit a; quare cum illud multiplum per na, hoc vero per an exprimatur, erit 
na == an. | 

25. Cum in quovis multiplo na tam numerus a, eujus multiplum sumitur, quam index multipli 
n inter se permutari queant, hi duo numeri a et n sine discrimine factores appellantur, multiplo 
autem ipsi na nomen producti seu facti indi solet. 

26. Quemadmodum quisque numerus est multiplum unitatis, cujus ipse est index, ita etiam est 
sui ipsius simplum, indice existente unitate. In posterum ergo tam multipla unitatis quam simpla 
cujusque numeri a denominatione multiplorum segregabimus. 


Tractatus de numerorum doctrina Cap. 1. > 


27. Multipla ergo nobis erunt ejusmodi numeri, qui cujuspiam numeri, praeter unitatem, sunt 
multipla (excluso simplo), constabunt ergo duobus factoribus, quorum alter alterius respectu tanquam 
index spectari potest. oo. 

28. Factum ergo ab, cujus factores sunt a et b, est multiplum tam ipsius a quam ipsius b. 
Quatenus est multiplum ipsius a, index est b, quatenus autem est multiplum ipsius b, index est a. 

29. Multipla hujus facti ab simul erunt multipla tam ipsius a, quam ipsius b. Sit nab tale 
multiplum, cujus index sit n, et quia etiam est multiplum ipsius n, erit multiplum uniuscujusque 
horum numerorum n, a et b. mE | | 

30. Hinc patet etiam in facto ex tribus factoribus constante, tres factores inter se esse permu- 
tabiles, atque tale factum abc non solum esse multiplum singulorum a, b, c, sed etiam factorum ex 
binis ab, ac, bc. 

31. Si in serie numerorum. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc. omnja multipla deleantur, reliqui numeri 
non erunt multipla ullius numeri (quandoquidem simpla excludimus), hique numeri vocantur simplices, 
vel primi. | m 


32. -Deletis scilicet multiplis binarii ^, 6, 8, 10, 12, etc. restat haec series 1,. 2, 3, 5, 7, 9, 
11, 13, 15, 17, 19, 21, etc.; hinc porro extinguantur multipla ternarii 6, 9, 12, 15, 18, 21, etc. 
quae quidem adhuc adsunt, et restat 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc.; ita relinquentur 
tandem numeri primi 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, #1, #3, 47, 53, 59, etc. 


33. Si ergo p sit numerus primus, is neque inter multipla binarii neque inter multipla cujus- 


. quam alius numeri occurrit, neque ergo hujusmodi facto ab ullo modo exhiberi potest, nisi sit vel 


a — 1, vel 0 — 1, quos autem casus exclusimus (26). 


34. Omnes numeri, qui non sunt primi, vocantur compositi; .unde patet omnes numeros com- 
positos esse multipla aliorum numerorum: minorum, qui cum iterum sint primi, vel multipla aliorum 
denuo minorum, multipla autem cujusvis producti sint simul multipla singulorum ejus factorum, 
sequitur omnes numeros compositos tandem reduci ad multipla numerorum primorum. 

35. Omnis ergo numerus est vel primus, vel multiplum cujuspiam numeri primi; quo posteriori 
casu cum numerus sit compositus, omnis numerus compositus exhiberi potest producto, cujus singuli 
factores sint numeri primi. 


36. Inter numeros compositos primum occurrunt ii, qui constant duobus tantum factoribus 
primis. Veluti si p et q denotent duos numeros primos quoscunque, productum pq in genere exhi- 
bebit ejusmodi numeros compositos primae speciei, qui duobus tantum constant factoribus primis. 

37. Talis ergo numerus compositus pq erit tam multiplum numeri 4, indice existente p, quam 


multiplum ipsius p, indice existente q, neque vero ullius alius numeri erit multiplum. Si enim esset 


multiplum alius cujuspiam numeri a, indice existente b, hi numeri a et b ejus essent factores, 


contra hypothesin. 


38. Hujusmodi autem productum pa, cujus quidem factor p est primus, alter vero a com- 
positus, factores habens «, 8, y, etc., uon solum erit multiplum numerorum p et a, sed etiam inter 
multipla numerorum u, B, y, etc: occurret. 
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39. Post numeros compositos, duobus factoribus primis constantes, considerandi veniunt ii, qui 
tribus factoribus primis constant, cujus ergo speciei forma est pgr, denotantibus p, q, r mumeros 
primos quoscunque. 

&0. Tum vero sequentur numeri compositi, qui sunt producta ex quaternis numeris primis, 
quorum forma erit pgrs. Sequentes autem species erunt producta vel ex quinis, vel senis, vel 


septenis etc. numeris primis constantia. 


. Mi. Hinc omnes numeri ita in classes distribuentur, ut prima contineat omnes numeros primos 
singulos; secunda, producta ex binis primis; tertia, producta ex ternis primis; quarta, ex quaternis; 
quinta, ex quinis, et ita porro. 

42. Post unitatem ergo numeri primae classis, seu primi centenario non majores sunt: 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, M1, 43, &7, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 


43. Numeri vero secundae classis centenario minores sunt 


9. 9— 8, 3. 3— 9, 5. 5— 925, 7. 71— 9, 
2. 3— 6, 3. $— 15, 5. 7—35, /7.44—71, 
2. 5—10, 3. 7— 921, 5.11—55, 7.13 — 91. 
2. 7— 1h, 3.11 — 33, .  5.13— 65, | 
2.11 — 22, 3.13 = 39, 5.17=85, 
2.13 — 26, 3.17 — 51, 9.19 — 95, 
9.17 — 3%, : 8.19— 57, 
2.19 — 38, 3.23 — 69, 
2.93 — 46, 3.29 — 87, 
2.29 — 58, 3.31 — 93, 
2.31 = 62, 
2.37 — 7%, 
2.41 — 82, 
9.43 — 86, 
9.47 295, 

44. Tum vero numeri tertiae classis centenario inferiores sunt 
2.2. 2— 8, 2.3. 3— 18, 3.3. 3 —27, 
2.2. 3 — 12, 2.3. 5 — 30, 3.3. 5 — M, 
2.2. 5 — 90, 9.3. 1— M, 3.3. 7 — 63, 
2.9. 7 —98, 2.3.11 — 68, 3.9.11 — 99, 
2.9.11 — 45, 2.3.13 — 78, 
2.9.13 — 52, | 3.5. 5— 75. 
2.2.17 — 68, 2.5. 5— 50, 
2.2.19 — 76, 2.5. 7— 10, 


2.2.23 — 92, 2.7. 1—98, 
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45. Quartae autem classis numeri infra 100 sunt 


2.9.9. 2— 16, 2.9.3.3— 63, 2.3.3.3 — 5, 
2.2.2. 32- 2^, 2.2.3.5 — 60, 2.3.3.5 — 90, 
2.9.9. 5 — 50, 2.2.3.7 — 8^, 
2.9.9. 7 —= 56, 3.3.3.3 — 81. 
2.2.2.11 — 88, 2.9.5.5 — 100, 
&6. Quintae classis numeri centenario non majores sunt - 
2.2.2.2.2 — 32, 2.2 2.2.5 — 80, 
2.2.2.2.3 — 48, 2.2.2.3.3— 72, 
47. In sexta classe hujusmodi numeri duo occurrunt | 
2.2.2.2.2.2 — 6^, 2.2.2.2.2.3 — 96. 


Sequentes autem classes nullos continent numeros centenario minores. 


&8. Cujusque classis numeri charactere peculiari distinguuntur a numeris aliarum classium , et 
. quilibet numerus ita ad certam quandam classem pertinet, ut non simul ad ullam aliam referri possit. 


&9. Quodsi ergo p, g, r, s, etc. denotent numeros primos, formae harum classium ita exhiberi 


possunt: Forma classis L...p 
« ll ...pq, 
« III. . .pqr, 


« IV...pqrs, 
a V...pqrst, 
« Vl ...pqrstu, 
etc. 
.50. Quoniam in his classibus omnes numeri continentur, si seriem numerorum naturalem 
1, 2, 3, #, etc. usque ad n continuemus, ita ut multitudo numerorum sit —=n, ac multitudo 
numerorum primorum in hac serie contentorum sit — c, multitudo numerorum secundae classis 
— f, tertiae classis =, quartae — 0, et ita porro, necesse est sit a + 8 + y + Ó + etc. — n. 
Ita vídimus, si sumatur n — 100, fore « — 26 (unitate inter numeros primos comprehensa), 8— 34, 
y = 22, 02512, £— 5, 5 —2, 5 — 0, estque utique 26 + 34 + 22 +12 + & + 2 = 100. 
51. Si n denotet potestatem binarii, multitudo numerorum cujusque classis ad numerum n 
usque ita se habebit: 
multitudo mumerorum 
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59. Si indolem numerorum attentius contemplemur, facile percipiemus, ab initio numeros primos 
frequentissime occurrere, compositos autem rarissime interspersos esse debere. Quo longius autem 
progrediamur, eo plures reperientur pumeri compositi, contra autem pauciores primi. | 

53. Deinde etiam notari oportet in progressione numerorum primorum 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 
17, 19, etc. nullum plane ordinem apparere, unde lex hujus progressionis definiri possit, etiamsi in 
genere certum sit, quo longius progrediamur, minus frequentes eos esse debere. 

54. "Tabulae habentur, in quibus numeri primi secundum centurias sunt dispositi; atque in 
prima centuria ab 1 ad 100 sunt 26 numeri primi, in secunda 21, in sequentibus vero pauciores; 
neque tamen eorum multitudo continuo minuitur, sed potius admodum irregulariter modo crescit, 
modo decrescit. Sic a 200 ad 300 occurrunt 16 numeri primi, at a &00 ad 500 sunt 17, totidemque 
adhuc a 1400 ad 1500. Porro a 79700 ad 79800 tres tantum reperiuntur numeri primi; hoc tamen 
non obstante in centuria a 90000 ad 90100 adhuc 13 numeri primi deprehenduntur. 





Caput IL 


De divisoribus numerorum. 


55. Quatenus quidam numerus est multiplum alius numeri, eatenus hic illius dicitur divisor, 
et index multiplicitatis vocari solet quotus ex divisione ortus. 

56. Ita si numerus N fuerit multiplum ipsius a, indice existente n, ut sit N— na, numerus 
a erit divisor numeri N, et index n praebebit quotum. Scilicet si numerus N—na per a dividatur, 
quotus erit n. 

57. Cum numeri n et a inter se sint permutabiles, hocque respectu factores appellentur, 
numerus N— na etiam divisorem habebit n, quotusque tum erit a. In genere ergo divisor per 
quotum multiplicatus ipsum numerum divisum reproducit. 

58. Cum quilibet numerus sit sui ipsius simplum, unitas cujusque numeri est divisor, ipseque 
numerus quotus. Tum vero quilibet numerus est sui ipsius divisor, quoto existente unitate. 

59. Quilibet ergo numerus N primo unitatem pro divisore babet, eritque tum ipse numerus N 
quotus. Deinde etiam quilibet numerus N se ipsum habet pro divisore, quoto existente unitate. 

60. Nullus numerus alios habet divisores, nisi quorum est multiplum (simplo ex idea multipli 
hic non excluso); si enim alium haberet divisorem, eo ipso hujus futurus esset multiplam, quoto 
praebente indicem multipli. | 

61. Cum igitur numerus primus nullius alius numeri, praeter unitatem, sit multiplum, numerus 
primus alios non habet divisores, praeter unitatem et se ipsüm. Scilicet si p denotet numerum 
primum, ejus divisores erunt 1 et p, neque praeter hos ullos habet alios. 

62. Numeri ergo primi, seu primae classis, duos tantum habent divisores, excepta unitate, 
quippe quae unicum habet; quam ob causam etiam unitas numeris primis non accenseri solet. 

63. Numeri secundae classis, qui constant duobus factoribus primis pq, quia sunt multipla 
utriusque, praeter divisores. 1 et pq etiam divisores habent p et q, ita ut omnes eorum divisores 
sint 1, p, q et pq. 
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6%. Casus autem hic seorsim est perpendendus, quo ambo factores p et q sunt inter se aequales, 
quoniam eundem numerum non bis inter divisores numerare licet. Hinc numeri pp, qui sunt quadrata 
Dumerorumi primorum, tres tantum habent divisores 1, p et pp. 


65. Hanc ob causam numeros secundae classis in duas species subdividi convenit, quarum prior 
continet numeros formae pp et divisores habet tres 1, p, pp; altera vero species continet numeros 
formae pq, denotantibus litteris p, q numeros primos diversos. Hujusque speciei numeri habebunt 
quaternos divisores 1, p, q, pq. 


66. Simili modo classis tertia subdividi debet in tres species, quarum formae sunt p.p. pr, 
siquidem p, q, r denotent numeros primos diversos, vel enim omnes tres factores sunt aequales 
vel bini tantum, vel omnes tres inaequales. TE 

67. Pro tertia autem classe numerorum 

speciei primae p? divisores erunt quatuor 1, p, p”, p°, 
secundae p*g | sex 1, p, 9. p^; pq, p 4, 
tertiae pgr octo 1,p,gq,r, pq, pr, qr, par, 
neque praeterea alii divisores locum habere possunt. 

68. Classis quarta, quae numeros quatuor factoribus primis constantes continet, prout horum 
factorum bini, vel tres, vel omnes quatuor fuerint aequales, subdividenda est in quinque species, 
quarum formae sunt I. p*, II. pq, III. p?q?, IV. p'qr, V. pqrs. 

69. Jam facile erit omnes divisores cujusque speciei in classe quarta enumerare: 

Speciei: divisores erunt | 

Ll p* quinque: 4, p, p^, p^, p*, 

IL p'q octo: 1, p, 9, p^. pq» p^, p'q. p'q, 

Ill. p'g* novem: — 5, p, 9, p', pq. q^, pq, pq^, PT 

IV. p*gr duodecim: 1, p, q, r, p^, pq, pr, qr, p°q, pr, pr, p'qr, 

V. pgrs sedecim: 1, p, q, r, 5$, pq, pr, ps, qr, qs, rs, pqr, pqs, prs, qrs, pqrs. 

70. In classe quinta, quae numeros ex quinque factoribus primis compositos complectitur, ob 
aequalitatem aliquot factorum, sequentes species constitui oportebit: 

I. p°, IL p'q, HI. p'g?, IV. par, V. p?q?r,. VI. p'qrs, VII. pgrst. 

71. Tum vero singularum barum specierum divisores ita enumerabuntur: 


Speciei: divisores erunt 

L p sex: 1,P,P,P,pPP' 

ll. p'q decem: 1, p, q; p^, pq, p^ pq, P'r p'q, p'q, 

HL  p'q* duodecim: 1, p, 9: P^. pq. q^» Pr pq. pq» PQ» PA; pq. 

IV. p'gr sedecim: 1, p, q, r^ p^, pq, pr, qr, p, p'q, PT, par, pq, pr, p'qr, p'qr, 
V. p'q'r — octodecim: 1, p, rs p^ pq, pr, q*, qr, pq, pr, pqd^, par, q'r, p'q*, 


p'qr, pq*r, Par 
VI. p’grs — viginti quatuor: 1, p, q, r, s, p^, pq, pr, ps, qr. gs, rs, pq» Pr; PS; pqr, 
pqs, prs, qrs, p'qr, p^qs, p^rs, pqrs, p*qrs, 


L. Euleri Op. posthuma. T. I. 9 


10 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


VII  pqrst triginta duo: 1, p, 9, r, 5, t, pq, pr, ps, pt, qr, qs, qt, rs, rt, st, pqr, 
pqs, pat, prs, prt, pst, qrs, qrt, qst, rst, pqrs, pqrt, pqst, 
prst, qrst, pqrst. 

72. Simili modo reliquarum classium species constituentur, singularumque specierum divisores 
omnes assignabuntur. Simul autem hac ratione patebit natura singulorum divisorum, atque tam 
classis quam species, quorsum singuli sunt referendi. 


13. Si numeri N divisores sint: 1, «, 8, y, Ö,...N, isque multiplicetur per numerum pri- 
mum p, qui in eo nondum contineatur, tum productum Np praeter. illos divisores 1, «, 9, y, à,...N 
insuper eosdem per p multiplicatos p, ap, p, yp, Öp...Np pro divisoribus habebit, ideoque numerus 
divisorum duplo erit major. 


7*. At si ille numerus N per quadratum numeri primi p, qui in ipso non insit tanquam factor, 
multiplicetur, numerus divisorum triplicabitur. Primo enim productum Np* eosdem habebit divisores 
quos numerus N, tum vero eosdem per p multiplicatos, ac tertio eosdem per p* multiplicatos. 


15. Simili modo si p sit numerus primus in N non contentus, numerusque N per p? multi- 
plicetur, productum | Np? habebit primo omnes divisores numeri N, deinde eosdem per p, porro 
eosdem per p, ac denique eosdem per p* multiplicatos, quo pacto multitudo divisorum producti 
-Np* quadruplo major est quam numeri N. 


76. Atque in genere si numeri N multitudo divisorum sit — m, isque per potestatem p? 
. numeri primi p multiplicetur, producti Np^ multitudo divisorum erit (A + 1) m; ubi notasse juvabit 
ipsius potestatis p^ multitudinem divisorum esse À + f. 


77. Hinc patet regula facilis multitudinem divisorum cujuscunque numeri definiendi: Sit enim 
P Ar forma numeri propositi; et quia numeri p^ multitudo divisorum est À +1, erit mumeri 
p^ 4" multitudo divisorum (A + 1) (# + 1), hujus vero numeri p^q"r* erit 


(+1) (£37 1) (v- 1), porroque hujus p^q^"r"s* erit (A 4- 4) (z +1) (x +1) (E + 1). 


Classis autem, ad quam hic numerus est referendus, indicatur numero A+ z -- » À- E, qui est 
summa exponentium. 


. 78. Infiniti ergo numeri exhiberi possunt, quorum multitudo divisorum sit data. Si enim 
multitudo divisorum sit — 4, existente a numero primo, numeri quaesiti in hac forma p^—^! con- 
nentur, denotante p numerum primum quemcunque. 


79. Si a, b, c, d, etc. denotent numeros primos, pariter ac litterae p, q, r, s, etc., numeri, 
quorum multitudo divisorum est ab, sunt vel p^^—, vel p"—:49*—; quorum autem multitudo 
divisorum est abc, ii sunt vel pi, vel p^—149*—1, vel p“—1 dt, vel p*—1q^—!, vel 
pq —'r-!, ubi litterae a, b, c, etc. eundem quoque numerum primum significare possunt, 
dummodo litterae p, q, r, etc. significent diversos. 


80. Hinc si multitudo divisorum sit — 2, soli numeri primi satisfaciunt, seu numeri in hac 
forma p contenti. Tum vero si fuerit 
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multitado divisorum: erit forma numerorum: 
3 p 
^ p^ pq 
5 p' 
6 p^ p 
7 p 
8 p^ p'q, pqr 
9 p.p 
10 | p. p'q 
11 p" | 
12 pP", pq, p'q^, p'qr. 


81. Cognita ergo forma cujusque numeri, classe scilicet ejusque specie, quo est referendus, 
non solum multitudo divisorum, sed etiam ipsi divisores ope regularum traditarum assignari possunt. 


Caput IL 
De summa divisorum cujusque numeri. 


89. Proposito quocunque numero n, summam omnium ejus divisorum hoc modo /n designemus, 
ita ut haec scriptura /n denotet summam divisorum numeri a. 

83. Cum ergo unitas alium divisorem praeter se ipsam non habeat, erit /1 — 1; cujusque 
vero alius numeri summa divisorum se ipso erit major, erit scilicet //n 7 n, nisi sit n — t. 

8%. Pro numeris primis p, quia alios non agnoscunt divisores praeter se ipsos et unitatem, 
erit /p —p-1-1. Tum vero pro potestatibus numerorum primorum erit | 








—1 
Jp! —pci-—-— 
fp —ppa-p a- 1 — 2 À, 
p—i 
4 —1 
SPP ++ p+ => 
et in genere 
n n n— | n— ncc 1—4 
fp'—p'"--p"7--p ++ = . 





85. Cum numerorum in forma pq contentorum divisores sint 1, p, q, pq, erit eorum summa 
í-- p-4-q-1- pq — (1-4 p) (12-49), ideoque /pq —=(p-+ 1) (q—+ 1). 
Simili modo erit ex classe tertia 
JP — (pp - p 3-1) +1) et /pqr — (p 1) HN) (r4 1). 
86. Eodem modo in reliquis classibus divisores in unam summam colligere liceret; verum 
quo indoles harum summarum clarius perspiciatur, consideremus in genere: numerum N, cujus divi- 


sores sint 1, o, 8, y, d,...N, quorum summa sit /N. Multiplicetur ille per numerum primum p, 
' | Me 


12 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


in eo non contentum, et productum Ap praeter illos divisores insuper eosdem, per p multiplicatos, 
habebit, quorum ergo summa erit p/N, unde colligitur fore /Np — (p +1) /N=/p/N. 
87. Eodem modo ex À 7% colligitur, si numerus N per quadratum numeri primi p, in ipso 
non contenti, multiplicetur, producti Np? summam divisorum fore 
(f--pA-p)/N, seu /Np —/N./p'; eodemque modo fore /Np* — /N./p' 
et ita porro. 


88. Hinc pro singulis classibus et speciebus, divisorum summae ita exprimentur 


JP  — ip 
/p' 
Ja =(1+p) (1 9) 


= 1+-p-+p 


JP =1+r+pP+p 

Jpg =(+p+p") (+9) 

Jpgr =(A+p) ({+9g) (2-r) 

SP =1+p+p+p +p 

Jpq =(+p+p up) (+39) 

JP —(1--po-p*) (+q+q) 

Jp'qr =(+p+p) (+9) (1 - 7) 

pars — (1 - p) (1-4) (1-c- r) (1 2- *) 
etc. 


89. Ex his formulis deducimus sequentes conclusiones: 
Jp! — p^ fp — 1 p/p 
Jp — p* -— /p* — 4 2 p/p! — 14 - p 2 p^ fp 
Jp! —4 —pfp—1-po- p fp! ip Hp 2 p! fp 
Jp' —14 +pfp =1+p+pfp —1-cpa- p! a p! /p* — 4 p -- p* -i- p* — p* fp 
etc. 





unde patet esse in genere 


JP = 1+pSP 


n—i 


— 1 -- p a- p? f/ p^? — 1 -c p -- p* -- p? f/p^—^* etc. 

90. Proposito ergo numero N, cujus summam divisorum assignare oporteat, resolvatur is in 

suos factores primos, sitque 
N — p^q" r$, quo facto erit //N—J/ p^. /q". fr". f$. 

91. Dummodo ergo tam numerorum primorum ipsorum, quam eorum potestatum summae 
divisorum assignari queant, omnium plane numerorum summae divisorum definiri poterunt. 

92. Pro ipsis numeris primis p, cum sit /p—p-i- 1, summa divisorum semper erit numerus 
par, nisi sit p—92, quo casu est /2—3. Si enim sit p — 2a — 1, erit. /(2a — 1)—92a. At ob 
Jp'—p'--p--1, summa divisorum quadrati cujusvis numeri primi semper erit numerus impar, ac 
subinde adeo numerus primus, veluti. 2? — 7, /3*—13, /5*!-—21. 
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93. Deinde si N sit cubus numeri primi, seu 
N=p*, ert fp=1+p+pp+p — (te p) (1 ^ pp), 

ideoque numerus compositus, ac nisi sit p—2, ad minimum erit summa divisorum divisibilis per ^, 
quia uterque factor 1 +p et 1 + pp est par. Erit ergo //p* — (1 + pp) /P. 

9%. Si numerus N sit potestas quarta numeri primi, seu N— p', erit summa divisorum 
f p! — 1 2c p A- pp +p"+p", ideoque semper impar, fierique adeo poterit, ut ea sit numerus primus, 
veluti /2* — 31. | | 

95. Si sit N — p', quia est /p° — t +p 4- pp -t- p? +p" -- p*, erit summa divisorum 

J'p*— (t ac p s pp) (1 3 p*j — (1 - p) (1 5 p 3- pp) (1 — p a pp), 
ideoque numerus compositus, qui ex summis inferiorum potestatum ita componitur, ut sit 
Jp! — (4 — p pp) Jp. / p" | 

96. Proposito autem producto MN, cujus factores M et N nullum habeant factorem primum 
communem, erit. /MN — / M. / N, quae ergo summa divisorum eo magis erit composita, quo plures 
numeri primi dispares ingrediantur. 

97. Proposito numero quocunque N, cujus summa divisorum sit /N, si is per numerum primum 
p multiplicetur, summa divisorum producti Np semper major est quam p/N. Nam / Np primum 
complectitur omnes divisores numeri N per p multiplicatos, quorum summa est p/N, ac praeterea 
eliam eos divisores numeri N, qui per p non sunt affecti. 

98. Hoc etiam ita bipartito ostenditur. Primo si numerus primus p non contineatur in N, 
erit utique /Np=/p./N=(1-+-p) /N=p/N-+/N, quo casu sine dubio est /Np>p/N. 

99. At si p jam contineatur in N, ut sit V— Mp^, erit /N— / M. f/p^; sed gCp]Np— fM fp"*'!. 
Ex superioribus vero constat esse /p"*'—1+p/p", unde colligitur //Np— / M--p / p" / M, ita ut 
sit /Np=p/N-+-/M, ideoque / Np > p. N. | 

100. Numerorum naturali ordine progredientium summae divisorum ita se habebunt: 


f 1—1 f 13 — 1% f 25 = 31 S31—= 38 /9= 51 
S 2= 3 Str = 2% JS 26 = ı2 f/38-— 60 S50—= 93 
[3=% S15 = 24 27 = M0 S39—= 56 f951-— 72 
f h= 7 f 16 — 31 f 38 = 56 f50-— 90 f952— 98 
f 526 SAT 218 J 29 = 30 f*A-— 42 f532 5% 
yf 6—12 f18 = 39 f 30 = 72 SN2—= 96 S 5% — 120 
fS 1= 8 f19 = 20 S 31 = 32 JB 4 J55= 72 
f 8-215 f 20 — 92 f 32 = 63 [= 8h J 56 = 120 
f 9213 SA = 32 J33 = 48 f*5- 18 J91— 80 
S10= 18 J 22 = 36 [3h = 54 f*6— 72 S58—= 90 
f11-12 [23 = 2% J35 = 48 SAT = M J59 = 60 
[12 = 28 JS 24 = 60 /36 = 91 J/ 48 — 12% J60 = 168. _ 


— 101. Inter has divisorum summas non omnes occurrunt numeri, sed usque ad 60 excluduntur 


sequentes: 


14 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


2, 5, 9, 10, 11, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 33, 3%, 35, 37, M, #3, #5, 46, 7, 
9, 50, 51, 52, 53, 55, 58, 59. 
Numeri autem, qui summas divisorum exprimunt, sunt: 
1, 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13, 1%, 15, 18, 20, 2%, 28, 30, 31, 32, 36, 38, 39, &0, 42, &&, 48, 55, 


56, 57, 60. 
102. Hinc patet duos pluresve numeros quandoque eandem divisorum summam praebere, veluti 
f 6—/11-— 12 SAR =SAS = [23 — 2h 
SAO0—=/17 = 18 f/20 — f26 = /f hi -— M3 
f16 —/ 25 = 31 S 33 —/35 —/WI —858 
f 21 —/31 —32 J2& =/38 =/59 = 60. 


f3& 2/53 — 5h 
f 928 —/39 = 56 | 

103. Problema hic proponi solet, quo quaeritur numerus, qui ad summam divisorum suorum 
habeat datam rationem: scilicet ut sit N: N — n : m, sive ei = =; ubi quidem primo necesse est 
ut sit m>n; si enim esset m — n, foret N — 1. 

10%. Ratione m:n in minimis terminis expressa, numerus N vel ipsi n, vel cuipiam ejus mul- 
tiplo aequalis erit. Statuatur ergo N — an, eritque /'N — fan — am. At nisi sit a— 1, est 
fan > afn, hinque m — fn. Quocirca si fuerit m < /n, nulla solutio locum habet, sin autem 
m — fn, unica datur solutio, scilicet N — n. 

105. Nisi ergo sit vel m — fn, vel m7 fn, problema solutionem non admittit. Priori qui- 
dem casu numerus quaesitus N ipsi n aequabitur, neque praeterea ulla alia dabitur solutio. Posteriori 
vero casu, quo m 7» //n, numerus N aequabitur multiplo cuipiam ipsius n, puta V— an, siquidem 
ulla solutio locum habet. Dantur enim utique ejusmodi rationes m :n, quibus nequaquam satisfieri 
potest, etiamsi sit m > /n. 

106. Numerus perfectus est, cujus summa divisorum ipso duplo est major. Ita si fuerit 
SN=92N, erit N numerus perfectus. Qui si sit par, erit hujusmodi 2"4, existente ^£ numero 
impari, sive primo, sive composito. Cum ergo sit 


N34, eit (N— (271—104 — 2*4, mde fit LE 


= ar. 

107. Quia hujus fractionis "n numerator unitate tantum superat denominatorem, excedere 
nequit summam divisorum denominatoris; erit ergo vel aequalis, vel minor. Posteriori casu nulla 
datur solutio, prior vero existere nequit, nisi sit 2”*'—1 numerus primus. Quare quoties 
2^ *!— 1 fuerit numerus primus, ei 4 aequalis capi debet, eritque numerus perfectus —2"(2"**! — 1). 

108. Omnes ergo numeri perfecti pares in hac formula 2” (2"*!— 1) continentur, siquidem 
2"*—1 fuerit numerus primus, quod quidem evenire nequit nisi n-+ 1 sit numerus primus; 
etiamsi non omnes primi pro n-4- 1 assumti praebeant 2”*'— 1 primum. Utrum vero praeter hos 
numeros perfectos pares, dentur quoque impares, nec ne? nemo adhuc demonstravit. 

109. Si daretur numerus perfectus impar, omnes ejus factores impares sint necesse est. Sit 


ergo = ABCD etc. oportetque fieri / 4. / B. /C./ D=2ABCD numero impariter pari. Quare inter 
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summas divisorum / 4, / B, /C, /D unica debet esse impariter par, reliquae omnes impares: omnes 
ergo factores 4, B, C, D, praeter unum, erunt potestates pares numerorum primorum, unus autem 
ille vel numerus primus formae &n +1, vel ejusdem potestas, cujus exponens sit &A + 1. Sicque 
talis numerus perfectus hujusmodi habebit formam (ha + 1) *^* ! PP, existente P numero impari, 
et &n—+1 primo. | | 

110. Plurima alia problemata huc referenda, quibus alia proponitur relatio inter numeros inve- 
stigandos eorumque summas divisorum hic praetermitto, quoniam ex traditis principiis methodus ea 
solvendi non difficulter elicitur. 


Caput IV. 
De numeris inter se primis et compositis. 

111. Duo numeri, qui praeter unitatem nullum alium habent factorem seu divisorem communem, 
vocantur numeri primi inter se; qui autem praeter unitatem alium habent divisorem communem, 
vocantur compositi inter se. Ita 8 et 15 sunt numeri inter se primi, at 9 et 15 numeri inter se 
compositi. 

112. Unitas ergo est ad omnes numeros primus. Scilicet denotante n numerum quemcunque, 
numeri 1 et n sunt numeri primi inter se, quia praeter unitatem nullum alium admittunt divisorem 
communem. 

. 113. Pari modo duo numeri unitate differentes n et n-+ 1 sunt primi inter se; quoscunque 
enim divisores habuerit numerus n, nullus eorum dividere potest numerum n -4- 1. Namque si p sit 
divisor numeri n, numerus proxime major per p divisibilis erit n 4- p, neque vero n-3i- 1 divisionem 
per p admittet. . 

11%. Numerus primus p ad omnes numeros, nisi qui ejus sunt multipla, est primus; hinc 
numeri a et p sunt primi inter se, nisi sit vel a—p, vel a— np. Ergo numerus primus p ad omnes 
numeros se minores est primus. j 

115. Multitudo numerorum, dato numero a minorum, est a — 1, inter quos quot sint ad a vel 
primi, vel compositi, operae pretium est definire; quoniam inde judicium ad omnes numeros ipso a 
majores facile extenditur. 

116. Sit enim b <a, ac si b et a fuerint primi inter se, etiam omnes hi numeri b + a, 
b-- 2a, b -34- 3a, etc. ad a erunt primi; ac si b et a habuerint communem divisorem, idem erit 
divisor numerorum b + a, 5 -- 2a, etc. | 

117. Si ergo a sit numerus primus —p, quia omnes numeri ipso minores ad eum sunt primi, 
horum multitudo est — p — 1. 

118. Si sit a — 2p, ab 1 ad a dantur p numeri pares, qui ergo ad a non sunt primi, deinde 
ipse numerus p ad a etiam non est primus. Auferantur hi a numeris omnibus ab 1 usque ad a, 
quorum multitudo est — p, ac relinquentur p — 1, totidemque ad a erunt primi. 

119. Si sit a — 3p, inter numeros ipso non majores primum ii, qui sunt per 3 divisibiles, ad 
eum non sunt primi, quorum multitudo est — p, deinde insuper p et 2p ad a non sunt primi; 
reliqui, quorum multitudo est 3p — p — 2—-2 (p — 1), omnes ad a — 3p erunt primi. 
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120. Simili modo si a — 5p, numeri, qui cum a communem habent divisorem, sunt primo 
omnes per 5 divisibiles, quorum multitudo est — p, ac praeterea qui per p sunt divisibiles, nempe 
p, 2p, 3p et kp; ipse enim numerus 5p jam ante est notatus: unde multitudo numerorum ad a 
compositorum est p-+ &, ideoque multitudo numerorum ad a primorum — *p — & — & (p — 1), 
qui scilicet ipso a non sunt majores. 

121. Generalius si sit a — pq, existente utroque factore p et q primo, ab unitate ad a dantur 
p numeri per q divisibiles, scilicet q, 2q, 3q...pq; deinde dantur q numeri per p divisibiles, scilicet 
p; 2p, 3P,...qp, quorum ultimus qp jam est numeratus. Multitudo ergo omnium numerorum a non 
superantium, qui ad a sunt compositi, erit — p + q — 1, unde reliqui, quorum multitudo est 

—qp—p-—4-4-—í(p— 1) (q— 1). 
ad a erunt primi. 

122. Hic autem pro p et q numeros primos diversos sumsimus. Nam si esset a — pp, alii 
numeri ad a non essent compositi, nisi qui sunt per p divisibiles, quorum multitudo cum sit — p, 
reliquorum, qui ad a sunt primi, multitudo erit — pp — p — p (p — 1). 

123. Simili modo si sit a — p*, quia alium divisorem primum praeter p non habet, omnes 
numeri ab 1 ad a, ad a compositi sunt p, 2p, 3p....p'p, quorum multitudo cum sit p*, reliqui 
numeri omnes, quorum multitudo est p? — p* — p* (p — 1), ad a erunt primi. 

124. Hinc in genere patet, si a fuerit potestas quaecunque p" numeri primi p, multitudinem 
numerorum ad a primorum, qui quidem ipso a non sint majores, fore — p" ' (p— 1). 

125. Sit a — p'g, existentibus p et q numeris primis diversis, et cum a alios non habeat 
divisores primos praeter p et q, numeri ad «a compositi vel erunt per p divisibiles, qui sunt 
p, 2p, 3p...pq.p, multitudine — pq, vel per q divisibiles, qui sunt q, 2q, 3q,...p*.q multitudine 
— p*. Inter hos vero occurunt, qui ibi jam sunt numerati pg, 2pq, 3pq...p.pq multitudine — p, 
ita ut multitudo omnium ad a 'compositorum sit — pq + p? — p. Quare reliqui, quorum multitudo 
est — ppq — pq — pp -- p — p (p — 1) (q — 1), omnes ad a erunt primi. | 

126. Sit a ==pgr, existentibus p, q, r numeris primis diversis, ac numeri ad a compositi 
sunt divisibiles 

1) per p, scilicet p, 2p, 3p...qr.p multitudine qr 

2) per q, «ag, 2q, 3q...pr.q « pr 

3) perr, « r,2r, 3r...pq.r « Pq- 
Hic autem bis numerantur divisibiles per pg multitudine r, tum divisibiles per pr multitudine q, 
ac denique divisibiles per gr multitudine p, qui inde auferantur; at hoc modo numerus ipse pqr 
penitus tolleretur, qui ergo iterum est adjiciendus. Sicque multitudo numerorum ad a compositorum 
erit qr 4- pr + pq —r —q— p -:- 1; unde reliqui, quorum multitudo est 

pgr — qr — pr — pq--r-- q29- p — 4 — (p— 1) (q— 1) (r— 1), 
ad numerum a — pqr erunt primi. 
127. Ex his colligetur pro omnibus numerorum generibus fore 
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si sit numerus multitudinem numerorum ipso a minorum 
propositus ad eumque primorum 
a=p p—1 
q —p* p (p — 1) 
a — pq (p — 1) (q — 1) 
a — p' p'(p — 1) 
a — p'g p(p — 1) (q— 1) 
a — pqr (p — 1) (q — 1) (r — 1) 
a —p' p'(p — 1) 
a — p p'(p — 1) (q — 1) 
a — p'g* p (p—1)4(q— 1) 
a — p'gr p (p—1) (q— 1) (r — 1) 
a — pqrs (p — 1) (q— 1) (r— 1) (s— 1) 


128. Quo autem haec conclusio firmius corroboretur neque inductioni nimium indulgeatur, 
consideremus hanc formam a — Mp, ubi M sit numerus quicunque, et p primus in M non contentus. 
Ponamus autem ad 1 ab M multitudinem numerorum ad M primorum esse — #, ideoque multitudinem 
numerorum ad M compositorum — M — u. | 


129. Cum ergo ab 1 ad M sint M— 4; numeri compositi ad M, ab 1 ad Mp erunt p(M— u) 
numeri compositi ad M, qui ergo etiam erunt compositi ad Mp, sed praeterea ad Mp compositi sunt 
isi: p, 2p, 3p... Mp, multitudine M, unde autem expungendi sunt ii, qui jam ad M sunt compositi, 
quorum multitudo est M — 4; sicque tantum relinquentur «# numeri, qui tantum ad Mp, non vero 
ad M sunt compositi. Quare ab 1 ad Mp omnino ad Mp compositi erunt tot: p (M — u)+ y, et 
reliqui, quorum multitudo est Mp — p (M — y) — pu — (p — 1), ad numerum Mp erunt primi. 


130. Simili modo ostenditur, si numerus propositus sit — Mp", existente p numero primo in 
M non contento, atque 4 fuerit multitudo numerorum ad M primorum, qui quidem inter limites 
1 et M contineantur, tum multitudinem omnium numerorum infra Mp", ad hunc ipsum numerum 
Mp" primorum, fore —p"—" i (p — 1). | 


131. Quaeramus enim numeros compositos ad Mp", qui vel ad M, vel ad p erunt compositi, 
At ab 1 ad Mp" multitudo numerorum ad M compositorum est — p"(M — u), qui vero ad p sunt 
compositi erunt: p, 2p, 3p... Mp" !.p, multitudine — Mp". Hinc autem excludi oportet eos, 
qui jam ad M sunt compositi, quorum multitudo est p" ^! (M — u): sicque multitudo eorum, qui 
ad Mp", non vero ad M sunt compositi, erit — Mp" ^7! — p^! (M— u) — p"^'&, unde omnino 
ab 1 ad Mp" multitudo numerorum ad Mp" compositorum est — p^ (M— u) 2- p"! &. Quocirca 
reliqui, quorum multitudo est Mp" — p"(M — u)—p" tu —p"—',u(p— 1) erunt ad Mp" primi. 

132. Cum ergo multitudo numerorum ad p primorum ipsoque minorum sit — p" ' (p — 1), 
ex praecedente propositione summo rigore concludimus: Si numerus propositus sit — p/q"r's* etc. 
fore multitudinem omnium numerorum ad eum primorum ipsoque minorum 

— pp). — 1). (rt). (s 7 1) ete. 
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133. Si igitur M et N fuerint numeri inter se primi, atque multitudo numerorum ab 1 ad M, 
primorum ad M, sit — m, multitudo vero numerorum ab 1 ad N, primorum ad N, sit =n, tum 
multitudo numerorum ad productum MN primorum ipsoque non majorum, erit — mn. 

13%. Hinc patet multitudinem omnium numerorum primorum, quemadmodum jam Euclides 
demonstravit, finitam esse non posse. Si enim ultimus et maximus numerus primus esset — p, 
statuatur numerus M aequalis producto omnium numerorum primorum M — 2.3.5.7...p, qui ergo 
ad omnes plane numeros esset compositus: cum igitur idem numerus M ad M — 1, vel M-i- t certe 
sit primus, patet assertionem esse absurdam. 

135. Ex superioribus autem patet, inter numeros ipso M minores non solum numerum M— 1, 
sed etiam plures alios ad M certe esse primos, cum multitudo horum numerorum ad M primorum 
sit — 1.2.5.6... (p— 1), quae eo est major, quo plures numeri primi in se invicem multiplicentur. 

136. Ponamus m—1.2.5.6...(p — 1), existente M—2.3.5.7...p; et cum ab 1 ad M 
tot sint. numeri ad M primi, quot m continet unitates, hi vel ipsi erunt primi, vel compositi ex 
primis, qui sint ipso p majores. 

137. Si ab 1 ad M fuerint m numeri ad M primi, ab 1 ad 2 M erunt 2m numeri ad M primi, 
et in genere ab 1 ad NM erunt Nm numeri ad M primi. In quovis enim intervallo 

1...M, M--1...2M, 2M-- 1...3M, 3M-vc-1...& M, etc. 
multitudo numerorum ad M primorum est eadem. 

138. Si N designet alium numerum quemcunque, atque ab 1 ad N fuerint n numeri ad N 
primi, ab 1 ad MN erunt Mn numeri ad N primi, At in eodem intervallo sunt Nm numeri ad M 
primi. Qui autem sunt primi ad MN, ii quoque sunt primi tam ad M quam ad NW. 

139. Ante autem ostendimus, si hi numeri M et fuerint primi inter se, tum in intervallo 
1....MN tot dari numeros ad MN primos, quot mn contineat unitates; hique numeri in utraque 
praecedente multitudine Mn et Nm occurrunt. (*) 





Ca pu € V. 
"De residuis ex divisione natis. 


150. Si numerus a non sit multiplum numeri b, divisio illius per hunc non succedit, et 
excessus numeri a supra multiplum ipsius b proxime minus vocatur residuum ex divisione ortum. 
Ita si sit a — mb + r, erit r residuum ex divisione numeri a per b natum. 


(*) Notae Ill. Auctoris margini adseriptae. De maximo communi divisore ejusque inventione. — Si A et B sint 
numeri primi, inveniri potest multiplum ipsius A, quod per B divisum relinquat datum numerum €. — 
Qui numeri inter se fuerint primi, eorum potestates quaecunque inter se erunt primi. — Si A sit primus 
ad B, atque etiam ad C, erit quoque ad BC primus. — Si productum AB sit divisibile per primum p, 
alteruter factor per eum erit divisibilis. — Si À et B sint primi inter se, inveniri possunt numeri m et 
n, ut fiat mA—nB—1, vel alii cuivis numero dato. — Si sit p maximus communis factor numerorum 
A et B, tum r et ri erunt primi inter se. — Si a per b divisum det residuum r, tum na per ^b divisum 

- dabit residuum nr. — Si a per à divisum det residuum r, communis factor numerorum a et $, si quem 
habent praeter unitatem, simul erit factor residui r. Vicissim, si b et r habeant communem factorem, 
idem quoque factor erit ipsius a. — Si a et b sint numeri inter se primi et a7 b, erit a— mb-1-p; et 
b 7p, tum vero b—np+-9 et p 7^4, sicque tandem ad unitatem pervenietur. 
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1^1. Hinc patet residuum r semper minus esse numero b seu divisore; si enim esset aequale, 
seu r — 5, aucto indice multipli m unitate, foret a verum multiplum ipsius 5b, scilicet «= (m-+-1)5; 
et si esset r > b, augendo indicem m reduceretur infra 5. 


142. Proposito ergo divisore quocunque 5, si dividendus a fuerit multiplum ipsius b, residuum 
erit — 0; sin antem a non fuerit multiplum ipsius b, residuum erit vel 1, vel 2, vel 3, vel quicunque 
alius numerus minor quam b, ita ut multitudo residuorum, quae oriri possunt, sit b — 1, vel adeo 
b, si cyphra simul numeretur. 

143. Pro quovis ergo divisore b omnes numeri in tot classes distribui possunt, quot b continet 
unitates. Prima nempe classis continebit omnes numeros multiplos ipsius b, seu formae mb; secunda 
eos, qui per b divisi pro residuo relinquunt 1, tertia eos, qui 2, quarta eos, qui 3, et denique 
ultima, qui relinquunt 6 — 1. 


í*h. Ita sumto 2 pro divisore, duae habentur classes, quarum prima continet numeros formae 
2m, altera vero numeros formae 2m-i-1. Numeri prioris classis vocantur pares, posterioris vero 
ünpares. 

1*5. Si ternarius pro divisore assumatur, omnes numeri in tres classes distinguentur: prima 
complectitur numeros formae 3m, secunda numeros formae 3m-1- 1, ac tertia numeros formae 3m-4-2, 

146. Si divisor statuatur — *, quaternae classes omnium numerorum his quatuor formis 
comprehenduntur: I. km, I. &m-v 1, Ill. &m--2, IV. &m-- 3, ubi prima classis nomen sortita 
est numerorum pariter perium; tertia vero numerorum ümpariter parium. At secunda et quarta 
numeros impares in duas classes subdivisos exhibent. 

1*7. Simili modo divisor 5 has quinque numerorum classes suppeditat: I. 5m, IL: 5m-- 1, 
Ill. 5m +2, IV. 5m -- 3, V. 5m V: ac divisor 6 praebet has sex classes: 

L 6m, IL Gm+1, I 6m--2, IV. 6m--3, V. 6m-A-^, VI 6m-5, 
et ita porro pro quovis alio divisore. 

148. Sic igitur quilibet numerus pro quovis divisore ad certam quandam classem refertur, seu 
certa quadam forma exprimitur, quod, cum divisorum numerus in infinitum augeri queat, infinitis 
modis fieri potest. | 

149.. Si enim numerus fuerit minor divisore proposito, ipse ut residuum spectari potest, indice 
multipli evanescente: ita si sit ab, erit a— mb -1- a existente m — 0, numerus ergo 3 respectu 
divisoris 5 pertinet ad classem 5m -+ 3. 

150. Quaelibet classis infinitos continet numeros in arithmetica progressione crescentes, secun- 
dum differentiam divisori aequalem. Ita in genere si divisor sit b et residuum r, omnes numeri ad 
classem mb -- r relati sunt: r, b+-r, 2b--r, 3b -- r, &b -- r, 5b+7r, etc. cujus progressionis 
arithmeticae terminus generalis est ipsa formula mb -+-r, unde est nata. 

151. Formula mb -- r etiam hoc modo (m-- 1) b —b-1-r potest repraesentari, sicque residuo 
positivo r aequivalens censendum est residuum negativum — (b — r), unde patet ideam residuorum 


latius extensam etiam numeros negativos complecti. 
* 
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152. Hinc divisore b existente — 2, formula numerorum imparium 2m-1-1 etiam ita 2m—1 
repraesentari potest; atque si divisor b sit — 3, classis numerorum, qui per 3 divisi relinquunt 
binarium, etiam formula 3m — 1 continetur; sicque omnes numeros in una harum trium formularum 
3m, 3m -A- 14 et 3m — 1 contineri necesse est. 


153. Quare si residua negativa admittere velimus, omnes formulas mb + r ita repraesentare 
poterimus, ut residuum r semissem divisoris b non superet. Si enim esset r > Sb, pro r sumamus 
— (b—r) eritque b—r «lb 

^ 154. Simili modo cum sit mb -4- r — (m — 1) b -i- b -i- r, residuo r etiam aequivalet residuum 


b+r, vocabulo in latiori sensu accepto. Generatim ergo residua minus proprie ita dicta b+r, 
2b -- r, 3b-+-r, etc. aequivalent residuo r proprie sic dicto. 


155. Scilicet divisore existente b, omnis numerus, etiamsi sit major quam b, tanquam residuum 
spectari potest, qui ad residuum proprie ita dictum reducetur, divisorem b inde toties auferendo, 
quoties fleri licet, quod adeo negativa admittendo infra semissem ipsius b deprimi poterit. 


156. Ita si divisor sit 6 et residuum 16, hoc residuum improprium reducetur ad proprium 
4, atque adeo ad negativum — 2, sive istae formulae 6m + 16, 6m -i- ^, 6m — 2 pro aequivalen- 
tibus sunt. habendae, quia omnes numeri in una contenti simul in reliquis continentur. 

157. Circa residua plures insignes proprietates perpendi oportet. Si numerus 4 per divisorem 
d divisus, praebeat residuum «, numeri quoque A-+-d, A-+-2d, 4-1 3d, etc. idem relinquent 
residuum «, at numerus 4-- 1 per eundem divisus dabit residuum &-+ 1, et generaliter numerus 
4 --n residuum dabit «+ n, quod si excedat divisorem d, eo subtrahendo quoties fieri potest, 
ad minimam formam reducetur. 


158. Simili modo, $i sumto divisore d, numero 4 residuum conveniat a, numeri quoque 
4 — d, 4 —2d, 4— 3d, etc. idem relinquent residuum, at numero 44 — 1 residuum conveniet 
& — 1, et numero 4 — n residuum « — n, quod si forte sit negativum, additione divisoris d ad 
positivum reducetur. 

159. Sumto divisore d, si numero A conveniat residuum «, numero vero B residuum 5, 
aggregato horum numerorum 4 -+- B conveniet residuum «-1- 9, quod congruit cum « -- 8 — d, 
si forte sit «+8 > d. Hinc patet si sit a+ 9 — d, fore 4 + B. multiplum ipsius d. 

160. lisdem positis, differentiae numerorum 4— B conveniet residuum « — 8, vel etiam 
,& — (8 -- d, si forte sit 8 — a Unde si sit & — 8, seu si numeri A et B paria relinquant residua, 
eorum differentia erit per divisorem d divisibilis. 

161. Sumto divisore d, si numerus A praebeat residuum «, ejus duplum 2 4 dabit residuum 
2a, vel etiam 2a — d, triplum vero 34 dabit residuum 3c, cujus, si sit majus quam d, minima 
forma erit vel 3a — d, vel 3a — 2d. Atque in genere multipli cujusvis nd residuum erit na, 
sive na — md. 

162. Si divisore posito — d, numero 4 respondeat residuum «, numero vero B residuum 6, 


producto AB residuum conveniet «8, quod si forte majus fuerit quam divisor. d, reducitur ad 
a9 —d, vel «8 — md. | | 
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163. Erit enim 4 — md + « et B— nd + 8, unde fit productum 
AB = md” + (m8 + na) d+ aß, 
cujus partes priores cum sint per d divisibiles, postrema «8 pro residuo haberi potest. 

16*. Hinc colligimus, si numerus 4 per d divisus relinquat residuum a, ejus quadrato 4* 
respondere residuum «c, ejusque cubo 4° residuum a’, et potestati cuicunque 4” residuum «”, 
quod, divisione per d facta, porro ad minimam formam reducetur. 

165. Quare si numero 4 per d diviso relinquatur residuum — 1, omnes ejus potestates 
A, 4*, A", etc. per eundem divisorem d divisi idem residuum relinquent — 1. At si residuum 
numeri 4 sit — 1, aequipollens ipsi d — 1, potestatum parium 4°, 4*, 4°, 4°, etc. residua erunt 
+ 1, imparium vero — 1. 

166. Denique notandum est, si numerus 4 per d divisus praebeat residuum «, tum fore 
4 — a per. numerum d divisibile. Unde cum 4” pro divisore d det residuum c", erit quoque 
A" — a” per d divisibile. 


Caput VE. 
De residuis ex divisione terminorum progressionis arithmeticae ortis. 


167. Incipiamus a serie numerorum naturalium, cujus termini 1, 2, 3, ^, etc. per divisorem 
quemcunque d divisi, dabunt residua 1, 2, 3, k, etc. donec perveniatur ad terminum d, cui resi- 
duum convenit — 0, sequentes vero termini d -1- 1, d-1-2, d 34-3, etc. eodem ordine residua 
1, 2, 3, etc. reddent, usque ad 2d, cujus residuum iterum evanescit, et ita porro. 

168. Sit jam proposita progressio arithmetica quaecunque 

a, a+b, a4- 2b, a+ 3b, a- hb, a+5b, etc. 


eujus singuli termini per divisorem d dividantur, et ex prímo oritur residuum a, quod idem ante 
non recurret, quam perveniatur ad terminum a +- nb, cujus pars nb per d divisibilis existat, et post 
hunc terminum residua eodem ordine prodibunt atque ab initio (*). | 

169. Primo quidem statim liquet, hinc plura diversa residua resultare non posse, quam divisor 
d contineat unitates. Unde, si ab initio jam tot diversa residua prodierint, necesse est, ut deinceps 
priores iterum redeant. Semper autem terminus a-i- db, cujus index est d+ 1, idem praebet 
residuum ac primus a. a 

170. Si differentia progressionis 5 fuerit factor divisoris d, vel si saltem b et d communem 
habeant factorem p, ut sit b — By et d — Dy, tum antequam ad terminum a + db perveniatur, 
primum residuum a revertetur, scilicet hoc continget in termino a + Db, cujus index est D + 1, 
quoniam Db — BD — Bd per d est divisibile. 

171. Hic ergo duos casus evolvi conveniet, alterum, quo divisor d et differentia progressionis 
a sunt numeri inter se primi, alterum vero, quo sunt numeri inter se compositi, seu quo habent 
quempiam factorem communem, praeter unitatem. 


(* Script. ad marg. Haec residua excedent numero a residua orta ex progressione 0, 5, 2b, 3b, &b, etc. 
quare hanc evolvisse sufficiet. 
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172. Si divisor d et differentia progressionis b fuerint numeri primi inter se, primum residuum 
a ante non recurrit, quam in termino a-t-db; si enim ex termino quodam antecedente resultaret, puta 
a+ (d — n) b, esset (d — n) b, ac proinde etiam nb per d divisibile, ideoque etiam n, quod foret 
absurdum. 

173. Ad definienda ergo residua considerari oportet terminos progressionis, a prima a usque 
ad a+ (d — 1) b, quorum multitudo est d, quos terminos ordine dispositos cum suis residuis ita 


repraesentemus : 
Indices: 1, 2, 3, b, 5, | d 
Progressio: a, ab, a+-2b, a+3b, a+nhb,.......... a+ (d — 1) 5 
Residua: a, BP, y, Ö, 6, À 


17%. Primum ergo observo cuncta haec residua, quorum multitudo est — d, inter se esse diversa. 
Quemadmodum enim primum « non amplius occurrere ostensum est, ita etiam secundum /9 semel 
tantum adesse docetur. Si enim ex termino a + nb, existente n < d, idem oriretur residuum, foret 
differentia terminorum (n-— 1) b. per d divisibilis, ideoque et n — 1, quod repugnat. 

175. Cum igitur omnia residua «, 9, y, à,....À sint inter se diversa, eorumque multitudo 
sit — d, inter ea omnes numeri ipso d minores una cum cyphra occurrent, numeri scilicet 
0, 1, 2, 3,....(d — 1) occurrent, quorum multitudo pariter est — d. | 

176. Quare si r fuerit numerus quicunque minor quam divisor d, dabitur certe progressionis 
terminus a+ nb, existente n << d, qui per d divisus relinquat residuum r. Ac sumto r— 90, 
dabitur ejusmodi terminus a -1- nb per d divisibilis. 

177. Si terminus a-+-nb residuum praebeat r, erit a-- &b — r per d divisibile. Unde si 5 
et d sint numeri inter se primi, et a — r denotet numerum quemcunque, semper dabitur numerus 
n minor quam d, ita ut numerus a — r +- nb fiat per d divisibilis. 

178. Sit a--mb terminus per d divisibilis, existente m << d, ac terminus sequens a-4- (m-1- 1) b 
residuum dabit b, praecedens vero a + (m — 1) b residuum — b, seu d — b. Sit porro a <+- nb 
terminus, qui per d divisus unitatem relinquat, atque illo numero hinc ablato differentia (n — m) b 
etiam unitatem relinquet. 

‚179. Ponamus n — iG — p, ut numerus pb per d divisus unitatem relinquat, sumtoque termino 
a+ mb per d divisibili, termino a + (mp) b. conveniet residuum = 1, termino a 3- (m -4- 2p) b 
residuum — 2, termino a-i-(m -- 3p) b. residuum —3, et in genere termino a-4-(m-4- np) b 
residuum — n. | 

180. Si m-+-np fuerit majus divisore d, hic toties inde auferatur, donec remaneat numerus 
k < d, et terminus a + kb per d divisus relinquet residuum — a. 

181. Facilius autem termini data residua relinquentes definiri possunt, dum innotuerit pro- 
ductum pb, quod per d divisum relinquat unitatem. Cum enim terminus primus a relinquat o, ter- 
minus a <+- npb relinquet « + n. | 

182. Si ergo datum residuum fuerit = r, ponatur «-i- n — r, et ob n—r—«, invento p, 
terminus residuum r praebens erit a --(r — a) pb; vel etiam generaliter a -4- ((r — c) p + ud) 5, 
ubi # ita assumere licet, ut fiat (r — a) p + ud < d. 
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183. Totum ergo negotium huc redit, ut numeri b id investigetur multiplum pb, quod per 
d divisum unitatem relinquat. Cum itaque pb —1 per d sit divisibile, posito pb —1-—qd, numeros 
p et q investigari oportet, ut fiat pb — qd — 1. Semper autem p infra d assignari poterit. 

18%. Saepe ejusmodi productum sb facilius reperitur, quod per d divisum relinquat d— 1, 
seu — 1; tum autem hoc productum, (d — x) b residuum praebebit = -+ 1, ita ut invento x futurum 
sit p —d-——. "Tum igitur terminus 4 + ((« — r) s + ud) b datum residuum r relinquat. 

185. Consideremus nunc etiam residua, quae oriuntur si differentia progressionis b et divisor 
d non fuerint numeri inter se primi. Atque jam vidimus, si factor communis sit 9, ut sit b==Bp 
et d — Dy, jam terminum a +- Db idem praebere residuum, quod primus a. 

186. Quare si q fuerit maximus factor communis numerorum b et d, quoniam primum resi- 
duum a, vel « demum in termino a + Db. recurrit, plura residua diversa locum habere nequeunt, 
quam numero D: neque ergo omnes numeri divisore d minores inter residua occurrent. 

187. Quo haec residua facilius scrutemur, ponamus esse a — 0, sintque termini progressionis 
cum suis residuis: 

Indices 1 2 3 k D 


Termini 0, By, 2Bg, 3Bg..... (D — 1) Bg 
Residua 0, Ay, yg, Óg, Ap 


manifestum enim est, si hi termini per d= D dividantur, residua quoque per @ esse divisibilia. 
188. Nam si mB divisum per D praebeat residuum r, erit mB — nD--r, ideoque mBg —nDg -rg. 
Uude si mBp per Dg —d dividatur, residuum erit rq, multiplum ipsius y. Cum igitur pro r 
omnes numeri ipso D minores prodire queant, etiam inter illa residua omnia multipla ipsius y, quae 
quidem divisorem d — Dy non superant, occurrere debent, quorum multitudo utique est =D. 
189. Si ad singulos terminos adjiciamus numerum a, eodem singula residua augebuntur, quae 
ergo ita se habebunt, existente b — Bg et d — Dg: 


Indices 1 2 3 k 5 D 
Termini a, a-rb, a+2b, a+3b, a+hb..... a+ (D — 1) 6 
Residua a, a-—-4y, a+yp, a-—-óÓp, ae, a + Àg 


ubi series 8, y, 0, &...A omnes numeros ipso D minores continet. 

190. Hoc ergo casu ex serie residuorum excluduntur omnes numeri, qui numero a minuti 
non suat divisibiles per q, seu maximum communem divisorem differentiae b et divisoris d. 

191. Cum numeri B et D sint primi inter se, ejusmodi multiplum prioris, puta mB, exhiberi 
potest, quod per D divisum, datum relinquat residuum r; tum autem nostrae progressionis terminus 
a+ in Bg, seu a--mb per Dg == d divisus, relinquet residuum a + rg (*). 





Caput VE. 
De residuis ex divisione terminorum progressionis geometricae ortis. 


192. Progressionem geometricam in genere ita repraesentamus: a, ab, ab*, ab’, ab*, ab*, etc. 


(*) Script. ad marg. Methodus definiendi formulam ax+-b, ut ea per datum numerum d fiat divisibilis. 
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cujus termini, si per numerum quemcunque d dividantur, ejusmodi dabunt residua, quae facile ex 
residuis hujus progressionis 1, b, b*, b*, etc. colligi possunt, his scilicet per a multiplicandis. 

193. Haec ergo de residuis quaestio ad meras potestates revocatur, ita ut residuum definiendum 
sit, quod potestas quaecunque 5” per datum numerum d divisa relinquit. Ubi quidem casus distingui 
convenit, quibus numeri b et d sunt vel primi inter se, vel compositi. | 

19%. Si sit b — py et d — 49, quaeratur residuum ex pg"! ortum, si per q dividatur; 
illudque per y multiplicatum dabit residuum ortum ex divisione numeri p”" per gp, hocque modo 
deducimur ad divisionem ejusmodi potestatis b" per d, ubi b et d sint numeri inter se primi. 

195. Sint ergo b et d numeri inter se primi, et residua ex divisione potestatum ipsius b 
oriunda ita indicentur: 

Potestates 1, b, b*, b*, b*, b*, b*, b^, etc. 
Residua 1, o, 8, y, 6, 8, C£, n, etc. 
quae omnia ad divisorem d quoque erunt prima, quia d ad omnes potestates ipsius b est primus. 

196. Quia haec residua 1, a, 8, y, Ó, etc. omnia sunt minora quam d, ea omnia a se invi- 
cem diversa esse non possunt. Quin si multitudo numerorum, ad d primorum eoque simul minorum, 
Sit 1, plura residua diversa resultare nequeunt, quam , continet unitates. 

197. Cum ergo innumerabiles potestates paria praebeant residua, si ponamus b" et b"-*^ 
idem dare residuum, harum potestatum differentia 5” +" — 5" 5" (b^ —1) per d erit divisibilis. 
Quia igitur 5” ad d est primus, sequitur b" — 1 per d esse divisibile, seu potestatem 5" dare 
residuum — 1. | 

198. Quia plura quam z residua diversa occurrere nequeunt, si progressio ad terminum 5" 
continuetur, ob terminorum numerum = :-1-1, unum saltem residuum bis occurret, sicque casus 
ante positus contingat, .antequam mn superet «, unde potestas b" residuum = 1 reproducens 
dabitur, ita ut n non superet 1. 

199. Ponamus post unitatem b" infimam esse potestatem, quae per d divisa unitatem relinquat, 
atque sequentes potestates b" !, b" *?, b"7**, etc. eadem praebebunt residua, quae potestates initiales 
b, b?, b5, etc. donec perveniatur ad potestatem 5*", quae iterum unitatem pro residuo relinquet. 

200. Cum igitur a potestate b" progrediendo eadem residua recurrant, atque ab initio, non 
solum omnes potestates b^, b^, 5°”, 6°”, 6%", etc. idem relinquent residuum 1, sed etiam hae b!, 
b^, pni pi pri, etc. idem habebunt residuum, quin etiam istae b, 5^7", pcm 
p*^7. etc. per d divisae aequalia residua relinquent. 

201. Posita ergo b" infima potestate unitatem pro residuo relinquente, ita ut n non excedat 
p, multitudinem numerorum ipso d minorum ad eumqué primorum, omnes antecedentes potestates 
1, b, 6?, b°,....b”! disparia praebebunt residua, quae deinceps eodem ordine recurrent. Si enim 
duo eorum essent paria, minor valor pro m haberetur, contra hypothesin. 

202. Quodsi ergo in residuis omnes numeri ad divisorem d primi eoque minores occurrant, 
quorum multitudo est = u, erit n — u, atque b" — 1 per d erit divisibile Sin autem non omnes 
illi numeri ad d primi inter residua occurrant, necesse est, ut sit n < p. Ostendemus autem his 
casibus n esse partem aliquotam ipsius 4. 
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203. Si non omnes numeri ad d primi eoque minores, quorum multitudo est — «, inter 
residua, quorum multitudo est — n, occurrant, eos, qui ex ordine residuorum excluduntur, nomine 
non-residuorum appellabo, ita ut multitudo residuorum n cum multitudine non-residuorum exhaurire 
debeat numerum p. 

20%. Si in serie residuorum 1, «, 8, y, etc. occurrant numeri r et s, in ea quoque occurret 
numerus r$, seu residuum ipsi aequivalens. Si enim residua r et s respondeant potestatibus b* et 
b^, potestati b°+° respondebit residuum rs. Hincque inter residua occurret numerus r/5*, sumtis 
exponentibus f et g utcunque. 

205. Vicissim si potestati 5° conveniat residuum r, potestati vero 5°** residuum rs, vel 
rs— Ad, tum potestati b^ conveniet residuum s. Nam producto b*s conveniet residuum rs, idem 
quod potestati 5°*°; hinc differentia b^ *^—b^s—b* (b^— s) per d erit divisibiliss Quare cum b° 
ad d sit primus, necesse est sit b" — s per d divisibile, sicque potestati 5° respondebit residuum s. 

206. Si ergo numeri r ‘et rs inter residua reperiantur, certum est et numerum s ibidem 
repertum iri. Quodsi jam series residuorum 1, o, 9, y, Ó, etc., quorum numerus est — n, non 
omnes numeros ipso d minores, ad eumque primos complectatur, quorum multitudo est — w, 
dabitur unus pluresve, quos in classem non-residuorum referri oportet. 


207. Sit = tale non-residuum, ac manifestum est etiam hos numeros oz, Oz, yz, Öx, etc. 
inter non-residua reperiri, nam si «x in residuis inveniretur, quia « ibidem extat, etiam a ibidem 
reperiri deberet, contra hypothesin. Ex unico ergo non-residuo necessario sequuntur tot non-residua 
quot habentur residua, scilicet numero n. Sunt enim haec non-residua inter se aeque disparia ac 
ipsa residua 1, a, 9, y, à, etc. ac si ibi duo aequalia darentur, etiam hic talia esse deberent, quod 
foret absurdum (*). 

208. Statim ergo atque est n < x, ad minimum dantur n non-residua, quae si omnia com- 
plectantur, erit tam residuorum quam non-residuorum numerus — n 3-n, ipsi # aequandus, unde 
fit n — 3 hinc si n < «, fieri nequit, ut numerus residuorum n semissem numeri # superet. 

209. Si in modo expositis non-residuis æ, ax, dx, yc, etc. non omnia occurrant, sit y 
numerus < d ad eumque primus, qui neque in his non-residuis neque residuis reperiatur, atque 
simili modo etiam hi numeri oy, Ay, yy, etc. a praecedentibus diversi, ad non-residua referri 
debent, sicque denuo A numeri ad non-residua accedunt. 

210. Si his duobus ordinibus nondum omnia non-residua exhauriantur, novus ordo accedet, 
pariter n terminis constans, ac fortasse denuo novus totidem constans terminis; unde colligitur 
numerum omnium non-residuorum, nisi sit nullus, vel ipsi numero n, vel ejus duplo, vel triplo, vel 
in genere multiplo cuicunque aequari. 

211. Cum igitur omnia non-residua una cum residuis multitudinem omnium numerorum ipso 
divisore d minorum ad eumque primorum exhaurire debeant, erit vel n — u, vel 2n— p, vel 
In == u etc. sicque semper exponens A est pars aliquota numeri p. 

() Seript. ad marg. Si x et y non-residua, erit y — ax et zy — zz; jam si numerus non-residuorum 
— numero residuorum, demonstrandum est xx inter residua contineri. 
L. Euleri Op. posthume. T. I. k 
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219. Quodsi ergo b et d sint numeri inter se primi, et ,4, denotet multitudinem omnium 
numerorum ad d primorum ipsoque minorum, tum vero b" fuerit minima potestas post casum n—80, 
quae per d divisa unitatem relinquat, tum erit vel n — &, vel n aequabitur parti cuipiam aliquotae 
ipsius 4, ita ut sit n — a > existente m divisore quopiam ipsius zz. 

213. Cum autem post potestatem b" etiam omnes istae b?^, b*^, b'^, etc. unitatem pro residuo 
agnoscant, semper potestas b'"^ — b" per d divisa unitatem relinquet. Hinc dum b et d fuerint 
numeri inter se primi, haec formula b" — 1 semper per numerum d erit divisibilis. 


21%. Si praeterea etiam c et d fuerint numeri inter se primi, quoniam c" — 1 divisionem per 
d admittit, harum formularum differentia b" — c" semper per numerum d erit divisibilis, dummodo 
uterque numerus b et c ad d fuerit primus. 

215. Si pro d sumamus numerum primum p, erit z — p — 1, atque haec formula ’7'—1 
semper erit per p divisibilis, nisi ipse numerus 5 fuerit multiplum ipsius p. Fieri autem potest, ut 
forma simplicior b" — 1 etiam divisionem per p admittat, ubi autem necessario requiritur, ut exponens 
n sit pars aliquota ipsius p — 1. 

216. Si divisor sit d — pq, existentibus p et q numeris primis inaequalibus, neque 5 alter- 
utrum horum numerorum complectatur, tum ob # — (p—1) (q— 1), haec forma b7—1 (91 —14 
per d erit divisibilis. 

217. Ac si existentibus p, q, r, s numeris primis inaequalibus, fuerit d — p^g"r*"s*, ac b 
numerus quicunque ad d primus, tum posito 

m — p^! (p — 1) "^ (q—1) r^! (r— 1) &— (s— 1), 
haec forma 5”—1 semper per d erit divisibilis, atque interdum fieri potest, ut formula simplicior 
b^ — 1, existente n parte quapiam aliquota ipsius m, divisibilis evadat. 

218. Sed retineamus divisorem generalem d, sitque « multitudo numerorum ipso minorum 
ad eumque primorum, pro b autem sumatur numerus quicunque ad d primus, eujus minima potestas 
per d divisa unitatem relinquens sit b", atque vidimus necessario fore vel n=w, vel n — Lu, vel 
ng, vel n = u, vel n= un, siquidem « tales partes aliquotas admittat; quos casus 
diligentius evolvi conveniet. 

219. Statim quidem suspicari licet, hoc discrimen ab indole numeri b pendere, ita ut pro dato 
divisore d, certi numeri pro db sumti praebeant n — 4, alii n— T4; alii n — +4, alii n =- it, 
seu adhuc minori parti aliquotae ipsius ze. | 

220. Quaecunque autem nm sit pars aliquota ipsius 4, si binae potestates b" et c" unitatem 
relinquant, etiam composita (be)" unitatem relinquet. Deinde etiam manifestum est potestatem 
(b3-Ad)" per d divisam, esse relicturam unitatem. | 


221. Cum potestas b" semper unitatem relinquat, quaeramus numeros pro b sumendos, ut 


1 
eliam 5?” unitatem relinquat, quo casu ante omnia necesse est ut « sit numerus par, quod quidem 
semper evenit nisi sit d — 2. 
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222. Si jam capiatur b — ee, ita ut e sit numerus ad d primus, certum est b3"— e" nnitatem 
relinquere, quod etiam evenit si b — ée-t- Ad. Minores ergo numeri pro b sumendi sunt residua, 
quae ex divisione numerorum quadratorum per d resultant, si modo quadrata ad d fuerint prima. 

223. Simili modo potestas bre per d divisa unitatem relinquet, si fuerit b — e5, et generalius 
si b — e^-- Ad. Minores ergo valores ipsius b idonei sunt residua, ex divisione cuborum ad d pri- 
morum per ipsum numerum d orta. Evidens autem est hoc evenire non posse, nisi numerus zz sit 
per 3 divisibilis. 

224. Si & per ^ sit divisibile, tum potestas p". per d divisa unitatem relinquet, si fuerit 
b — e*, et generalius b — e*-- Ad. Minores ergo numeri sunt residua, quae ex divisione biquadra- 
torum per d oriuntur, iis scilicet tantum biquadratis sumendis, quae ad d sunt prima. 


225. In genere ergo, si numerus # divisibilis sit per », potestas bv per d divisa unitatem 
relinquet, si capiatur b — e"; vel adeo b — € + Ad, ita ut idonei numeri pro b substituendi sint 
residua, quae ex divisione potestatum ordinis » per numerum d oriuntur, potestatibus illis ad d 
existentibus primis. 

226. Sufficit ergo pro b numeros sumsisse ipso d minores, qui quidem ad eum sint primi ; atque 
unitas. quidem pro b sumta omnia residua unitati aequalia reddit, ita ut hoc casu semper sit n — 1, 
seu n — Casus autem iste solus relinquitur, si. capiatur divisor d — 2, quippe quo fit  — 1. 

227. Sit divisor d — 3, erit 44 — 2, et praeter casum b — 1, quo n— 1, habebimus casum 
b — 2, unde oritur progressio geometrica cum suis residuis: 

Progr. geom. 1, 2, 2°, 2* 2', etc, ubi est n — 2, 
Residua 1, 2, 1, 2, 1, etc, seu n=u. 

226. Sit divisor d — **, erit u—2, et praeter casum 5 — 1, quo n —1 =: #, habemus 
casum b==3. 

Progr. geom. 1, 3, 3, 3°, 3*, etc, hine ergo fit n=2=u 


Residua 1, 3, 1, 3, 1, etc. 
229. Sit divisor d — 5, erit u — V, et habebimus hos rasus 
b —1 b —2 b —3 b=h 
Progr. geom. 1, 1 1, 2, 2% 2°, 94 1, 3, 3, 3°, 3° 1, 4, MM 
Residua 1,4 1, 2, 5, 3, 4 1, 3, %, 2, 1 1, 5h, 1 
n = 1 n=h n=!h n=2 


duobus ergo casibus hic est n — #, uno n — 2 et uno n=1. 


230. Si divisor d — 6, erit u — 2, et duo erunt casus 


b 

Progr. geom. 1, 
Residua 1 
n 
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231. Si divisor d — 7, erit # — 6 totidemque habentur casus 
b —1 b=2 b=3 bL 
Progr. geom. 1, 1 1, 2, 2*, 2* 1, 3, 3, 3%, 3 3°, 9* 14, 4, Vy M 
Residua 4, 1 1, 2, h, 1 1, 3, 2, 6, M, 5, 1 1, 5, 2, A 
n —1 n=3 n=6 n= 
b=5 b —6 
Progr. geom. 1, 5, 5*, 5%, 5%, 5°, 5° 1, 6, 6° 
Residua 1, 5, 4, 6, 2, 3, 1 1, 6, 1 
n=6 n —2 
232, Si divisor d — 8, erit # — ^ totidemque casus 
b —1 b— 3 b=5 b — 7 
Prog. geom. 1, 1 1, 3, 3° 1, 5, 5° 1, 7, 7° 
Residua 1, 1 1, 3, 1 1, 5, 1 1, 7, 1 
n-—í n —2 n—?2 n = 2 
nullo ergo casu erit n — u, sed tribus n— Hs et uno casu n=I A. 
233. Si divisor sit d — 9, erit # — 6 totidemque casus 
b —1 b—92 b—#% 
Prog. geom. 1, 1 1, 2, 2, 2%, 921, 95 96 1, 4, 4°, o. 
Residua 1, 1 1, 2, &, 8, 7, 5, 1 1, 4, 7, | 
A —1 n=6 = 3 
b—5 b=7 b=8 
Progr. geom. . 1, 5, 5%, 5%, 54, 5%, 5° 1, 7, 7, T 1, 8, 8° 
Residua 1, 5, 7, 8, M 2, 1 1, 7, b, 4 1, 8, 1 
n—= 6 n —= 3 n —=92 
23%. Si sit divisor d — 10, erit 4, — 
b —1 b —23 b=7 b —9 
Progr. geom. 4, 1 1, 3, 33, 35 3° 4, 7, 7, 7, 7 1, 9, 9 
Residua 1, 1 1, 3, 9, 7,14 1, 7, 9, 3, 1 1, 9, 
n —1 n —=h n—=h n = 2 
235. Sit d — 11, erit «= 10 totidemque casus 
b —1 = 9 b=3 
Progr. geom. 1, 1 1, 2, 2°, 25, 2°, 95, 96, 97, 9°, 2°, 21° 1, 3, 3%, 35, 3‘, 3° 
Residua 1, 1 1, 9, 4 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1 1, 3, 9, 5, h, 4 
n = 1 n — 10 n = 5 
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b —5 b—5 
Progr. geom. . 1, 4, M3 M5 ht. a (014, 5, 5*5, 55, 5*5 5 
Residua |. 1, 5, 5, 9, 3, 1 1, 5, 3, , 9, 1 
n= 5 n=5 
b —6 b" 
Progr. geom. 1, 6, 6?, 6*, 6%, 6°, 6*, 67, 6°, 6°, 6° 1, T, 75, 75, 7%, 75, 7%, 7, 7%, 7°, 110 
Residua 1,6, 3, 7, 9,10, 5, 8, 5, 2, 1 1,7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8, 1 
n — 10 n — 10 
b -—8 
Progr. geom. 14, 8, 8? 85 8', 8' 8', 87, 8*, 8', 81? 
 Residua 1, 8, 9, 6, 4, 10, 3, 2, 5, 7, 1 
n = 10 
b — b — 10 
Progr. geom. 1, 9, 95, 95 9, 9 1, 10, 10? 
Residua 1, 9, 5, 3, 5, 1 1, 10, 1 
n = 5 n —=9 
236. Sit d — 12, erit «=! totidemque casus 
b —1 b=5 b=7 b—11 
Progr. geom. 1, 1 1, 5, 5° 04, 7, T 1, 11, 11° 
Residua 1, 1 1, 5, 1 1, 7, 1 1, 11, 1 
n — 1 n —= 2 n = 2 n = 92 


hic ergo semper est n < x, tribus casibus scilicet n, et uno n=+ B. 


237. Si sit divisor d — 13, erit «= 12, et pro minima potestate b", quae per 13 divisa 
relinquit unitatem, reperitur 
| 8i b—1, 2,3, 5, 5, 6, 7,8, 9, 10, 11, 12, 
est n — 1, 12, 3, 6, ^, 12, 12, ^, 3, 6, 12, 2. 


238. Quemadmodum semper si b — 1 fit n — 1, quicunque fuerit divisor d, ita etiam sumto 
b—d—1, fit n —2, seu (d —1)' per d divisum relinquit unitatem, quod in potestate prima 
nunquam contingit. De reliquis autem valoribus pro b assumtis difficilius est judicium. 

239. Quoniam potestas (kd + 1)" per d divisa relinquit 1, si fuerit kd +- 1 — bc, et potestas 
b" per d divisa relinquat etiam unitatem, tum quoque potestas c" unitatem relinquet. Cum enim 
b" relinquat 1, productum 5”c” relinquet c", ac per: hypothesin b"c" relinquit 1; ergo in aestima- 
Gone residuorum c" aequivalet unitati, seu c" per d divisum unitatem relinquet. 


240. Quare si 5" fuerit minima potestas per d divisa unitatem relinquens, sitque bc — kd +- 1, 
minima potestas ipsius c unitatem relinquens vel erit c^, vel adhuc minor, exponente existente parte 
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| n 
aliquota ipsius n. At si minor potestas ipsius c, puta c'*, relinqueret unitatem, etiam talis potestas 
ipsius b relinqueret unitatem, quod cum sit contra hypothesin, sequitur, si b" fuerit minima potestas 
unitatem relinquens, etiam c" fore minimam potestatem 1 relinquentem. 


241. Ita posito d — 13, quia 5* est minima potestas unitatem relinquens, si sit 5c— 13 k-- 1, 
erit quoque c* minima potestas unitatem relinquens. Verum ut fiat 13k-- 1 per 5 divisibile, sumi 
debet k — 54 —2, eritque c— 134 — 5, cujus minimus valor est c — 8, ita ut etiam 8* sit 
minima potestas per 13 divisa unitatem relinquens. 


242, Quicunque autem fuerit numerus b minor quam d ad eumque primus, semper quoque 
dabitur numerus c, etiam minor quam d ad eumque primus, ut sit bc — kd +- 1, neque plures. Si 
enim duo dentur, ut esset tam bc — kd -t- 1, quam be — (d -- 1, foret bc — be — b (e — e) per d 
divisibile, unde ob b et d primos, esset c — e per d divisibile, quod cum c et e sint minores quam 
d, fleri nequit, nisi sit e — c. Hoc autem evenire potest, ut fiat c — b, quod semper contingit, si 


sit vel b— 1, vel b — d — 1. 


—— Hun 


Caput VENE. 
De potestatibus numerorum, quae per numeros primos divisae, unitatem relinquunt. 


243. Quodcunque residuum potestas a" per numerum d divisa relinquit, idem etiam relinquent 
omnes potestates ejusdem exponentis (a+ Ad)", atque si n fuerit numerus par, idem residuum 
relinquet etiam potestas (Ad — a)", unde judicium residuorum ad numeros a divisore d minores 
revocatur. 

254. Sit jam divisor d numerus primus quicunque, et quia binarius nullam habet difficultatem, 
ponatur d — 2p +1, eritque 2p multitudo numerorum ipso d minorum ad eumque primorum. Jam 
si a sit numerus quicunque ad d primus, quod fit dummodo a non sit d ejusve multiplum, vidimus 
ejus potestatem d* per d — 2p -- 1 divisam semper unitatem relinquere. 

245. Saepe autem evenire potest, ut etiam potestas inferior a^, existente n < 2p, per eundem 
numerum d=2p--1 divisa unitatem relinquat; tum autem exponens nm certo est pars aliquota 
ipsius 2p. Quod ergo si evenit, non solum formula a — 1, sed etiam formula a^ — 1 per numerum 
primum 2p + 1 erit divisibilis. 

246. Quod si ergo formula a"— 1 fuerit divisibilis per numerum primum 2p + 1, erit etiam 
formula a"^—1 divisibilis, unde cum formula a?" — 1 certo sit etiam per 2p -4- 1 divisibilis, erit 
etiam differentia a"^— a*^, seu a” (a""—*P? — 1) divisibilis; quare cum factor a?” divisionen non 
admittat, alter a"? — 1 divisibäis sit necesse est, quicunque numerus pro m sumatar. 

247. Sit À maximus communis divisor numerorum A et 2p; ac si formula a^ — 1 fuerit divi- 
sibilis per numerum primum 2p-+1, etiam baec formula a^— 1 per 2p-- 1 erit divisibiis. Sit 
enim n — «À et 2p — 9A, ut « et # sint numeri primi inter se, et quoniam tam a*^ — 1 quam 
a — 1 sunt multipla ipsius 2p -+- 1, etiam hae formulae a^ — 1 et «'?^ — 1 erant multipla. At 
ob o et 9 numeros primos, # et » ita aecipi possunt, ut fiat «a» -«- 1, unde differentia eri 
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q*PA--4 g84— "8% (a? — 1), quae cum sit divisibilis per 2p+-1, necesse est sit a^ — 1 per 
2p -1-1 divisibile. | | 

248. Si ergo n sit numerus ad 2p primus, forma a" — 1 divisibilis esse nequit per numerum 
primum 2p-1-1, nisi sit a — 1 per eundem divisibile. Unde si a — 1 non sit multiplum numeri 
primi 2p -4- 1, formula a" — 1 per eum divisibilis esse nequit, nisi n et 2p sint numeri inter se 
compositi, quorum si maximus communis divisor sit A, adeo haec formula a^ — 1 per 2p a- 1 erit 
divisibilis. 

249. Si igitur a” fuerit minima potestas ipsius a, quae per numerum primum 2p--1 divisa 
unitatem relinquit, tum certe est n pars aliquota numeri 2p. Tum autem si fuerit ab — k (2p-i- 1) 4-1, 
erit etiam 5" minima potestas ipsius b, quae per 2p + 1 divisa unitatem relinquit. 

250. Si n sit numerus primus et formula a” — 1 divisibilis per numerum primum 2p + 1, 
vel erit n pars aliquota ipsius 2p (quia alius communis divisor locum non habet), vel si fuerit ad 
2p primus, numerus a— 1 per 2p -- 1 erit divisibilis. Quare praeter divisores ipsius a — 1 formula 
«"— 1 alios divisores primos non admittit, nisi hujusmodi formae 2p +1, ut 2p sit multiplum 
ipsius n. Unde omnes ejus divisores primi in hac forma 2mn <+- 1 continebuntur. 


251. Quare haec forma a*— 1 praeter divisorem a — 1 alios divisores primos non admittit 
nisi formae 6m+-1, qui sunt 7, 13, 19, 31, 37, #3, 61, 67, 73, 79, 97 etc. Cum ergo aa--a-31- 1 
sit factor ipsius a* — 1, etiam is per nullos alios numeros primos est divisibilis. 

252. Simili modo forma a’ — 1 praeter divisorem a— 1 alios non habet, nisi qui in forma 
10m + 1. contineantur, quales sunt 11, 31, #1, 61, 71 etc. Quare etiam tales numeri 

“++ +a+rt1, 
aisi sint primi, alios divisores non admittunt. 

253. Quoniam numeri perfecti inveniuntur, quoties formula 2" — 1 est numerus primus, primum 
patet hoc evenire non posse, nisi n sit numerus primus. At si n fuerit talis, formula 2°— 1 certe 
alios non habet divisores nisi formae 2mn +- 1, unde exploratio utrum sit primus, nec ne? faciliori 
negotio absolvitur. 

254. Cum a?? — 1 semper sit divisibile per numerum primum 2p--1, illa autem forma constet 
factoribus a^ — 1 et a+ 1, necesse est ut alteruter per 2p-4- { sit divisibilis. Vidimus autem, 
si sit a — ee 3- A (2p -- 1), fore a^ — 1 divisibilem; his ergo casibus formula a’ + 1 per 2p +1 
certe non est divisibilis. 

255. Hic quaestio oritur, num forte semper formula a^ — 1 per 2p-+-1 sit divisibilis? ideoque 
munquam altera a+ 1, quod casu, quo p est numerus impar, statim negandum esse patet. Quia 
enim tum a^-:- 1 factorem habet a+ I, ista formula sumto «a — 2p manifesto per 2p+1 fit 
divisibilis. 

256. In genere autem sequenti modo ostendi potest formulam a”— 1, existente n < 2p, non 
semper divisibilem esse per numerum primum 2p—+ 1, sed dari utique ejusmodi aumeros pro e 
adhibendos, quibus divisio formulae a" — 1 non succedat, quod per deductionem ad absurdum 


* sic commodissime demonstrabitur. 
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257. Qui enim hoc negaverit, affirmare debet omnes has formulas 1" — 1, 2^— 1, 3"— 1, 
&^— 1, 5^ — 1,....n"— 1 per 2p-+1 esse divisibiles, ideoque etiam earum differentias tam primas 
Q9^— 1, 3^— 9^, 4^— 3^, 5"—M', etc. quam secundas 3" — 2.2" +1”, 4^ —2 3 +2, 
$^ — 9.4? + 9^, etc. et sequentes omnes. 

258. Differentiae autem ordine n sunt constantes, quae si littera N indicentur, ita exprimuntur 
1)’ — n(n— 14) (n — 2) 

1.2.3 
valores pro variis valoribus ipsius m facile colliguntur : 


Si n—í1 est N—2—1-—1 


ut sit N — (n-i- 1)"—n.n na to (n — (n — 2)" + etc. cujus expressionis 


n —= 2 N—3'—9.91-2-1—9 — 1.2 

n — 3 N L—845—3.3'-2-3.2:—1-——6—1.2.3 

n—h N —5*.—&4.4*-2- 6.3!'— 4$.9* +5 1— 9&4 — 1.2.3. 
etc. 


259. Ad quod clarius ostendendum sit, pro n scribendo n-t- 1, 
P —(n4-2)'*'— (n+1) (n-2- 1)^** „or n^*! In — 1) "*'-- etc. 
et a termino anteriori incipiendo 
P —(n2a-1)"*'!— (n-- 1) n"*'a- rn 1) ^*' — etc. 
At valor ipsius N ita repraesentari potest 
N — (n-- 1)"—5»"*! + n —1)"*t: —" "7 (n—2) Fi + etc. 
quae per n+- 1 multiplicata praebet valorem ipsius P, ita ut sit P=(n-+1) N. 


260. Cum igitur casu n—1 sit N— 1, casu n — 2 erit N—1.2, casu n—3 erit N— 1.2. 3, 
et in genere pro numero quocunque n erit N—1.2.3....n. At haec differentia ordinis n non 
est divisibilis per numerum primum 2p + 1, ob n «2p, unde sequitur non omnes terminos seriei 
$ 257 expositae per eum esse divisibiles. 


261. Sit Gp+ 1 numerus primus, et cum forma a*'^— 1 per eum sit divisibilis, nisi a 
ejus sit multiplum, dabuntur casus, quibus etiam a’”’— 1 per eum dividi poterit, scilicet sumto 
a — e*5-2- À (6p -i- 1). Tum vero etiam dantur casus, quibus formula a*^— 1 non erit divisibilis per 
istum numerum primum 6p —+ 1, uti ex demonstratione modo allata patet. 

262. Cum ante ostenderimus formulam a?’ — 1 fore per 6p +1 divisibilem, si fuerit 

q — cc -t- À (6p —- t), 
nunc colligere licet, si numerus @ simul in hac forma cc + À (6p -- 1) et in hac c++ (6p +1) 
contineatur, tum etiam formulam a? — 1 per 6p + 1 fore divisibilem, id quod quoque continget si 
fuerit a — c* + À (6p + 1). 

263. Si sit &p +1 numerus primus, ut a‘? — 1 per eum sit divisibile, tum adeo a^ —1 per 
eum dividi poterit, si fuerit a— c* + À (*p -4- 1). Dantur vero etiam casus, quibus formula a^— 1 
divisionem non admittet: iis ergo vel a+ 1, vel a3?-4- 1 certe per kp+- { erit. divisibile. 


es 
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Caput IX. 
De divisoribus numerorum formae a" +6”, 


264. Posito 2p -- 1 nümero primo, dum a et b ejus non sint multipla, tam haec formula 
a’’— 1 quam ista b^ — 1 per eum erit divisibilis; ideoque etiam earum differentia a^ — b*^ semper 
per numerum primum 2p + 1 divisionem admittet. | 

265. Ponamus jam numerum a"—-b" divisibilem esse per numerum primum 2p + 1, et ut 
exploremus, quomodo hoc fieri possit, ponamus q esse maximum communem divisorem numerorum n 
et 2p, ita ut posito n — «y et 2p —/9y, numeri « et /9 futuri sint primi inter se. 

266. Cum autem « et & sint numeri primi inter se, fieri potest wa — »9 + 1. Quare cum 
«^?— b^? per 2p 1-1 sit divisibilis, etiam a"^?— b/"^?, hoc est a8 9 — 508-3? erit, divi- 
sibilis, tum vero ob a”?—bf?, quoque hic numerus a'P?— b"Ó?, nec non idem per a? multiplicatus, 
scilicet aP+ 19 qp b'ÉP, 

267. Auferatur haec posterior forma a praecedente, et differentia a? b Be —. p 9-19. — prbe (a? —b?) 
divisibilis erit per numerum primum 2p-+1. At b” per eum non est divisibilis, ergo alter factor 
a? — b? divisibilis sit necesse est. | 

268. Quare si numerus a"— b" divisibilis sit per numerum primum 2p +1, fueritque y 
maximus communis divisor numerorum m et 2p, etiam hic numerus a? — 6° per 2p -- 1 divisibilis 
erit, et nisi posterior divisionem admittat, ne prior quidem admittet. 

269. Quodsi ergo n et 2p fuerint numeri inter se primi, seu unitas maximus eorum communis 
divisor, nisi a — b sit divisibile per 2p -4- 1, etiam a" — b" per hunc numerum primum divisionem 
non admittet. 

270. Divisores ergo primos numeri a"— b" investigaturi, praeter divisores ipsius a — b, qui 
sponte se offerunt, reliquos quaerere debemus inter eos numeros primos 2p -*-1, in quibus 2p ad 
n non est primus, sed compositus. 

271. Unde si n sit numerus primus, omnes divisores numeri a" — b" praeter eos, quos a — b 
continet, tantum inter numeros primos hujus formae An-+ 1 quaerere debemus, siquidem a et b 
sint numeri primi inter se, quam conditionem adjici debere manifestum est. 

272. Pro variis ergo valoribus ipsius n divisores primi formae a^— b" praeter a — b quaeri 
debent, ut sequitur: (*) | | 


formae divisores quaeri debent inter hos numeros primos: 
d — 0? 2 + 1...3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, nullis exclusis 
a’ — b 34 -+1...7, 13, 19, 31, 37, #3, 61, 67, 73, 79, 97, etc. 
a — b’ 54 -4- 1. ..11, 31, #1, 61, 71, 101, etc. 
a! —b’ 714 3- 1...299, 43, 71, 113, 127, etc. 
qii — bt 114 2- 1...23, 67, 89, 199, 331, etc. 
etc. 


(*) Script. ad marg. 1. Ad divisores formae a" — D" etiam accedere potest ipse numerus s. 2. Ex 
a! — b° sequitur numerum aa -+- ab -1- bb alios divisores habere non posse nisi 34 -4- 1; ergo 34 — 1 
certe non sunt divisores. 
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273. Si n non sit numerus primus, sed productum duorum primorum, puta n— aj, divisores 
. primi formae a"Ÿ— b^? praeter a — b continentur in forma 2p-+1, existente 2p ad «8 non primo, 
&nde, prout.vel o, vel ‚3, vel adeo «(2 fuerit maximus communis divisor, forma divisorum primo- 
ram erit vel A\a--4, vel Ad -- 1, vel And + 1, in quarum prima À non debet continere 8, in 
secunda autem non c, in tertia vero non limitatur. | 

274. At divisores fermae Ao-1- 1 simul divident a^— 6^, et divisores formae 16 -- 1 simul 
hanc a? bP, siquidem in priore À sit numerus primus ad &, in posteriori autem ad a. 

275. Quare si formulae a*^— ^? ji tantum divisores desiderentur, qui non simul dividant vel 
a^— b^, vel a bP, ii quaeri debent inter numeros primos formae Ao/9-1-1; sin autem tantum 
divisores formae a^— b^ excludere velimus, reliquos inter numeros primos A/9-1-1 quaerere debemus. 

276. Sit « — 2 et 9 — 2, atque omnes divisores primi hujus numeri a*— b*, qui non simul 
dividant a?— 5?, continebuntur in forma #1 + 1; hique ergo divisores erunt numeri a*3- 5b?; unde 
patet numeros formae a*-- b^ alios divisores primos non admittere, nisi qui sint formae #2 + 1. 

277. Sit « — 3 et | — 2, atque omnes divisores primi numerorum a*— 5*, qui non simul 
dividant a’— b5, continentur in forma 22 + 1; qui autem insuper quoque non a*— b* dividant, in 
hac 642-1; hi ergo erunt divisores formae a*— ab + b*, neque tales numeri alios divisores 
agnoscunt. 

278. Ex his in genere colligimus, si definiendi sint divisores numeri a*"— 5*", qui non simul 
sint divisores numeri a" — 5"; hoc est, si desiderentur divisores numeri a”-+-b”, eos inter numeros 
primos hujus formae 24m -4- 1 quaeri oportere. Hinc autem excluditur divisor a-- b, si m sit 
numerus impar. 


279. Ita pro variis valoribus ipsius m faciamus hanc tabulam: 


Numerorum divisores quaeri debent inter numeros primos 
formae formae 
a* + UU hÀ-1- 1 qui sunt 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97 
a? + b* _64+1......... 7, 13, 19, 31, 37, #3, 61, 67, 73, 79, 97 
a*-3-b* | 84+1..... „...17, #1, 73, 89, 97, 113, 137, 193 
a’ + b° 102 -— 1....... .11, 31, 51, 61, 71, 101, 131, 151, 181 
a® +- b° 124 -—1......... 13, 37, 61, 73, 97, 109, 157, 181, 193 
a! 4- b! 184 2—- 1......... 29, #3, 71, 113, 127, 197, 211, 239 
a* + b*. 164 -—-1......... 17, 97, 113, 193, 2&1, 257, 337 

eic. 


hic casus, ubi exponens est potestas binarii, prae reliquis sunt notandi, quia in reliquis generatim 
divisores assignari possunt. Tales ergo numeri a^ -4-b^' alios divisores primos non babent, nisi 
qui in forma 2° +11 -4- 1 contineantür. | 

. 980. At a"— b" dividi poterit per numerum primum mn-i-1, si numeri a et b ita fuerint 
éomparati, ut e«x"——by^" fiat divisibile per ma-+-1; dum scilicet pro « et y numeri assignari 
queant, quibus ista conditio adimpleatur, tum certe av" per mn—<+-# erit divisibile. 





L 
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281. Si enim ax” — by” sit divisibile per mn + 1, tum etiam. aq — b"y""” erit divisibile. 
At semper divisibilis est haec forma a"" — y'"^, ideoque etiam ista a"a"" .— a”y””, quamobrem 
etiam differentia a"y""— b"y"", ac proinde a"— b^ per numerum primum mn --1 divisibile erit. 

282. Si ergo pro a et b ejusmodi numeri assumantur, ut a"— 5" non sit divisibilis per nume- 
rum quempiam primum mn-+-1, tum nulli numeri pro æ et y assignari poterunt, ut aa" — by” 
per eundem numerum primum mn-:-1 divisionem admittat, nisi quidem uterque numerus c et y sit 
ejusdem multiplum, statuuntur autem & et y primi inter se. 

283. Sic cum 2*— 1 tantum per 3 sit divisibile, fueritque 2m-+-1 numerus primus, tum nisi 
sit m — 1, nullus numerus in hac forma contentus 22" — y” per illum numerum primum 2m + 1 
dividi poterit: 





ita posito nullus numerus divisibilis erit per 
m—2 2x° — y? | ÿ 
m = 3 22° — y 7 
. m-—5 22 —- y° 41 
m —6 22° — y$ 413 , 
etc. 
Caput X 


De residuis et divisione quadratorum per numeros primos ortis. 


284. Quod residuum relinquitur, si quadratum a? per numerum quemvis d dividatur, idem 
quoque relinquitur, si haec infinita quadrata (nd + a) per eundem numerum d dividantur. 

285. Quare si residua examinare velimus, quae divisione numerorum quadratorum per datum 
numerum d relinquuntur, sufficiet quadrata considerasse, quorum radices sint ipso hoc divisore d 
minores, ideoque haec | 

1, 9, 16.....(d—n), (d—3y, (d—2), (d—1), 
quorum numerus est d — 1. 
286. At quadrata extrema 1 et'(d—1)*, et quaevis bina, ab extremis aeque remota, paria dant 


residua; unde si d — 1 sit numerus par, plura residua diversa resultare nequeunt, quam EC — 1), 
et si d — 1 est numerus impar, ob unum in medio positum, quam 2d. 


287. Sit jam d numerus primus, et quia binarii judicium in promtu est, ponatur d=2p-+1, 
cum nunc omnia residua ex his quadratis resultent 1, 5, 9,...(p —2)*, (p— 1), p*, eorum 
numerus major esse nequit quam p, unde manifestum est non omnes numeros ipso d — 2p<+ 1 
minores, quorum.multitudo est 2p, inter residua occurrere, sed ad minimum eorum semissem excludi. 

288. Primum autem dico, omnia residua ex his quadratis 1, #, 9...p* oriunda inter se esse 
inaequalia; si enim duo quadrata ipso p? non majora, puta m? et n°, idem darent residuum, eorum 
differentia m’— n°, ideoque vel m — n, vel m-+n per divisorem primum d — 2p -4- 1 esset. divisi- 


bilis, quod, cum, ob m «ud et n< 1d, sit m-+-n minus quam d, fieri nequit. 
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289. Cum igitur omnia residua, ex divisione quadratorum 1, #, 9...p* per numerum primum 
d — 2p + 1 orta, sint inaequalia, ea ita repraesentemus: 


radices 12 3 M 5 6...... p 
quadrata 1 ^ 9 16 25 36...... p 
residua laß y À t...... 7 


et multitudo horum residuorum erit — p. 


290. Cum jam multitudo omnium numerorum ipso divisore 2p + 1 minorum, qui simul ad 
eum sunt primi, sit —2p, patet horum numerorum semissem ex ordine residuorum excludi, quos ideo 
non-residua appellemus. Erit ergo multitudo non-residuorum pariter — p, quae litteris germanicis 
X, D, G, D, etc. indicemus. | 

291. Si ergo pro quovis divisore primo 2p—+1 haec non-residua invenerimus, affirmare 
poterimus, nullum dari numerum quadratum zx, ita ut ze— Y esset per 2p + 1 divisibile, deno- 
tante X non-residuum quodcunque. Ac tales formulae cx — X per 2p + 1 individuae tot semper 
exhiberi possunt, quot p continet unitates. 


299. Pro quovis ergo divisore primo 2p-3-1 numeri ipso minores distinguuntur in duas classes, 
quarum altera residua, altera vero non-residua complectitur, et utraque totidem continet numeros, 
ita ut quasi cuivis residuo suum respondeat non-residuum. Indolem ergo harum duarum classium 
accuratius scrutari conveniet. 


293. Si in ordine residuorum occurrant duo numeri m et n, in eodem quoque occurret eorum 
productum mn, seu residuum ei aequivalens. Oriatur enim residuum m ex quadrato a* et n ex 0*, 
atque ex producto a*b*, quod pariter est quadratum, orietur residuum mn. 


29%. Si ergo inter residua sit numerus quicunque m, ibidem quoque reperientur omnes ejus 
potestates 'm*, m°, m*, etc., vel residua iis aequivalentia. Tum vero si praeterea adsit numerus n, 
in eodem residuorum ordine quoque aderunt numeri mn, m*n, mn* et in genere m"n*. 


295. Ordo ergo residuorum 1, o, 8, y....7x, pro quovis divisore primo 2p -4- 1, hanc in- 
signem habet proprietatem, ut in eodem quoque producta ex binis pluribusve terminis quibuscunque 
occurrant, siquidem secundum indolem residuorum ad minimos valores revocentur. 


296. Hoc eo magis est notatu dignum, quod ordo residuorum determinato terminorum numero 
constat, quorum scilicet numerus tantum sit — p, exclusis totidem numeris non-residuis. Hoc tamen 
non obstante, quomodocunque residua per multiplicationem inter se combinentur, tamen perpetuo 
numeri in eodem ordine jam contenti occurrunt. 


297. Sit m numerus quicunque in ordine residuorum occurrens, divisore primo existente 2p-+ f, 
ac supra vidimus, si termini progressionis geometricae 1, m, m”, m*, m‘, etc. per 2p + 1 dividantur, 
‚nter residua quoque omnia producta ex binis contineri; sicque in residuis harum potestatum nulli 
occurrent numeri, qui non simul in residuis quadratorum reperiantur. 


298. Cum igitur multitudo residuorum, ex potestatibus oriundorum, superare nequeat multitudinem 
ex quadratis ortorum, quae est —p, manifestum est vel potestatem m^, vel adhuc inferiorem residuum 








Tractatus de numerorum doctrina Cap. 10. 37 


praebere —1. Quod quidem jam ostendimus, nam si m ex quadrato aa oriatur, erit m—aa—k(2p-+-1); 
et m’— 1 manifesto per numerum primum 2p + 1 est divisibile. 

299. Sed ad residua quadratorum revertentes notemus, si ibi occurrant numeri m et mn, tum 
etiam necessario ibidem numerum n reperiri debere. Si enim residuum m oriatur ex quadrato aa, et 
mn ex quadrato bb, ex naa quoque residuum mn nascetur, unde bb — naa per 2p + 1 erit divi- 
sibile, existentibus a et b ad 2p + 1 primis. - 

300. At si bb — naa divisibile est per 2p + 1, etiam (6 + k (2p + 1))? — naa. erit. divisibile. 
Semper autem k ita assumere licet, ut fiat b + k (2p + 1) — ac, seu ut k(2p + 1) per a divisum 
relinquat 5. Dabitur ergo numerus c, ut sit aacc — naa, hoc est cc - n per 2p -1- 1 divisibile, 
quare quadratum cc dabit residuum n. 


301. Si in ordine residuorum sit numerus «, non-residuorum vero numerus %, productum ' 
«A in ordine non-residuorum certe reperietur. Si enim in ordine residuorum esset, ibidem quoque 
foret ?(, contra hypothesin. 


302. Si in ordine residuorum occurrat productum mn, ejusque alter factor m in ordine non- 
residuorum, alter quoque n certo in eodem ordine non-residuorum reperietur; si enim hic n esset 
in residuis, eodem quoque m pertineret. 

303. Si duo non-residua X et $5 in se ducantur, productum incidet in ordinem residuorum. 
Nam cum in ordine residuorum omnia quadrata occurrant, primo evidens est omnia quadrata ”, 
D*, G*, etc. ibi esse; quod vero etiam producta binorum AD ibidem reperiantur, ulteriori indiget 
probatione jam instituenda. 

30%. Cognitis residuis 1, c, 9, y, etc., quorum numerus est — p, divisore primo existente 
2p-i-1, non-residua quidem eo ipso dantur, cum sint reliqui numeri minores quam 2p-1- 1, quorum 
numerus itidem est — p. At dato uno non-residuo X, reliqua omnia ex ipsis residuis ita determi- 
nantur, ut sint A, o, 8%, YA, etc., reductione scilicet ad minimos terminos facta. Sunt enim hi 
numeri inaequales inter se, et eorum multitudo — p. 

305. Duo igitur quaecunque non-residua D et € spectari possunt tanquam hujusmodi producta 
0X et eX, existentibus Ó et e residuis, X vero non-residuo; unde productum duorum quorumvis 
non-residuorum erit DE — deAA, ubi de utpote productum duorum residuorum in ordine residuorum 
reperitur. 

306. Tum vero in ordine residuorum occurrit etiam AA, quia in eo omnià plane quadrata, 
seu residua aequivalentia reperiuntur. Quare cum tam Ôe quam AA sit residuum, eorum productum 
quoque DE residuum sit necesse est, sicque productum duorum quorumvis non-residuorum certe 
in ordine residuorum continetur. 


307. Combinatio ergo duorum numerorum pro indole residuorum et non-residuorum ita se habet: 


1. Productum ex duobus residuis est residuum. 
2. Productum ex residuo et non-residuo est non-residuum. 
3. Prodnctum ex duobus non-residuis est residuum. 
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308. Non mediocriter haec illustrabuntur, si residua et non-residua ex divisione quadratorum 


, per numeros primos contemplemur: 


divisor 3 j 7 11 

residua 1 1, & 1, 4, 2 1, 4, 9, 5, 3 
non-residua 2 2, 3 3, 5, 6 2, 6, 7, 8, 10 
divisor 13 17 

residua 4, 5, 9, 3, 12, 10 1, 5 9, 16, 8, 2, 15, 13. 
non-residua 2, 9, 6, 7, 8, {1 3, 9, 6, 1, 10, 11, 12, 14 
divisor 19 23 

residua 1,4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5 1, & 9, 16, 2, 13, 3, 18, 11, 8, 6 
non-residua 2, 3, 8, 10, 12, 13, 1h, 15, 18 5, 7, 10, 12, 1^, 15, 17, 19, 20, 21, 22 
divisor 29 
residua 1, 5, 9, 16 25, 37, 20, 6 23, 13, 5, 28, 29%, 22 
non-residua 2, 3, 8, 10, 11, 12, 1^, 15, 17, 18, 19, 21, 26, 27(*). 


309. Complementum residui vocemus numerum, qui cum residuo faciat divisorem; ita si divisore 
existente — d, sit quodpiam residuum — r, ejus complementum erit d — r. 

310. Si cujuspiam residui complementum occurrat in ordine residuorum, etiam omnium resi- 
duorum complementa ibidem occurrent. Nam si in ordine residuorum 1, «, 8, y, Ó, ete. occurrat 
d—a, divisore existente d, hoc residuum d— « etiam per — o — — 1.x repraesentari potest, 
quare cum tam o quam productum — 1.a« sit residuum, etiam — 1 erit residuum, ideoque etiam 
— B, — y, —Ó, ete. quibus aequivalent complementa reliquorum residuorum. 


311. In serie ergo residuorum vel nullius, vel omnium complementa occurrent. Ex superioribus 
exemplis patet, si divisor sit vel 3, vel 7, vel 11, vel 19, vel 23, nullius residui complementum in 
residuis reperiri, sed ea esse non-residua. Sin autem divisor sit 5, vel 13, vel 17, vel 29, in ordine 
residuorum quoque singulorum complementa inveniri. 

312. Si divisor sit 2p -- 1 primus, atque in residuis quoque singulorum complementa occurrant, 
quoniam bina ita inter se cohaerent, ut alterum alterius sit complementum, neque idem sui ipsius 
complementum esse potest, ob 2p -i-1 semissem non admittentem, numerus residuorum necessario 
erit par. 

313. Cum igitur numerus residuorum sit — p, nisi p sit numerus par, fieri nequit, ut residuorum 
complementa sint etiam residua. Quare si p sit numerus impar, certum est nullius residui comple- 
mentum in ordine residuorum contineri, ideoque omnium residuorum complementa ordinem non- 
residuorum constituent. 

314. Sit igitur p numerus impar —2q—-1, ut divisor primus sit 4q — 1, atque omnium 
residuorum complementa erunt non-residua. Ita si quodpiam residuum sit a, ejus complementum 

(* Script. ad marg. Divisor: 59. Residua: 1, —2, 3, &, 5, —6, 7, —8, 9, —10, — 11, 12, — 13, — 14, 


15, 16, 17, — 18, 19, 20, 21, 22, —23, — 24, 25, 26, 27, 28, 29. Ergo si 4n — 1 est primus, vel 
ax+-myy, vel talis forma xx myy per eum est divisibilis. | 
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&q — 1 — « erit non-residuum, seu nullum datur quadratum, quod per &q — 1 divisum, relinquat 
hg — 1 — a. | 

315. Cum igitur « quodcunque quadratum denotare possit, puta nn, nullum datur quadratum, 
. quod numero &q— 1 — nn minutum, per 5q — 1 dividi queat. Hinc mm — (*q — 1 — nn), seu 
mm-i-nn nunquam per numerum primum formae 4g—1 divisibile existet, nisi forte uterque numerus 
m et n seorsim per eum sit divisibilis. 


316. Demonstratum ergo est summam duorum quadratorum inter se primorum dividi non posse 
per ullum numerum primum hujus formae ^q — 1. Quodsi ergo talis binorum quadratorum summa 
habeat divisores primos, ii certo erunt hujus formae ^q -1- 1, remoto scilicet binario, qui etiam 
quandoque divisor esse potest, ambobus quadratis sumtis imparibus. 


317. Quando residuorum complementa inter residua deprehenduntur, complementa non -resi- 
duorum etiam erunt non-residua; ac si unius residui complementum fuerit non- residuum, omnium 
residuorum complementa erunt non-residua, atque complementa omnium non-residuorum vicissim 
erunt residua. 


318. Si divisore existente 2p 24- 1, sit p numerus par, his solis casibus evenire potest, ut 
residuorum complementa quoque sint residua; quod autem semper sint residua, hinc nondum est 
evictum. Ad hoc autem comparari debent haec residua cum residuis ex serie potestatum ortis, ab 
eodem divisore 2p + 1, si series potestatum ita fuerit comparata, ut multitudo residuorum aequalis 
sit multitudini non-residuorum. 

319. Sit 1, a, a^, a”, etc. hujusmodi series potestatum, quae p residua diversa praebeat, divisore 
existente primo —=2p +1, ita ut omnia residua futura sint 1, a, a^, a°,....a—", ipsas scilicet 
potestates tanquam residuis aequivalentes adbibendo. Non-residua autem sint totidem numero, ita 
expressa; 4, da, Aa’, Aa°,..... AaPTt, 

320. Hic jam residua, pariter ac residua quadratorum, ita sunt comparata, ut 1) ab unitate 
incipiant, 2) producta binorum residuorum quoque sint residua, 3) producta ex residuo et nom 
residuo inter non-residua occurrant, unde concludere licet producta ex binis non-residuis iterum 
in ordinem residuorum transire. 

321. Si a"— 1 divisibile sit per 2p- 1, tum a certe est residuum quadratorum. Si enim 
esset. non-residuum, omnia reliqua residua, quae sunt au, aj, ay, etc. eandem haberent proprietatem, 
ideoque omnes numeri æ ita essent comparati, ut a^— 1 per 2p-i-1 dividi posset, quod est 
absurdum (*). 

322. Cum enim in residuis quadratorum res ita se habeat, ubi numerus non-residuorum 
aequalis est numero residuorum, si in residuis potestatum secus eveniret, et producta ex binis non- 
residuis iterum darent non-residuum, multitudo non-residuorum superaret multitudinem residuorum, 
contra hypothesin. | 

323. Hoc autem firmius ita ostendi potest: Cum 4 quodvis non-residuum denotare possit, ac 
tum aliud quodvis non-residuum ita repraesentari possit, ut sit Aa”, productum binorum non- 


() Hic paragraphus in autographo margini adscriptus est. 


à 
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residuorum erit 44a”, quod si esset non-residuum, aequivaleret tali formae Aa”, vel tali da” +??, 
ita ut m majus sit quam n, ideoque differentia Ja” — 44a” foret per 2p +1 divisibilis. 

324. Cum autem neque À neque a” per ?p-- 1 dividi queat, foret a”—"— A per 2p + 1 
divisibile, seu potestas a” per 2p-+-1 divisa relinqueret residuum 4. Cum autem 4 non sit 
residuum, sequitur hanc hypothesin esse absurdam, ideoque productum duorum non-residuorum non 
in forma 4a", quae omnia non-residua complectitur, contineri, ideoque necessario inter residua 
occurrere debere. 

325. Quare si a sit ejusmodi numerus, ut a” sit minima potestas, quae per numerum primum 
2p-+-1 divisa, unitatem relinquat, ideoque ex divisione terminorum progressionis geometricae 
1, a, a^, a’, a*... a! tot residua diversa oriantur, quot p continet unitates, totidemque dentur 
non-residua, certum est omnia producta binorum non-residuorum in ordine residuorum contineri. 

326. Cum autem omnes numeri divisore 2p -4- 1 minores vel in residuis, vel in non-residuis 
contineantur, singulorum quadrata in ordine residuorum certo occurrent, quod cum etiam eveniat 
in residuis ex quadratis ortis, sequitur ambos ordines residuorum, tam ex quadratis quam ex supe- 
riori progressione geometrica ortos, plane inter se congruere. 

397. Quodsi ergo pro divisore primo 2p--1 sint residua ex quadratis orta 1, o, 8, ? y, 9, etc., 
tum vero % fuerit quodvis non-residuum , bic numerus X etiam inter non-residua reperietur, quae 
progressioni geometricae 1, a, a*, a*,....a^^' respondent, si quidem a” fuerit minima potestas 
unitatem pro residuo praebens. 

328. Jam supra vidimus, si a fuerit residuum ex quadratis ortum, fore a"— 1 certo per 
2p + 1 divisibile; nunc autem patet, si a fuerit non-residuum respectu quadratorum, tum a^ non 
esse minimam potestatem ipsius a, quae per 2p -1- 1 divisa, unitatem relinquat. Ergo vel unitatem 


non relinquet, vel dabitur adhuc minor a a , quae unitatem relinquet. 

329. Si sit a ejusmodi numerus, ut potestas ejus a", per numerum primum 2p -4- 1 divisa, 
relinquat unitatem, tum a certe inter residua quadratorum continetur. Hoc evidens est, si a^ sit 
minima potestas istius indolis. Sin autem non sit minima, id eo magis verum esse videtur. Nam 
si detur minor, ex residuis illis, numero p, quaedam transeunt in ordinem non-residuorum. Si enim 


as? sit minima, tum a adeo inter residua biquadratorum, sin a T? , inter residua potestatum sextarum 
etc., ergo semper inter residua quadratorum continebitur. 

330. Si ergo «a fuerit non-residuum ratione quadratorum, tum a^— 1 certe non est divisibile 
per 2p +1, unde si a sit complementum cujuspiam residui, puta a — d—2, ponendo d — 2p-1- 1, 
tum (d —o)'— 1 non est divisibile per 2p-+-1, at @®—1 certe est divisibile, ob « residuum, unde 
differentia (d — «)P— o^ etiam non erit divisibilis. 

331. At haec differentia esset divisibilis, si p esset numerus par, quare nisi p sit numerus 
impar, illa conditio, qua (d — x} — 1 indivisibile per 2p +- 1 assumsimus, hoc est qua d — o est 
non-residuum, subsistere nequit. 

332. At si p sit numerus par, complementum cujuspiam residui «, puta d — «, certe est 
residuum, propterea quod (d— o)'— 1 per 2p<+1 est divisibile; si enim esset non-residuum, 
haec divisibilitas locum habere non posset. 
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333. Si ergo sit p — 2q, numerusque primus divisor propositus — #q +1, tum inter residua 
quadratorum, etiam singulorum complementa deprehendentur, hoc est, si residua fuerint 1, «, 8, y, etc. 
etiam residua erunt — 1, —o, — 8, — y, etc. Ä 

334. Pro quovis ergo quadratorum, ex hac progressione 1, #, 9, 16...4qq assumto, dabitur 
aliud, quod ad illud additum producit summam per #q-+ 1 divisibilem, seu cum multitudo horum 
quadratorum sit — 2q, et quodlibet habet quasi suum conjugatum, dabuntur q paria duorum qua- 
dratorum diversa, quorum summa sit per ^q-- 1 divisibilis. (*) | 


335. Et quia singula quadrata non superant 499, binorum summa certe minor est quam 8qq, 
unde si talis summa per #q—+ 1 dividatur, quotus certe erit minor quam 2g. Hic autem quotus 
nisi sit —2, etiam erit vel numerus primus formae 4n +1, vel talium aliquod productum (316). 


336. Quoties ergo divisor primus est formae *q-1-1, toties inter residua quadratorum occurrit 
kq, ideoque etiam q, tanquam complementum unitatis, cui aequivalet — 1: parique modo ibidem 
etiam occurrunt omnia reliqua quadrata negativa —, —9, — 16, etc., ita ut residua constituantur 
complexa, tam quadratorum ipsorum, quam eorundem negative sumtorum, una cum productis ex 
binis quibusque, quorum tamen omnium numerorum, si per divisorem #q + 1 ad minimam formam 
perducantur, multitudo erit — 2g, ita ut totidem excludantur. 


337. Contra autem, si divisor primus sit formae &q— 1, tum —1 et omnia quadrata negativa 
inter non residua referuntur (**). Si enim — 1 esset residuum, foret (— 1)'?^'— 1 divisibile per 
kg — 1, quod autem fieri nequit. Praecedente autem casu, si — 1 esset non-residuum, divisore 
existente 49 -1- 1, tum (— 1)*7 — 1 non esset divisibile per &q + 1, quod perinde est falsum. 


338. Sola autem quadrata semper in ordine residuorum reperiuntur, reliqui vero numeri, pro 
ratione divisoris, mox inter residua, mox inter non-residua cadunt, quemadmodum modo vidimus 
— 1 esse residuum, si divisor sit &q +1; at — 1 esse non-residuum, si divisor sit kg — 1. 


339. Pro ceteris numeris non-quadratis simile discrimen observatur: Scilicet. numerus -+ 2 
inter residua reperitur, quoties divisor primus est vel hujus 89 +1, vel hujus formae 8q — 1, seu 
8q4-7. Reliquis casibus, quibus divisor est vel 8q +3, vel 8q+ 5, numerus - 2 inter non- 
residua locum occupat. (***) 


340. At numerus — 2 inter residua occurrit casibus, quibus divisor primus est vel 8q +1, 
vel 89q-+-3; idem vero numerus — 2 inter non-residua cadit casibus, quibus divisor primus est 
vel 89-2 5, vel 8q + 7. . 

341. Numerus porro + 3 est residuum, si divisor primus sit vel 12q +1, vel 1294-11; at 
idem erit non-residuum, si divisor sit vel 1294-5, vel 129-:- 7. Verum numerus —3 est residuum, 
si divisor primus sit vel 12g +1, vel 12q +7: at — 3 erit non-residuum, si divisor sit 12q -- 5, 
vel 12q + 11. 


Scripturae ad marginem: 
(* Semper duo exhiberi possunt quadrata, quorum summa divisibilis sit per numerum primum Aq -1- 1, 
et quidem alterum quadratum ad Jubitum assumi potest. 
(*) Non ergo datur summa duorum quadratorum per talem numerum primum 4g— 1 divisibilis. 
("^") Hoc autem non, ut praecedens, demonstratione muniri potest. 
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342. Numerus +5 semper ad residua refertur, et de —# idem est judicium ac de — 1. 
Numerus autem 5 reperitur inter residua, si divisor sit vel 20g 31- 1, vel 20g -1- 9,. vel 209 +11, 
vel 20q + 19; at — 5 inter residua deprehenditur, si divisor sit vel 20q—+ 1, vel 209 +3, vel 
209 +7, vel 209 4- 9. 

343. Colligamus haec, ut uni conspectui exponantur: 


Inter residua 


erit numerus si divisor primus fuerit 


+ A kq-+-(1, 3) 

— 1 bq-— A 

+ 2 8qg—+(1, 7)(*) 

— 2 8q—+ (1, 3) 

+ 3 12q + (1, 11) 

— 3 12q9+ (t, 7 

+ 5 20q—+ (1, 9 11, 19) 

— 5 20qg—+ (1, 3, 7, 9) 

+ 6 2hg—+ (1, 5, 19, 23) 

— 6 95g --(1, 5, 7, 11) 

+ 7 289-+-(1, 3, 9, 19, 25, 27) | 

— 1 289-+(1, 9, 11, 15, 23, 25) 

-1- 10 &0q-3- (1, 3, 9, 13, Z7, 31, 37, 39) 

— 10 bO0g --(1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37) 

+- 11 &hq- (1, 9, 25, 5, 7, 37, 39, 19, 35, 43) 

— 11 Mg--(1, 9, 25, 5, 37, 3, 15, 23, 27, 31) 
+12 k8q—+ (1, 11, 13, 23, 25, 35, 37, 57) 

— 12 k8qg—+ (1, 13, 25, 37, 7, 19, 31, #3) . 
+14 56q0--(!, 5, 9, 13, 25, 45, 11, 31, 43, 47, 51, 55) 
— 14 56q+ (1, 5, 9, 13, 25, h5, 3, 15, 19, 23, 27, 39) 
+ 15 60g -- (4, 7, 11, 17, 53, 49, 53, 59) 

— 15 60g-+-(1, 17, 49, 53, 19, 23, 31, #7) (**) 


etc. 


344. Haec autem hactenus tantum inductione nituntur, atque ad demonstrationem investigandam 
juvabit sequentia observasse. Primo, numerus quicunque --n inter residua reperietur, si divisor 
primus fuerit formae &nq-i- f, vel adeo *&nq-i- ii, denotante i numerum imparem quemcunque. 

Scripturae ad marginem; 
) xr—2yy alios divisores primos non admittit, nisi formae 8q -4- (1,7). 


(^ 1)Si xz— mna-r, tum quadratum zx tam per m quam n divisum, idem relinquet residuum r. Ergo 
si residuum r convenit divisori m, conveniet etiam divisori n. 


2) Si divisor inter non-resid. | residuum 
En — 1 —1 
85 — 1 —2 4-2 
$5 — 3 +92 
12n — 1 —3 +-3 
125 —7 +3 | 
85 2: 3 +2 


Hoc demonstrari potest; at si divisor 8n-1- 1, inter residua est -+-2, quod autem hinc non demonetratur. 
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Deinde etiam numerus positivus -+-n erit residuum, si divisor primus fuerit formae Ang — 1, 
vel generalius Ang — i; pro his autem divisoribus numerus negativus —n inter non-residua 
reperietur. 

345. Si numerus positivus n sit residuum pro divisere d, erit eliam residuum pro divisore 
primo quocunque formae #ng + d, vel adeo Ang -- dii; at si numerus negativus — n sit residuum 
pro divisore d, erit is quidem residuum pro divisore kng-+-d, at non-residuum pro divisore knq —4d. 

346. Si numerus positivus n fuerit residuum pro divisore d, deinde etiam pro divisore e, erit 
etiam residuum pro divisore primo quocunque formae Ang + de. At si numerus negativus —A 
fuerit residuum pro divisoribus d et e, erit quoque residuum pro divisore quocunque primo formae 
Ang + de; pro divisoribus autem nq — de inter non-residua referetur. 

3&7. Si numerus positivus n fuerit non-residuum pro divisoribus d et e, certe erit residuum 
pro divisoribus primis omnibus formae Ang de; at si numerus negativus — n sit non-residuum 
pro divisoribus d et e, is erit residuum pro omnibus divisoribus primis formae Ang -+ de; pro divi- 
soribus autem formae Ang — de erit non-residuum. | 

3*8. Quicunque numerus --7^ proponatur, erit is semper residuum, si divisor primus fuerit 
in aliqua talium formarum Ang + 4, *nq + B, ing + C, etc. contentus, quarum numerus aequatur 
semissi multitudinis numerorum ad 4a primorum eoque minorum. Sin autem divisor in reliquis 
formis contineatur, erit is non- residuum. 

349. Hic autem excipi debent casus, quibus numerus n est quadratus, quippe qui semper inter 
residua occurrit, quicunque divisores accipiantur. Ae si m sit quadratum negativum, eadem ratio 
valet ac pro — 1. 

350. Primum gitur demonstrari debet, si divisor primus sit Ang-+- ü, existente i numero 
impari, inter residua quadratorum semper occurrere tam numeros n et q, quam eorum negativa —n 
et — q. Sit i— 2m 3- 4, et quia divisor knq + kmm + Mn + 1 est- formae kp-+1, inter residua 
continetur quadratum negativum — mm —un—1, ideoque numerus Ang, et ob # residuum, etiam 
numerus ng, itemque — nq, quare vel ambo numeri n et q simul inter residua, vel ambo simul 
inter non-residua occurrere deberent, unde dum alteruter fuerit inter residua, et alter ibidem repe- 
riatur necesse est. 

351. Si n nen esset residuum, nullum daretur quadratum zz, ut ze — n divisibile esset per 
bag —+- kmm 3- km + 1. Si ergo demonstrari posset dari hujusmodi quadratum, evicta esset veritas 
propositionis. Vel si n esset non-residuum, haec expressio n*^7 * 27-2" .— 4 non esset divisibilis 
per numerum primum, quare si contrarium demonstrari posset, haberemus quod intendimus. (*) 

352. Deinde si divisor primus sit &nq— nm — hm — 1, inter residua quadratorum occurrere 
numerum n, inter non-residua vero numerum — n, demonstrari oportet. Pari autem jure inter 


(^) Script. ad marg. Si n esset non-residuum, foret quoque non-residuum nzz, ideoque etiam 
-cnzz zz y( Mig - mm-I km-4-1), 
quae expressio, si uno saltem casu esset quadratum, propositum constaret. Quod ob signa ambigua semper 
uno saltem casu evenire debere videtur; idque eo magis, cum etiam v et q sint permutabiles, quin etiam 
verum est, etsi divisor non sit primus. Dubium, si n—3, q—5, 2m+41—5, -322-*-85y, vel 
z:5252-:85y quadratem effici nequit. Ergo demonstratio ita est adornanda, ut divisor statuatur primus. 
.* 
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residua erit numerus.q, et inter non-residua —q. Cum autem inter residua certo sit (2m +- t)*, 
ibidem erit Ang, ideoque etiam nq. 

353. Concessis ergo his propositionibus, etsi demonstratio nondum patet, posito i numero 
impari et Ang + ii primo, pro divisore primo Ang + ii, cum residua sint n et —n, item naa et 
— nad, semper ejusmodi quadratum ax dabitur, ut sit ze — naa divisibile per &nq 3- ü, deinde 
eliam ejusmodi quadratum yy, ut sit yy + naa. divisibile per Ang <+- ii | 

35%. At divisore primo existente nq — i, ob residuum naa, semper datur quadratum zx, ut 
sit cr — naa divisibile per Ang — i; nullum autem existit quadratum yy, ut yy + naa fiat per 
inq — ii divisibile, quia hoc casu — naa est non -residuum. 

355. Cum #ng +- ü sit numerus formae hp + 1, semper dabitur summa duorum quadratorum 
[T-- gg per eum divisibilis, quorum alterum ff pro lubitu assumi potest. Quare si rz — naa divi- 
sibile sit per aq -+ i, inveniri potest quadratum yy, ut fiat ax + yy per &nq + à divisibile, ac 
tum erit etiam yy -4- naa per eundem divisibile. 

356. Cum Ang—ü sit formae &p— 1, nulla datur summa quadratorum per nq — i divisibilis; 
quare si zx — naa fuerit per &nq— ü divisibile, fieri nequit ut yy + naa per eundem divisibile 
existat; foret enim quoque summa xx + yy divisibilis, quod est absurdum. 

357. Sumto divisore primo d — &nq-1- ií, quia datur forma æx + naa per eum divisibilis, 
dabitur etiam forma yy + qaa per eum divisibilis, unde etiam qzx — nyy. Dabitur vero etiam 
forma yy — qaa divisibilis, ac propterea quoque talis forma gex + nyy. 

358. Si divisor primus sit d — &nq — ii, quia dantur tales formulae zz — naa, item yy— qaa, 
per eum divisibiles, etiam haec forma gez — nyy per d erit divisibiliss Cum autem talis forma 
#y + gaa non per d sit divisibilis, nulla queque hujusmodi forma qgæx + nyy per d erit divisibilis. 

359. "Verum etiamsi haec propositiones demonstrari possent, reliquae, quas supra observavimus, 
nondum essent evictae. Ex 345 si detur quadratum, per d divisum reliquens residuum positivum 
A, dabitur quoque reliquens naa; tum autem existente nq + d numero primo, dabitur quoque 
quadratum ax, quod per Ang + d divisum relinquat idem residuum, seu ax — naa divisibile erit 
per Ang -+d. 

360. Scilicet si fuerit bb — naa per d divisibile, semper talis numerus cz — naa dabitur 
divisibilis per numerum primum 4ng + d. Quin etiam denotante í( numerum. imparem, ejusmodi 
forma zc — naa exhiberi potest, quae sit divisibilis per numerum primum Ang + dà. 

361: Si detur quadratum 6b, quod per d divisum relinquat residuum negativum — n, vel 
— naa, dabitur etiam quadratum x», quod per numerum primum ag + dii divisum relinquet — n, 
wel — naa. Scilicet si d sit divisor formae 56 + ncc, dabitur a, ut sit ax + naa divisibile per 
. numerum primum Ing + di. 

362. "Verum si d divisor formae hujusmodi bb +-nce, nulla dabitur hujusmodi forma xx -+-naa, 
quae sit divisibilis per talem numerum primum Ing — dü. Veluti si sit n — 3, sumatur d — 7, 
quia 2*4- 3. (—7, atque certum est hujus formae ac + 3aa numeros nullos admittere divisores 
talis formae 12q — 7ü, cujusmodi sunt: 5, 17, 29, 41, 53, 65, 77, 89, 101, 9, 21, 33, ^5. 
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363. Ex 346 sequitur, si d et e fuerint divisores cujuspiam numeri hujus formae aa—nbb, 
tum semper dari quadratum æx, ut ax — nec sit divsibile per numerum primum nq -t- deii, quod 
quidem ex praecedente deduci posset, demonstrando si aa — nbb habeat divisorem d, aliaque similis 
forma ff— ngg divisorem e, dari etiam hh — nkk divisibilem per productum de. Hoc patebit, si 


residua quadratorum, per numeros compositos divisorum, perpendemus. 


36^. Denique notatu dignum est, quod numerus n, ac propterea etiam naa inter residua qua- 
dratorum occurrere nequeat, nisi divisor primus sit hujus formae Ang-+«, ubi « non omnes numeros 
ad An primos eoque minores significat, sed eorum tantum semissem, altera semisse penitus exclusa. 
Sicque omnes divisores primi formae zx — naa talem habent formam ^aq--«, denotante a aliquot 
numeros, totidemque exclusis. 


365. Similis est ratio numerorum formae ax + naa, cujus divisores primi adstringuntur ita 
ad formam Ang-+.«, ut totidem numeri excludantur ab «, quot admittuntur. Utroque autem casu 
omnia quadrata imparia & pro « valent, et si & valeat, etiam «ii valebit. 


366. Ut demonstrationes has desideratas tentemus, consideremus divisorem primum &p-1-1, et 
cum duorum quadratorum summa aa + bb exhiberi queat per eum divisibilis, ita ut alterum pro 
lubitu assumi possit, auferatur (hp +1) bb, eritque aa — Ipbb per hp + 1 divisibile, seu dabitur 
quadratum aa, quod per #p+ 1 divisum relinquit &pbb, dabitur ergo quoque relinquens p, seu 
. dabitur forma aa — pbb per Ip +- 1 divisibilis. 

367. Cum etiam detur forma aa — bb per hp 3-1 divisibilis, addendo (5p + 1) bb, dabitur 
etiam talis forma aa -4- pbb per 5p +1 divisibilis, quae quidem jam inde patent, quod si quadrata 
per numerum primum p 3-1 dividantur, in residuis tam -4- p quam — p reperiantur. 


368. Sit autem divisor primus #/ffp + ii, denotante / numerum imparem, et quia tam forma 
aa +-bb quam aa — bb per eum divisibilis exhiberi potest, hincque üaa + übb et üaa—übb; inde 
auferendo, hinc vero addendo (4ffp + ü) bb, habebuntur formulae iaa — hffpbb et iiaa + Mff pb 
per sffp-+-ü divisibiles, seu inter residua quadratorum erunt + &ffpbb, ideoque etiam +p. Dabuntur 
ergo numeri tam hujus zz +-pyy, quam hujus cx — pyy formae per #ffp + ii divisibiles. (*) 


369. Si ergo concessis superioribus observationibus, divisor primus in quapiam harum formu- 
larum contineatur: &rq-31-1, &rq--co, wrq-c 8, krg+y, hrg+-à, etc., ubi numeri 1, o, 8, y, , etc. 
sunt primi ad #r coque minores, quorum tamen tantum semissis hic occurrit, tum inter residua qua- 
dratorum certe occurrit numerus r; similique modo pro residuo — r tales formulae divisorum habentur, 
quae cum illis conveniunt, si divisor sit formae ^p +- 1, ab iis autem discrepant, si divisoris forma 
fuerit ^p — 1. 





| TO--PW m af. 
(^ Script. ad marg. Prius manifestum; nam Int — int. si 21, y=2f; 


ut xx — 2yy divis. sit per #1, æ—"17, 10, 13, 15, 17 
y—2, 3, 8, à, 1 
ut rx —2yy divis. sit per 17, | 
æ—12, 5 11, 6 10, 7 16, 1 17, & 


y— 2 1 k 3 5. 
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370. Observari etiam meretur, ex formis &rg-i- km -+- 1. semissem excludi tam pro residuo 
-—-r, quam —r, quorum divisores pro hac forma sunt communes. At ex forma &rq-t- un — 1 
semissis valet pro residuo -«-r, alter pro residuo — 7, et qui divisores pro altero residuo valent, 
pro altero excluduntur. 





Caput XL 


De residuis, ex divisione cuborum per numeros primos natis. 


371. Divisore primo existente d — 2p +1, quod residuum relinquit cubus a”, idem relinquent 
etiam hi cubi (a -4- d)*, (a3-2d)*, etc. et generaliter (a-34-nd)*, ex quo sufficiet eos tantum cubos 
considerasse, quorum radices sunt ipso d minores, qui sunt: 

1, 8, 27, 6&h,..(d— N’, (d—3), (d—2), (d—1). 

372. Sit r residuum, quod horum cuborum quicunque, «*, relinquit, et manifestum est cubum 
(d — a) relicturum residuum — r, seu d — r. Quare si inter residua cuborum occurrat numerus 
quicunque r, ibidem quoque occurret ejus negalivum — r, seu d — r, quod illius complementum 
vocatur. 

373. Sint 1, o, 8, y, à, etc. residua ex divisione cuborum per numerum primum d — 2p -- 
orta, quorum si omnia a se invicem fuerint diversa, numerus erit — d — 1; ideoque omnes numeri 
ipso d minores ibi occurrent. Sin autem qui numeri bis vel pluries occurrant, inde quidem numeri 
excludentur inter non-residua referendi. (*) 

37%. Investigaturi, an fieri possit, ut idem numerus r inter residua bis occurrat? ponamus ex 
cubis a? et 5°, quorum radices a et b sint ipso divisore d minores et inaequales, idem residuum r 
resultare, atque eorum differentia 5* — a*— (b — a) (aa +-ab + bb) per d erit divisibilis. Cum 
autem, ob d primum, ad eum factor b — a sit primus, necesse est alterum factorem aa + ab -4- bb 
esse divisibilem per d. 

375. At si cubus 5° idem praebeat residuum ac cubus a*, cuivis alii cubo c* respondebit 
cubus ef, idem quoque atque ille residuum relinquens. Si enim cubi a* et b* idem residuum prae- 
beant, etiam hi a*a* et b’x* ad minimos valores reducendo, seu (ax — md)? et (bx — nd)? idem 
producent residuum. Quia vero a et d sunt numeri inter se primi, semper æ et m ita accipere 
licet, ut az — md dato numero c aequetur, hincque erit e — br — nd, diversus ab c et ipso d 
minor; si enim esset e — c, foret ax — md — bx — nd, hincque (a — b) x divisibile per d, at nec 
a — b nec x est divisibile. j 

376. Statim ergo atque unum residuum bis occurrit, omnia bis occurrent; ideoque multitudo 
diversorum residuorum ad semissem deprimitur. Hoc autem evenire nequit, nisi divisor d sit divisor 
talis formae aa +- ab + bb, existentibus a et b ipso d minoribus. Sin autem non fuerit divisor talis 
formae, omnia residua erunt diversa eorumque multitudo — d — 1 — 2p. 

377. Praebeant cubi a* et b* idem residuum r, ita ut a*-1-ab 4- b* sit, divisibile per d, eritque 
etiam 3a°-+ 3a*b + 3a? per d divisibile, auferatur a* — b*, ut habeatur 


(^ In his residuis occurrunt omnes cubi ipso d* minores, ad minimos valores reducti, tum etiam producta 
ex binis, ternis, etc. 
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2a* -+- 3a*b -1- 3ab? + b*— a’-+- (a -+ b}° 
per d divisibile. Quia ergo a* relinquit r, relinquet cubus (a -+- 5)” residuum — r, hineque cubus 
hic (d—2a — 5)*, vel (2d — a — 5)” dabit residuum + r. 

387. Statim ergo ac duo habentur cubi a? et 5°, idem residuum r relinquentes, dabitur quoque 
tertius (d — « — b)*, vel (2d — a — b)* idem residuum relinquens, cujus radix minor quam d ab 
utraque praecedentium a et 5 erit diversa. Neque enim esse potest d — &-— b za, neque 
2d—a—b—a; foret enim b — d — 2a, vel 5b — 2d — 2a, ideoque b* relinqueret residuum 
— 8a*, vel — 8r. Quia vero per hypothesin relinquit r, haccque duo residua r et — 8r aequi- 
valentia esse nequeunt, ob differentiam — 97 non divisibilem per d, praeter casum d — 3, qui per 
se est perspicuus, sequitur duo residua aequalia semper tertium assumere. 

379. Si ergo duo cubi a? et b? idem praebeant residuum r, dabitur eo ipso tertius c* idem 
residuum exhibens, cujus radix ita est comparata, ut summa omnium a -4- b -4- c sit vel — d, vel 
=2d, ob c—d—a—b, vel c— 2d — a — b, quia singulae sunt minores quam d. Sicque ex 
duobus semper facile reperitur tertius. - 

380. Hinc autem colligere licet, infra cubum d? plures tribus cubis a*, 5°, c* nunquam dari, 
qui idem residuum relinquant; si enim daretur quartus ab iis diversus e*, etiam hi: 

(Ad —«—^e)f, (Ad—b—e)", (Ad—c—e), 
idem praeberent residuum, forentque a praecedentibus diversi. Nam si esset Ad — a — e — b, foret 
a+ b+e divisibile per d, ideoque e— c, contra hypothesin; non solum ergo quatuor, sed adeo 
septem haberemus cubos idem residuum dantes. | 

381. Hinc autem, binis combinandis, denuo plures elici possent cubi ipso d? minores, idem 
residuum relinquentes, ita ut tandem omnes cubi essent prodituri. Cum autem concesso uno residuo 
r, aliud detur diversum — r, manifestum est non plures tribus dari cubos ipso d? minores, qui idem 
residuum exbibeant. | 

382. In serie ergo residuorum 1, a, B, y, etc., quorum multitudo est — d —1z-2p, vel 
omnia sunt inaequalia, vel terna inter se aequalia; quod posterius fieri nequit, nisi 2p sit numerus 
per 3 divisibilis. Quare si p non divisibile sit per 3, certum est omnia residua inter se fore 
inaequalia, ideoque omnes numeros ípso d minores in residuis occurrere. 

383. Cum omnes numeri primi, exceptis 2 et 3, in alterutra harum formularum 6q +1 et 
6q — 1 contineantur, si divisor primus sit 6q — 1, in residuis omnes numeri ipso minores eecurrunt, 
neque ulla dantur non-residua. Sin autem divisor sit Gq-1-1, fieri potest, ut multitudo residuorum 
diversorum sit tantum 2g, sicque &q dentur non-residua. 

38%. "Vidimus autem praeterea hunc ultimum casum locum habere, si divisor sit talis formae. 
aa +- ab -À- bb, unde patet, ut supra jam animadvertimus, talem formam. alios divisores primos non 
admittere, nisi formae 6q-1- 1. At quadruplum illius &aa + hab -4- kbb — (2a +- b)! + 36° redit 
ad hanc formam aa -4- 35b, cujus divisores primi illa insigni proprietate gaudent. 

383. Quaerendi ergo ii sunt divisores quadratorum, qui pro residuo relinquunt —3, vel — 36b, 
qui supra observati sant (351) in bis duabus formulis 12g -4- 1 et 12q-+ 7, ad banc unam 64-- 1 
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redeuntibus, contineri, unde vicissim concludere licet omnes numeros primos hujus formae 6q- 1 


illa proprietate praeditos esse; verum plena hujus rei demonstratio adhuc desideratur. 


386. Hoc autem concesso, consequimur hanc propositionem: Quoties divisor primus fuerit formae 
6qg—+ 1, toties residua cuborum ab 1 ad 216g” non omnia inter se sunt inaequalia, sed ob terna 


aequalia, multitudo residuorum inaequalium tantum est 2g, eruntque reliqui numeri divisore minores, 


quorum multitudo est #q, non-residua. 


omnia residua inter se sunt inaequalia, neque ulla dantur non-residua. 


Quoties vero divisor primus non est formae 69 —+- 1, toties 


387. Tantum ergo divisores primos formae 6q +- 1 perpendi opus est, pro quibus multitudo 


non-residuorum duplo major est quam multitudo residuorum. Casus autem simpliciores evolvamus: 


388. Pro quovis ergo divisore primo formae 


alter factor n reperietur. 


pro divisore: 1 13 
residua: i, 6 1, 8, , 12 
| . 2, 2, 5, 3, 6 
non -residua : 
| | 5, 11, 9, 10, 
pro divisore: 31 
residua: 1, , 27, , 16, 15, 29, 4^, 
| 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 
non - residua: 
28, 26, 25, 2%, 22, 21, 20, 19, 
| pro divisore: 37 
residua : 1, 8 27, 14, 31, 10, 6, 23, 
2, 3, ^^ 5, 7, 9, 12, 13, 
non-residua: 
| 35, 35^, 33, 32, 30, 28, 25, 25, 
pro divisore: t 
residua: 1, 8 27, 21, 39, 11, ^, 32, 
3, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 13, 
non - residua | 
40, 38, 37, 36, 3%, 33, 31, 30, 


29, 


30 
14 
17 


11, 
16, 
21, 


16, 


15, 


28, 


26, 
17, 
20, 


35, 
17, 
26, 


16, 


25, 


19 

7, 11, 12, 
& 5 6, 
15, 14, 13, 
ki, 42 

19, 90 

94, 93. 


18 
9 
t0 


6g +- 1 in residuis occurrunt omnes cubi eo 
minores, deinde eorum complementa 69, 64 — 7, 69—26, 64— 63, etc. Porro etiam producta 
ex binis. Tum vero etiam, si ibi sit quodpiam productum mn cum altero factore m, ibidem quoque 


389. Si enim a^ relinquat mn, et 5° relinquat m, posito divisore Gq + 1 — d, fieri potest 
a=fb—gd, ideoque f*b* relinquet mn, at nb* etiam relinquit mn, sicque f'*b*— nb5, ac propterea 
quoque f?—.n divisibile erit per d, seu f? relinquet n. 


390. Si divisore primo existente d — 6g + 1, inter residua cuborum occurrat numerus u, tum 


o*?— 1 erit per d divisibile, Unde residua, quae ex divisione progressionis geometricae 1, a, o?, 


391. 


a”, a*.....a^* per eundem divisorem oriuntur, convenient cum residuis cuborum. 


Vicissim autem ostendi debet si a'7— 1 divisibile sit per divisorem: primum 63 -+ 1, 


numerum a certo inter residua cuborum occurrere, quod quidem si 2g non sit divisibile per 3, facile 
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patet. Si enim sit 2q — 3k +1, cum a??— a" =! 


aequivalens, ibidem vero sit a**, ibidem reperiatur a necesse est. 


inter residua cuborum occurrat, utpote unitati 


392. Superest ergo, ut ostendatur, si sit 2q—3k et a^ — 1 dividi queat per 6q -2- 1 —9k-- 1, 
tum a fore inter residua cuborum (5; as” ibi quidem certe reperitur utpote cubus, sed inde demon- 
stratio peti debet, quod residuum a*^ unitati aequivaleat. 


393. Verum cum residua potestatum 1, a, a*, a*, etc. diversa, sint numero 2q, pariter atque 
in residuis cuborum, et ambo ordines incipiant ab unitate et communes habeant terminos a*, af, 
a°, etc., tum vero reliquae proprietates ipsis sint communes, ordo potestatum nullos terminos ab 
altero diversos continere potest. | 

394. Si autem ad non-residua cuborum, per numerum primum 69—+-1 divisorum, attendamus, 
. id quidem certum est, si mn sit residuum, at m non-residuum, fore quoque n non-residuum. Non 
vero vicissim omnia producta ex binis non-residuis praebent residuum: at omnia producta ex residuo 
quocunque in non-residuum sunt non -residua. | 

395. Primo enim quadrata singulorum non- residuorum quoque inter non- residua continentur; 
scilicet si 4 sit non-residuum, quoque 4° erit non-residuum, hoc vero non-residuum 4 per non- 
residuum A multiplicatum certo dat residuum,. quia est cubus. | 

396. Si enim 4* esset residuum, foret 4*7— 1 divisibile per 69 —- 1; at cum 4*7 — 1 certe 
sit divisibile, foret etiam 4*7? — 4*7, hoc est 4"? —1 divisibile, ideoque A esset residuum cuborum, 
contra hypothesin. Quare si A4 sit residuum, etiam .4 erit residuum, et contra si 4 sit non- 
. residuum, erit quoque 44 non-residuum. | 

397. Si ergo divisore primo existente — 6q- 1, residua cuborum sint 1, «, 9, y, à, etc. 
atque unicum habeatur nou-residuum 4, primo omnes hi numeri A, 4o, 48, Ay; etc. deinde 
etiam isti 4°, d?o, 4*8, 4^», etc. erunt non-residua, qui numeri cum omnes a se invicem sint 
diversi, manifestum est, quod jam demonstravimus, multitudinem non-residuorum duplo esse majorem 
quam residuorum | | 

398. Hinc etiam patet, si divisor primus sit 69-+-1, tantum 2q residua diversa locum habere 
posse; si enim omnes numeri inter residua occurrent, in genere a?’—1 esset per 6q-1-1 divisibile, 
quicquid esset a << 6q +1, quod cum sit absurdum, ideoque unum saltem datur non-residuum, eo 
ipso #g non-residua sequuntur. 

399. Cum igitur ex unico non-residuo 4 obtineantur duo ordines non-residuorum, prior 
A, Au, AB, Ay, etc. et posterior 4?, Lu, 4*9, 4*», etc. uterque tot continens terminos, quot 
ordo residuorum, producta ex binis ordinis alterutrius in altero ordine reperiuntur, et producta ex 
binis utriusque ordinis fiunt residua. 

#00. Si adhuc dubitemus, an hoc modo omnia non-residua ex uno obtineantur? sit B non- 
residuum in neutro ordine contentum, et non-residua erunt tam B, Bo, B8, By, etc. quam 


{ Script. ad marg. Si enim a esset non-residuum, reliqua non-residua omnia, quae sunt a, ax, af, ay, ad, 


et a*, a*a, a?8, a*y, elc. eadem proprietate gauderent, ut eorum potestates exponentis 29, unitate minutae, 


essent divisibiles per 6q-1-1; ergo omres numeri hanc haberent proprietatem, quod esset absurdum. 
L. Eoleri Op. posthuma. T. I. 7 


, 
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B*; B'a, B^, B*», etc. utrobique totidem numero, quot dantur residua, et omnes hi numeri a 
praecedentibus erunt diversi. Praeterea vero vel 4B, vel AB? non erit residuum; altero certe 
existente residuo, altero non-residuo. (*) 
401. Si 4B non est residuum, binos ordines non-residuorum ita repraesentare poterimus: 
Ordo prior: A, Au, Ad, Ay, etc. B, Ba, B8, By, etc. 
Ordo posterior: — f^, Aa, PP, Ay, etc. B*, B’a, B°8, B*», etc. 
et quivis numerus ordinis prioris A, per quemlibet posterioris multiplicatus, praebet residuum, et 
quidem per quemlibet diversum; unde plura residua prodirent, quar revera sunt, quod esset absurdum. 


&09. Cum ergo ex divisore primo 6q + 1 tantum 2q residua existant, dato quovis cubo a’, 
dabitur alius 5°, minor quam (6q-- 1)”, quorum differentia per 6q+-1 erit divisibilis, ideoque 
aa + ab +-6b per eum quoque erit divisibiliss Omnis ergo numerus primus 6q + 1 est divisor 


talis numeri aa -- 3bb, vel talis aa + 3, vel 3aa + 1. 


403. Speciminis loco sit divisor 373, et tam residua cuborum, quam non-residua utriusque 
ordinis ita se habebunt: | 


Residua Non -residua 

| + Ordinis I. + Ordinis II. + 
1, 7, 8, 12, 13, 17 2 3, 5, 14, 16, 21 & 6, 9, 10, 11, 15 
18, 19, 20, 22, 23 24, 26, 35, 35, 36 25, 28, 29, 32, 37 
27, 30, 31, 33, M 38, 39, 20, ^^, 46 42, 53, 58, 52, 63 
45, 49, 50, 55, 56 47, 51, 53, 5h, 57 68, 70, 71, 72, 73 
58, 64, 67, 74, 75 59, 60, 61, 62, 65 16, 77, 78, 79, 80 
84, 86, 87, 91, 96 . 66, 69, 81, 82, 83 88, 92, 95, 102, 103 
97, 10%, 109, 111, 113 85, 89, 90, 93, 95 105, 106, 108, 11^, 117 


119, 125, 126, 129, 133 98, 99, 100, 101, 107 118, 120, 122, 129^, 197 
136, 137, 139, 140, 182 | 110, 112, 115, 116, 121 | 130, 131, 132, 138, 141 
ihh, 145, 146, 152, 15% | 123, 198, 134, 135, 1&7 | 143, 159, 153, 159, 162 
156, 157, 158, 160, 161 | 158, 150, 151, 155, 165 | 16%, 166, 170, 171, 173 
163, 167, 169, 176, 18% | 168, 172, 17%, 179, 181 | 175, 177, 178, 180, 183 
185. 4182. | 186. 
numero 2.62 — 124. numero — 125. | numero — 124. 


404. Cum igitur divisore primo existente 64 -- 1, multitudo non-residuorum duplo major sit 
quam multitudo residuorum, etiam pauciores erunt divisores, pro quibus datus numerus inter residua 
contineatur. Ita datus numerus a erit residuum, si divisor fuerit factor talis formae c? + ay?, vel 
etiam talis &5-*- aay*; si enim sit «+ ay — dn, cubus a^ per d divisus residuum dat ay?, sicque 


eliam a erit in residuis. 


() Script. ad marg. Demonstrari debet, ambo simul non esse posse non-residua. Si AB est non-residuum, 
vel in ordine A, vel B, vel 4°, vel B* continetur. At singula sunt absurda, ergo esset AB residuum. 
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405. Quaeri ergo debent numerorum c*-t- ay* divisores primi, et pro nostro quidem instituto 
ü tantum, qui simul sunt formae 6q+ 1. Hoc modo posito « — 2, binarius inter residua repe- 
rietur, quoties divisor formae 69 + 1 fuerit numerus hujus seriei: 

31, #3, 109, 127, 157, 223, 229, 277, 283, 307, 397, 433, #39, 457, #99, 601, 643, 691, 727, 
733, 739, 811, 919, 997, 1021, 1051, 1069, 1093, etc. 

406. Si ergo sit 6n-- 1 talis numerus, tam 2 quam 2? erit residuum; tum 2*^— 1 per eum 
erit divisibilis, ideoque vel 2^— 1, vel 2"-4- 1. At si 6n-1- 1 fuerit. vel formae 8m -«- 1, vel 
8m -1- 7, hoc est vel n— n, vel n — n --1, tum etiam 2*^— 1 per 6n+ 1 est divisibile; 
unde patet his casibus, quibus n vel km, vel &m 4- 1, fore 2"— 1 per 6n+ 1 divisibile; casibus 
autem, quibus n est vel 3m +2, vel 4m -4- 3, non 2^— 1, sed 2’+1 per 6n 3- 1 divisibile erit. 


#07. Ita superiores numeros huc transferendo 


per divisibile est per divisibile est 

34 ; 2!" —— 1 et 25 — 1 499 2166 1 et 3*5 + 1 
43 211 « 27 +1 601 200 4 q 21001 
109 256 1 « 91:5... 1 643 2 a 21975 1 
127 : 22 —1 « 271 1 691 2230 .4 « 211541 
157 252 1 « 264 4 727 224 « 2121 _4 
223 Q'* —1.« 297 1 133 Q1 14 « 2123 1 
229 276 — 1 « 2%+ 1 139 2249. 14 « 2134 1 
271 Q9? — 4 u 2" +1 811 240 4 a 2155, 1 
283 9" —1 « 2-1 919 2306 4 q 2155 1 
307 21024 4 9514.4 997 9552.4 q« 2164 1 
397 2181 4 à 264 | 1021 28401 « 21705 | 
433 21444 « 2 1 1051 250 4 « 217545 4 
339 9116. 4 « 9'"5— 1 1069 286 _4  9175.,. 4 
457 27 1 « 27— 1 1093 23644 « 213 4 


408. Si hos divisores, quibus binarius pro residuo convenit, attentius perpendamus, observa- 
bimus eos oinnes resultare ex hac forma 27pp-1- qq, quoties ea fuerit numerus primus; verum hanc 
observationem demonstratione confirmare nondum licet. 

409. Si cos divisores primos formae 6q-1- 1 quaeramus, quibus inter residua 3 conveniat, 
eos reperiemus: 
61, 67, 73, 103, 193, 307, 367, #39, 577, 1021, etc. 
qui, si conjecturae locum relinquamus, in forma 3pp + qq continentur, si fuerit vel p — 9n, vel 
p € q == Ju. | 

410. Ii autem divisores primi formae 69 -+ 1, qui in residuis cuborum habent 5, reperiuntur 
ex forma a5-t- 5y*, cujus divisores esse debent 13, 67, 127, 181, 199, 241, &87, 739, etc., quos 
in forma 3pp-i-qq sub his conditionibus contineri observamus: 1) si p — f5n, 2) si p — 3m et 
q— 3n, 3) si p&g=15n et 4) si p + 2q — 15n. 
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&11. Si inter residua occurrere debeat 6, divisores reperiuntur 
7, 37, 139, 163, 181, 2&1, 307, 337, 349, 379, 631, 727, 151, 997, etc. 
qui in forma 3pp <+- qq contineri deprehenduntur, si fuerit vel p — 9n, vel 2p q.— 9n. Harum 
autem observationum veritas tantum conjecturae innititur, neque inductione ulterius commode pro- 
gredi licet. (*) 





Caput XE. 
De residuis, ex divisione biquadratoram per numeros primos ortis. 


412. Si divisor primus sit d, quod residuum a biquadrato a* relinquitur, idem non solum a 
biquadratis (d + a)*, (2d + a)*, etc., sed etiam a (d — a)* reliriquitur, unde si d — 2p 3- t, plura 
quam p residua diversa resultare nequeunt. 

413. Si residua sint 1, e, 9, y, à, etc., quorum multitudo major esse nequit quam p, in iis 
occurrent omnia biquadrata, ad minimam scilicet formam reducta, quae insuper hac gaudebunt pro- 
prietate, ut producta ex binis in iisdem reperiantur. 


41%. Haec ergo residua nascuntur ex biquadratis 1, 16, 81, 256,...p*, quae utrum pro dato 
divisore primo 2p -4- 1 omnia inter se futura sint diversa, nec ne? diligentius inquiri convenit. 

#15. Ac primo quidem patet, si unum bis occurrat, scilicet ex biquadratis a* et b*, tum ob 
b* — a* per d —2p--1 divisibile, fieri poterit b — md -- na, unde et n*a'— a* erit. divisibile, 
sicque etiam n* — 1. Tum ergo quoque c* et n*c* paria producent residua, singulaque residua bis 
occurrent. - 

416. Si ergo d sit divisor formulae 5b*— a’, sumtis a et b minoribus quam id,’ ideoque 
formulae b*-i-a*, quia neque b—4a, neque b-+-a per eum divisibile esse potest, tum singula residua 
bis occurrent. Contra vero, si non sit factor talis formae b*-1- a”, omnia residua erunt diversa. 

417. At per $ 279 omnes divisores primi formae bb+-aa in forma &q--1 continentur, quare 
si divisor propositus fuerit formae 4q — 1, ex divisione biquadratorum certe 2g— 1 diversa residua 
emergunt, totidemque habebuntur non-residua, neque plura. Quos casus primum evolvamus. 

418. Sit ergo divisor primus &q — 1 , et residua diversa ex biquadratis oriunda 1, a, 6, y, à, etc., 
quorum numerus erit 2q — 1, non-residua autem sint A, B, C, D, etc. totidem numero. Ac primo 
patet, si 4 fuerit non-residuum, etiam Aa, 48, Ay fore non-residua. Si enim da* esset residuum, 
ex biquadrato b* ortum, foret b* — 4a* per d divisibile. At est b —ma-t-nd, unde et m*a* — Aa“, 
ideoque m*— A esset divisibile per d, et m* relinqueret 4, contra hypothesin. 

#19. Haec proprietas adeo ad omnes divisores extenditur, ita ut semper productum ex residuo 
in non-residuum sit non-residuum. At productum ex duobus non-residuis, #B, si quidem divisor 
primus sit #q — 1, certe est residuum; si enim esset non-residuum, conveniret cum termino Aa*, 
ita ut da'— AB, ac propterea a*— B per d esset divisibile, contra hypothesin. 


(*) Script. ad marg. Ut 7 sit residuum divisorque 3pp-1- qq, debet esse vel p—3m et q— 7n, vel p-t q—21n, 
vel kp q—7n, vel p—21m, vel p+2q—"7n. — Ut 10 sit residuum, pro divisore 3pp-1-qq debet esse 
vel pz5n5, vel q—5^. 
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420. Hoc ergo casu, quo divisor est — &q — 1, residua biquadratorum eadem praedita sunt 
proprietate, atque residua quadratorum, quin etiam cum iis plane convenirent pro eodem divisore. 
Omnia enim residua biquadratorum in residuis quadratorum continentur, et cnm multitudine sint 
paria, prorsus eadem sint necesse est, unde hic de residuis et non residuis eadem valent, quae 
supra exposuimus. 

&21. Sit jam divisor primus &q + 1, et residua 1, «, 9, y, Ó, etc. omnia hanc habent pro- 
prietatem, ut o?— 1 divisibile sit per &q-1- 1. Haec quidem residua etiam continebuntur in resi- 
duis quadratorum pro eodem divisore &q-1- 1; at vicissim, non omnia residua quadratorum simul sunt 
residua biquadra'orum, quod ita ostenditur. | 

422. Quodvis residuum quadratorum per x^ potest repraesentari, quod si esset residuum biqua- 
dratorum, foret 2??— 1 divisibile per &q-1- 1, denotante z numerum quemcunque minorem divisore; 
nempe 1*7— 1, 2?7— 1, 3!7— 1, &17— 1,....(29)'7— 1 dividi possent per #g +1, quod eum 
fieri nequeat, non omnia quadrata in residuis biquadratorum occurrunt. 

423. Si z^ in residuis biquadratorum non occurrat, ibidem non occurrent quoque ax’, 8x”, 
yc*, Óx*, etc., quae cum sint residua quadratorum, patet in residuis quadratorum, quorum multitudo 
est 2g, tot ad minimum esse non-residua biquadratorum, quot fuerint residua biquadratorum ; unde 
patet multitudinem residuorum biquadratorum vel esse —q, vel adhuc minorem, quod posterius 
autem fieri nequit. 

42%. Quo haec facilius evolvere liceat, divisores simpliciores formae kq +- 1 examinemus, et 
tam residua quam non-residua biquadratorum consideremus: 


pro divisore 5 13 17 29 
residua 1 1, 3, 9 1, b, 13, 16 1, 16, 23, 24, 20, 7, 25 
2 2, 6 5 3, 12, 5, 1^ 2, 3, 17, 19, 11, 15, 21 
non-residua s 4, 12, 10 9, 2, 15, 8 &, 6, 5, 9, 22, 28, 13 
3 8, 11, 7 10, 6, 11, 8, 12, 10, 18, 15, 27, 26 
pro divisore | 37 
residua f, 16, 9, 12, 33, 10, 26, 34, 7 
2, 32, 14, 31, 29, 15, 2%, 20, 18 
non- residua 4, 27, 28, 25, 21, 30, 11, 3, 36 
8, 17, 19, 13, 5, 23, 22, 6, 35. 


425. Ex his exemplis videmus numerum residuorum esse =g, quem jam demonstravinrus 
majorem esse non posse. Non-residuorum numerus triplo est major, quae in ternas classes distinximus, 
cum cujusvis classis numeri peculiaribus proprietatibus gaudeant. 

426. Has tres classes commodissime ita constituere licet: cum dentur quadrata in residuis non 
occurrentia, sit «x tale quadratum; et certum est peque ©, neque c^ in residuis reperire posse. Si 
ergo residua sint 1, a, 8, y, Ô, e, etc. ternae non-residuorum classes erunt: 

Ll «x, ax, Ba, ya, Óc, ete. 
Il. x? «x?, Aa”, ya, da”, etc. 
HI. æ°, au’, Bx°, ya’, 0a*, etc. 
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427. Quaevis classis tot continet terminos quot sunt residua, et omnes termini harum classium 
sunt a se invicem diversi. Ejusdem quidem classis termini manifesto sunt diversi; diversitas autem 
terminorum in diversis classibus ita ostendetur. | 

428. Si ox aequivaleret ipsi 8x”, foret 8x°— «x, ideoque Bx—« per #q—+-1 divisibile, unde 
cum « sit residuum, 6x quoque esset residuum ipsi aequivalens, quod esset absurdum. Simili modo 
si ax, vel oz? conveniret cum z^, foret vel « — (x^, vel a — 8x divisibile per 5g -1- 1, ideoque 
fe^, vel Ax in residua transiret, contra hypothesin. | | 

#29. Hinc si numerus residuorum sit — n, numerus non-residuorum erit 3n, vel saltem non 
erit minor quam 3a. Ac si in tribus memoratis classibus omnia non-residua contineantur, necesse 
est sit multitudo tam residuorum quam non-residuorum junctim sumta — ^q, ideoque n — q. 

#30. His classibus ita ut fecimus dispositis, manifestum est producta ex binis non-residuis tam 
primae quam tertiae classis in classe secunda contineri; deinde vero producta vel ex binis terminis 
secundae classis, vel ex termino primae in terminum tertiae in ordinem residuorum transgredi. 
Productum autem ex termino primae in terminum secundae classis reperitur in tertia classi, at pro- 
ductum ex secunda classe in tertiam reperitur in prima. 

431. Hinc intelligitur neque in prima, neque in tertia classe numerum quadratum locum habere 
posse, quoniam is in se ipsum ductus foret residuum. Sola ergo secunda classis continet quadrata, 


et quoniam residua etiam ut quadrata spectari possunt, multitudo omnium quadratorum est — 2m. 


.&38. Si secunda classis cum residuis omnia quadrata complectatur, quae ut residua diversa 
respectu divisoris #q-+-1 spectari possunt, quorumque numerus est —2q, ut in residuis quadratorum 
vidimus, ob 2n — 2q, ideoque *n — kq, omnes numeri ipso divisore minores habentur, neque ulla 
dabuntur non-residua in nostris tribus classibus non contenta, eritque n — q. 


433. ‘Si ergo quis dubitet, an in nostris tribus non-residuorum classibus omnes occurrant 
numeri, qui non sint residua, hoc dubium tolletur, si ostendamus nullum dari quadratum non- 
residuum, quod non in secunda classe contineatur. Si enim yy esset tale quadratum, inde statim 
tres novae classes non-residuorum emergerent, foretque jam numerus non-residuorum — 6n, ac si 
nunc non-residua essent completa, foret 7n — &q. 


43%. "Verum quod tale quadratum yy, tres novas classes non-residuorum post se trahens, non 
detur, ita ostenditur: Sint tres classes ex tali quadrato oriundae et prioribus adjiciendae 


IV. y, oy, By, yy, etc. V. y, ay', Ay’, yy, etc. VI. y5, ay', 8y*, yy?, etc, 


quarum singulae n terminos continebunt, ac duos casus examinari oportet, alterum quo ay esset 
residuum, alterum quo esset non -residuum. 


435. Sit æy residuum, atque omnes termini classis quartae per x multiplicati, scilicet ay, 
exy, By, yay, etc. numero a, erunt residua. Verum etiam omnes termini classis tertiae per c 
multiplicati, scilicet z*, ax‘, /z', yz', etc. sunt residua totidem numero, atque ab illis diversa; 
nam si exy et 6x* convenirent, foret «y — Az? divisibile per divisorem, et «y caderet in classem 
tertiam, contra hypothesin. Prodirent ergo 2n residua diversa; quod cum sit absurdum, fieri nequit 
ut xy sit residuum. 
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436. Remoto ergo casu, quo ay est residuum, ponamus ay esse non-residuum, et cum in 
sex -classibus omnia non-residua comprehendantur, in una earum ay occurrere deberet; sive autem 
ponamus ay ipsi ax, sive ax’, sive ax’, sive cy, sive «y^, sive ay” aequivalere, sequeretur 
absurdum, dum y vel esset residuum, vel in classem I, vel II non-residuorum caderet, vel etiam x 
esset residuum, vel in classem IV, vel V caderet. | 


#37. Cum igitur sex classes non- residuorum admitti nequeant, vel tantum tres sunt constituendae, 
quod volumus, vel plures quam sex. Quod posterius eveniret, si nondum omnia quadrata non-residua 
in classe II et V occurrerent. Sit ergo zz non-residuum in neutra harum classium contentum, et 
ex eo resultabunt tres novae classes, singulae n terminis constantes: 


VIL z, oz, 8z, etc. VIIL. 2°, oz?, 8z?, etc. IX. z?, oz?, 82°, etc. 


438. Nunc vero, ut $ 435 ostendetur, neque xy, neque xz, neque yz esse posse residuum, quia 
inde plura residua, quam revera sunt, sequerentur. Deinde si xy in quapiam sex primorum classium 
contineretur, eadem incommoda orirentur, quae ante; ex quo ay in quapiam trium postremarum 
classium esse deberet. Videamus ergo, num zy ipsi ez aequivalere posset. 


#39. At si ay ipsi oz aequivaleret, az, quia certe est non-residuum, vel ipsi Sy, vel Er}, 
vel 8y° aequivaleret; quare cum. zy — az et az — Ay’, denotante » vel I, vel 2, vel 3, essent 
divisibilia per hg -+-1, foret z (zy — az) — y (zz — Ay”), hoc est 8y”*'— az” quoque divisibile, 
sicque «a2? aequivaleret ipsi y" ^*!, ideoque in alia classe contineretur, quod aeque esset absurdum. 

440. Sic igitur demonstratum est, si divisor primus fuerit &g-1-1, residua diversa biquadratorum 
fore numero — q, neque plura, neque pauciora, non-residua autem tribus classibus comprehendi, 
quarum quaelibet constet q terminis. 

' A1. Quare cum residua diversa ex biquadratis 1, 2*, 3*, #*,...16g*, quorum multitudo est 
— 2q, oriantur, bina debent esse aequalia. Hinc si a sit numerus quicunque minor quam 2q, 
dabitur semper alius b, et quidem unicus pariter non major quam 2q, ut b* et a* aequalia relinquant 
residua, seu ut b*— a” per Ag + 1 sit divisibile. | 

442. Cum autem tam b — a quam b + a minus sit quam ^q + f, erit bb + aa per kg +1 
divisibile. Linc proposito numero primo #q+ 1, semper summa duorum quadratorum aa +- bb per 
eum divisibilis exhiberi potest, ita ut neutra radix superet 2q, et quidem alterum quadratum pro 
lubitu assumi potest. | 

443. Supra autem jam ostendimus summam duorum quadratorum aa + bb inter se primorum, 
praeter binarium alios divisores primos non admittere, nisi formae 4n + 1. Unde concludi posse 
videtur, omnes numeros primos formae *q--1 ipsos esse summas duorum quadratorum, certe autem 
vel 2(4g+ 1), vel 5(kg—+ 1), vel 13 (Ay -- 1) ete. erit summa duorum: quadratorum. 

444. Etsi jam evictum est, plura duobus biquadratis, quorum radices 2g non excedant, non 
dari, idem residuum relinquentes, tamen hoc etiam seorsim demonstrari potest. Sint enim tres numeri 
a, b, c, non excedentes 2g, ut tam aa 4- bb, quam aa-+ cc et bb -- cc per àq-- 1 essent divisi- 
bilia, atque etiam differentiae aa — cc, aa — bb, bb — cc forent divisibiles. At cum neque a — c, 


neque ac per &q-1- 1 dividi possit, productum quoque aa — cc dividi non poterit. 


LL _ Li 
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445. Nova ergo ratione demonstravimus, si divisor primus sit &q-31- 1, multitudinem residuorum 
diversorum ex biquadratis oriundorum esse — q, neque minorem esse posse; unde non-residuorum 
multitudo erit 3g, in ternas classes supra memoratas distinguenda. 

. M6. Residua ergo biquadratorum, quae sint 1, o, 8, y, Ô, etc. ex divisore primo &q34- 1 
oriunda, hanc habent proprietatem, ut @ — 1, /97— 1, y?—1, etc. per eum numerum primum 
kg +1 divisionem admittant. Utrum autem omnia residua huic proprietati refragentur, nec ne? 
videndum est. 

447. Sit cx non-residuum, et a atque x” pariter erunt non-residua. Jam si (zc)? — 1, seu 
x — 1 esset divisibile per &q + 1, omnes termini ax?, Sa*, yx”, etc. eadem proprietate gauderent, 
qua cum per se gaudeant ipsa residua, omoia quadrata ab 1 usque ad ^4qq eadem proprietate 
essent praedita. 

448. Omnibus ergo numeris ab 1 usque ad 2g ista conveniret proprietas, ut eorum potestates 
exponentis 2g, per Ag -+1 divisae, unitatem relinquerent; sicque omnes differentiae inter binos 
terminos hujus seriei 1, 2?7, 3*7, 4*7... .(29)'7 per &q-1-1 essent divisibiles, quod autem absurdum . 
esse jam supra ostensum est. | | | 

449. Hisce conficitur id, quod erat propositum,.scilicet si quadratum zx fuerit non-residuum, 
tum z*7— 1 certe non esse divisibile per &9-1- 1. Muko minus autem, cum a et x? etiam sint non- 
residua, hae formulae xz?— 1, vel =°’— 1 divisibiles erunt per 5q-1- 1, unde patet si a?— 1 


divisionem admittat per #qg + 1, tum numerum a necessario inter biquadratorum residua reperiri. 


450. Quando ergo potestas a?, per numerum primum 49 +1 divisa, unitatem relinquit, tum 
4 





emnia residua, ex serie potestatum 1, a, a?, a?, a*, elc. orta, in nostris residuis biquadratorum con- 


tinebuntur, Et vicissim, si a non sit residuum biquadratorum, formula a?— 1 certe non erit divi- 
sibilis per &q-- 1. 

451. Si q sit numerus impar, inter residua non occurret numerus — 1, vel 5g, quia 
(— 1)7— 1 certe per &q-i- 1 dividi nequit. Hoc ergo casu, si residua sint 1, «, 8, y, à, ete. 
eorum negativa — 1, — a, — 9, — y, etc., seu kg, kq—+— 1 — a, 5q313- 1—08, hq--1— y, etc. 
certe inter non-residua reperientur. m | 

#52. Hinc sequitur, si q sit numerus impar, non dari duo biquadrata a* et b*, quorum summa 
a*-i- b^ esset per numerum 5q--1 divisibilis. Si enim residuum ipsi a* conveniens esset «, alterius 
b* esset — «, quod autem fieri non posse modo ostendimus. 

453. Contra autem, si q sit numerus par, inter residua biquadratorum certe occurrit — 1, si . 
enim esset non-residuum, non esset (— 1)’— 1 per ig -+ 1 divisibile. Cum igitur sit divisibile, 
patet propositum, scilicet inter residua biquadratorum simul singulorum negativa, seu complementa 
contineri. . 

45%. Si ergo q sit numerus par et 5hq-1- 1 numerus primus, seu si 8g -4- 1 sit numerus 
primus, proposito quocunque biquadrato a*, aliud dabitur 5*, ita ut eerum summa a*-— b* sit per 
8q-3- 1 divisibilis. Ita dato numero a, semper inveniri potest numerus x, ut biquadratorum summa 
a+ x* divisibilis sit per 17, vel &1, vel 73, vel 89, vel 97, etc. 


-—— — —À {0 on 
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455. Contra autem, nulla dabitur duorum biquadratorum summa, quae esset divisibilis per 
ullum numerum primum hujus seriei 5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, etc.; multo vero minus per 
ullun numerum primum formae &q — 1, quia ne summa duorum quidem quadratorum per talem 
numerum est divisibilis. 


456. Summa ergo duorum biquadratorum inter se primorum, praeter binarium, alios divisores 
habere nequit, nisi qui contineantur in forma 8q-1- 1, ita est: 


{+ 2'— 17 Qi 3197 1 51 881 74 8'— 73.89 
1-e 3— 2.4 2 + 5:— 61 &* -4- 7° — 2657 7'+ 9'— 9. 4581 
1+ &'— 257 2, 7*— 2417 &*-4- 951— 17. 01. 7*-10'— 19401 
(+ 5*— 2.313 24, 9!— 6577 5'2-6'— 17.143 $8'a- 9'— 10657 
{+ 6*— 1297 3*-- M— 337 51 4- 7*— 2.17.89 9*-4-10'— 16511. 
1 + 7—= 2.1201 3'’+- 5'— 2,353 51 + 8! — 4721 

1 + 8'— 17.241 3’ + 71— 2.17.73 5'4-9'— 2.3593 

A+ 9—2.17.193 3*'a- 8'— M77. 6'2- 7 — 3697 

1 + 10*— 73.137 32-10! — 2.17.593 


457. Si jam quaeratur, quibus divisoribus binarius in residuis reperiatur, id quidem in casibus 
evolutis 424 nusquam evenit. At ubi 2 occurrit, ibi etiam 2« occurrit; ideoque divisor #q<+- 1 
factor esse debet talis numeri a*— 2b*, seu 2b*— a*; unde concluduntur hi divisores: | 

73, 89, 113, 233, 281, 333, 593, 617, 937, 1249, 1889, 2273, 2393, #177, 
1721, 4801, 6529, etc., | 


qui numeri in forma 64pp + qq contenti videntur. (*) 


458. Numeri autem in formula 6%pp + qq contenti sunt: 


73, 89, 113, 233, 957, 981, 337, 353, 577, 593, 601, 617, 881, 937, 1033, 1049, 
1097, 1153, 1193, 1201, 1249, etc., 
ubi cum omnes praecedentes occurrant, et reliqui quaesito satisfaciant, nihil est, quod de veritate 
conjecturae dubitemus, et cum ommes hi numeri sint formae &n +1, in residuis tan — 2 quam 
+- 2 reperietur. 

&59. Omnes divisores primos formae #q-+ 1 usque ad 101 examinando, inter residua semper 
occurrit numerus g, ita ut esset 9’—1 divisibile per &q-1- 1, quod si generatim esset verum, simul 
inter residua forent numeri q, q?, q*, 16g, 81q, 256g, 16qq, 8igg, hincque — ^, q— 20, 
— 64, — 5q. ° 

460. Haec observatio per supra $ 389 allatam confirmatur, ubi animadvertimus numerum 2 


inter residua quadratorum esse, si divisor primus sit formae 8p + I, esse autem non-residuum, 


(*) Script. ad marg. Ut 3 sit residuum, divisor esse debet pp-+gg. ut sit vel p—12m, vel p=3(2m-+1) 
el q—4n-1-2. Ut 5 sit residuum, divisor fit = 100pp-+ gg. 
L. Æuleri Op posthume. T. 1, | 8 
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si divisor sit formae 8p-—5, quare 2'^—1 est divisibile per 8p-i- 1, at 2*^ ** — 1 non est divisibile 
per 8p -4- 5, quare cum 2°°**_— 1 sit divisibile, necesse est sit 2'^7*?-1- 1 per 8p+ 5 divisibile. 

#61. Hinc cum forma *q-3-1 ad 8p-1 redeat, si q sit numerus par, hoc casu 2*7— 1, 
seu &7— 1 per 4q-+-1 est divisibile, ideoque numerus #, ejusque etiam negativum — & inter 
residua biquadratorum reperiri debet. At si q sit numerus impar, quo casu kg + 1 ad 8p +5 
redit, erit 2?7-1- 1, seu &?-1- 1, vel quod eodem redit (— ^)" — 1 per *q-- 1 divisibile; ita ut 
etiam hoc casu — # inter residua biquadratorum occurrere debeat. 

462. Pro divisore ergo primo 4q-+-1, sive q sit numerus par, sive impar, in residuis 
biquadratorum semper reperitur — &, unde cum ob 1 etiam — Ag adsit, quoque q adesse debet, 


sicque altera observatio per alteram confirmatur. 





Caput XII. 


De residuis, ex divisione surdesolidorum per numeros primos ortis. 


463. Si divisor sit d, et a* relinquat o, tum (d — a)° relinquet — o, sicque omnia residua 
. nascentur ex his potestatibus 1, 2°, 3°, #°,..(d — 1)’, quae si omnia fuerint diversa, eorum nu- 
merus est — d — 1. | 

&6h. Sint 1, «, 9, y, etc. omnia residua diversa, et in iis occurrent producta ex binis; quin 
etiam si quod productum mn ibi adsit cum altero factore m, etiam alter n aderit. Nam si ma 
nascatur ex a’, et m ex b", ex nb° nascetur etiam mn, eritque a'— nb* divisibile per d. At fieri 
potest a — fb + gd, ideoquo a* idem relinquit residuum, quod f*b", sic cum f*b*— nb*, ac 
propterea f^ — n divisibile sit per d, ín residuis erit n. 

465. Si in residuis est a, ibi erunt quoque a”, a’, a*, sed a* quidem semper inest. Hinc 
vicissim, si in residuis sit a*, ibidem quoque erit a*— a°:a*; et ob a* quoque residuum, erit etiam 
a residuum. Ergo quaecunque potestas a" (dum n non fuerit multiplum quinarii) fuerit residuum, 
ejus omnes potestates a, a^, a”, etc. erunt simul residua. | 

466. Sit m multitudo residuorum 1, «, 9, y, à, etc. pro divisore primo 2q-- 1, et si omnes 
numeri divisore minores in residuis occurrant, erit m — 2q, ac tales quidem casus dari mox patebit. 

467. Si fuerit m < 2g, dabitur numerus non-residuum, cujusmodi sit 4, hincque primo non- 
residua erunt 4, da, 43, etc. numero m; tum vero quia 4#?, 4°, 4* sunt non-residua, ex quoque 
m nova óbtinentur, ita ut unum non-residuum A involvat quatuor classes non-residuoram | 

I. 4, Au, AB, Ay, etc. Il. 4, Aa, 4*9, A’y, etc. 

Il. 4, Pa, 4*8, 4*», etc. IV. 4°, Aa, 4*8, A'y, etc. 
| 468. Statim ergo atque unum non-residuum habetur, simul oriuntur &z non-residua, quae 
si fuerint omnia, necesse est ut sit m-i- hm — 2g, ideoque 5m —2q et m—#, nisi ergo q 
multiplum quinarii, non-residua adesse nequeunt. 

469. At si praeter quatuor classes novum daretur non-residuum P7, ex eo denuo quatuor 


classes orirentur: _ 
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V. B, Ba, B9, By, etc. . WI. B*, B°a, B°8, B’y, etc. 
VI. B*, B*o, B*8, B*», etc. . VIE B*, B'a, B*86, B*», etc. 


Jam sive JB dicatur esse residuum, sive non-residuum, absurdum sequitur; unde omma hon-residua, 
si quidem dantur, a quatuor prioribus classibus exhauriri necesse est. 


470. Certum ergo est, quoties in divisore primo 2q-1- 1 numerus q non fuerit multiplum quinarii, 
toties omnes numeros in residuis occurrere, eorumque multitudinem esse — 2q. Neque ergo dantur 
duo numeri a et b, minores quam 2q -1- 1, ut a' — b* esset per 2q + 1 divisibile; hincque etiam 
a* + a! b + aabb + ab* -1— b* per nullum numerum primum 2q+- 1 dividi potest, in quo q non sit 
multiplum quinarii. 

M71. Omnes ergo divisores primi numerorum hujus formae a*+- a°b-+ a*b?+ ab’-+- b^, seu 
hujus a'— b^, excluso divisore a—b, in hac formula 10p-+1 continentur, iique numeri nullo modo 
dividi poterunt per ullum numerum in aliqua harum formularum 10p +3, 10p- 7 et 10p -4- 9 
contentum. 


&72. At si divisor primus sit 10p-4- 1, non omnes numeri in ordine residuorum occurrent, 
si enim omnes occurrerent, foret z'^— 1 semper divisibile per 10p-i- 1, quicquid fuerit æ, seu 
differentiae omnium harum potestatum 1, 2%, 3%, ##....(2p+1)* per 10p+-1 essent divisibiles, 
cujus absurditas jam supra est ostensa. 

#73. Quare si divisor primus sit 10p + 1, numerus residuorum diversorum tantum est — 2p, 
et 8p habebuntur non-residua, unde semper quini dabuntur numeri ipso 10p-i- 1 minores, a, b, c, 
d, e, quorum potestates quintae paria producunt residua. 


&7*. Scilicet proposito numero quocunque a, quatuor semper assignari possunt alii b, c, d, e, 


singuli divisere 10p -- 1 minores, ut per eum divisibiles sint 


hi numeri 8c propterea isti quoque 

b, — a’ b* + ab? + a* 5? + a* b + a* 
c! — a’ c* -1- ac? + a? c? + a? c + a* 
d* — a* d'+ ad°+ a? d? 4- ad+- a* 
e* — a’ e* + ae? + ae? + a* e + a". 


'Haec eadem demonstratio ad praecedentes potestates accommodari potest. 


&75. Differentiae crgo etiam harum primae, a tribus sequentibus, per eundem divisorem dividi 
poterunt: hae autem differentiae, cum sint divisibiles per b — c, b — d, b — e, abeunt in has 
b5+ b? c + bc? + c*4- ab^ + abc + ac? + a* b + a? c + a”, 
b? -— U^ d + bd + d'+ ab? -— abd + ad? + ab + a* d -- a”, 
b*4- b*e +be + + ab? 4- abe -- ae? + a* b + a^ e + a*, 
476. Potro vero harum differentias, sigillatim per c — d et c—e divisas, etiam per 10p+-1 


divisibiles esse oportet, quae sunt: 
+ 
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+ cd + + bc -— bd + b* + ac + ad + ab + aà, 
+ ce + + be + be + b? + ac + ae + ab + a, 
harumque denuo differentia, quae per d — e divisa est, 
e+d+c+b+a. 

477. Hinc apparet quinos numeros a, b, c, d, e, quorum potestates quintae, per numerum 

primum 10p 4-1 divisae, paria relinquunt residua, ita esse comparatos, ut eorum summa 
a+b+c+d+e 

etiam per eundem sit divisibilis Cum autem singuli minores sint quam 10p+ 1, eorum summa 

est vel 10p -i- 1, vel 2 (10p+ 1), vel 3(10p - 1), vel & (10p + 1). 

M78. Cum numeros negativos etiam ut residua spectare liceat, haec summa a-- b-4- c-i- d 4-e 
ut nihilo aequalis considerari potest, unde datis quatuor a, b, c, d, quintus sponte datur, scilicet 
e — — a —b— c— d, qui cum sit unicus, patet plures quam quinque non dari. 

479. En ergo novam demonstrationem, quod numerus residuorum diversorum pro quocunque divi- 
sore primo 2q<+-1 sit vel — 24, vel -#, et quod prius quidem semper eveniat, si q non sit mul- 
tiplum quinarii, posterius semper, si fuerit q— 5p. Priori casu omnes numeri divisore minores sunt 
residua, posteriori tantum quinta eorum pars. | 

480. Posito igitur divisore primo 10p + 1, multitudo residuorum diversorum est — 2p, inter 
quae cujusvis residui negativum quoque occurrit, ex quo eorum multitudo est par. Tum vero idem 
residuum quinque potestatibus diversis, quarum radices sint divisore minores, convenit, quas notasse 
juvabit. | 

481. Tales divisores cum sint 1t, 31, #1, 61, 7t, 101, etc. consideremus primo divisorem 


10p +- 1 — 11, quo fit p— t: 


Residua ex potestatibus Classes non-residuorum 
I. IL. HI. IV. 

t 15, 35 gs, 55, 9 2 k 8 5 
10 2°, 6”, T, 8, 10° 9 7 3 € 


482. Sit divisor A0p<+- { — 31 et p — 3, habebimus 


Residua ex potestatibus Classes non-residuorum 
| L oH. UL IN. 

4 15, 2°, 4. 8°, 16° 3 . 8 16 

9 7°, 19 19', 25°, .28° 10 ) 20 9 18 

26 35, 6%, 195 17', 9M 21 11 22 13 

6 115, 13°, 21°, 925 26* 12 2%: 17 3 

25 5°, 9°, 10°, 18°, 20° 19 1 1^ 28 
30 15*, 23", 27°, 29°, 30° | 29 27 23 15 


483. Sit divisor primus 10p + 1 — #1, ideoque p — *, erunt 
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Residua ex potestatibus Classes non-residuorum 
L IL II. IV. 

í 1°, 10', 16°, 18°, 37 2 . 8 16 

40 M, 23°, 25°, 31°, 40° 39 37 33 25 

3 11°, 12°, 28°, 34°, 38° 6 12 24 7 

38 3' 7%, 13°, 29°, 30° 35 29 17 3% 

9 55, 8°, 9°, 21°, 39° 18 36 31 21 

32 2°, 20°, 32°, 33°, 36° 23 5 10 20 
41 15°, 22°, 24°, 27°, 35° 28 15 30 19 
27 65, 155 175, 195, 26° 13 26 11 22 


484. Sit divisor primus 10p + 1 — 61 et p — 6, erunt 


Residua ex potestatibus Classes non-residuorum 
L IT. HL IV. 

i 1°, 9°, 20°, 34°, 58° . 2 . 8 16 
60 35, 27°, 515, 52°, 60° 59 57 953 55 
13 12°, 25°, 52%, 57%, 57° 26 52 43 25 
48 M, 1595, 19°, 36°, 49° 35 9 18 36 
th 5°, 39°, 45°, 56°, 48° 28 56 51 ^ 
47 13°, 15°, 16°, 22°, 56° 33 5 10 20 
11 8°, 11°, 28', 37‘, 38° 22 Au 27 54 
50 23°, 24°, 33°, 50°, 53° 39 17 3% 7 
21 10°, 17°, 29°, 31°, 35° 42 | 23 6 31 
40 26°, 30°, 32°, %h°, 51° 19 38 15 30 
29 6°, 21°, 43°, 5h°, 59° 58 55 49 37 
32 25, 7%, 18°, 40°, 55° 3 6 12 2% 


485. Proposito ergo quocunque divisore primo formae 10p-+-1, dabitur numerus a, ut a* —1 
per eum sit divisibilis, quam proprietatem quoque habebunt numeri a*, a*, a*, quorum potestates 
quintae etiam unitatem relinquunt. Sequentes termini a*, a*, etc. ab his non suut diversi, cum sit 
a*— n(t0p+ 1) 2- 1, sicque a* ipsi 1, a* ipsi a, a’ ipsi a* etc. aequivaleat. 

486. Cum quinque numeri, quorum potestates quintae per 10p-+1 divisae unitatem relinquunt, 
ita repraesentari queant 1, a, a’, a’, a*, si 0° det residuum «, quinque habebuntur numeri b, ab, 
a?b, a*b, a*b, quorum potestates quintae, per 10p + 1 divisae, idem relinquunt residuum «. 

487. Quia idem ad altiores potestates extendi potest, proposito quocunque numero primo 
mn +- 1, semper dabitur numerus a, ut a"— 1 per eum sit divisibile; ejusque potestates omnes 
eadem pracditae erunt proprietate. Erit autem a minor quam divisor ma-1-1, talesque numeri 
diversi tot, quot m continet unitates, exhiberi possunt. 

488. Proposito porro divisore primo mn-+-1, si per eum potestates 1”, 2", 3”, V^, etc. 
dividantur, usque ad (ma)", plura residua diversa non relinquentur, quam n, ideoque dabuntur 


(m — 1) n numeri divisore minores, qui non suut residua. 
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489. Si post unitatem « sit minimus numerus, cujus potestas a", per mn--1 divisa, unitatem 
relinquat, cujusmodi numerus semper datur et quidem unicus; tum si potestas b" relinquat a, 
omnium horum numerorum 5, ab, a*b, a?6...a" ^ !b, quorum multitudo est —m, potestates expo- 
nentis m idem residuum o relinquent. 


490. Si m—2, minima potestas a*, quae per numerum primum 2a + 1 divisa, relinquit 
unitatem, est ut sequitur 


2n + 1 n a 
3 1 2? 
9 2 jt 
7 E e 
e 11 5 10? 


et ita porro; hoc erge casu semper est a — 2n. 


91. Si m — 3, potestates a*, quae per 3n +1 divisae, unitatem relinquunt, sunt 


35 -1-1 4 potestates 3n-34- 1 n potestates 
7 2 15, 2%, a! 61 20 Ü, 135, 47° 
13 4 15, 3%, 9° 67 22 15, 29%, 37° 
19 6 15, 7, 11° 73 2 15, 8°, 6%° 
31 10 15, 55 955 79 26 15, 23°, 55° 
37 12 15, 105, 26° 97 32 15%, 35%, 61° 
43 1^ 1*, 6°, 36° 103 Jh 1?, 56°, 56°. 


&92. Sit m — h et potestates a*, quae per kn-+ 1 divisae, relinquunt unitatem, sunt 


2-1 " potestates | ln +1 n potestates 

5 1 1*, 2*5 a5 3 53 13 1‘, 235, 524 30! 
13 3 1, 5, 1425 8: 61 15 1%, 11°, 60‘, 50° 
17 4 a, R5 16°, 13° 73 18 1, 27°, 72 AG! 
29 7 1*5, 121, 9284 17° 89 22 14, 345, 885, 55! 
37 9 1*, 6% 36% 31: 97 2k 1*, 29*. 96*, 75! 
e 10 1*5, 9 30%, 32* 101 25 1*5, 105, 100*, 91* 


493. Si m— 5, potestates a’, quae per 5n-+ 1 divisae, relinquunt 1, sunt, ut ante jam vidimus, 


jn --1 ^ potestates 

{1 2 15, 35, 95, 55, Ww 
31 6 15, 25, HS, 8, 16° 
M 8 P, 105 185, 16%, 37 
61 12 4, 95 205 58°, 34 
71 14 1, 5, 255, 54, 57° 


104 20 1, 36°, 8M, 95°, 87°. 
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#94. Sit m — 6, et senae potestates a*, quae per 6n-+ 1 divisae, unitatem relinquunt, sunt 


6534-1 n potestates 

7 t t, 25 M5, 65 55 3° 
13 2 15, 35, 95, 12°, 10°, Mt 
19 3 —— 19, 75, 115, 185, 12°, 8° 


hic scilicet eaedem potestates, quae pro casu m—3 prodeunt, quibus totidem, ex radicibus negativis 


ortae, sunt adjiciendae. 


195. Sit m — 7, et potestates a’, quae per 7n -t- 1 divisae, unitatem relinquunt, sunt 


713-1 ^ potestates 
29 k 17, 7, 207, 9V, 237 16, 25’ 
43 6 17, V, 167 217 41°, 35°, 11° 
71 10 17, 20, 557, 487, 377 30, 32° 
113 16 U, 167, 307, 287, 1097, 59", 106°. 


496. Jam observavimus, uno horum numerorum cognito, reliquos ex ejus potestatibus oriri. 
Verum methodus talem numerum investigandi haec promptissima videtur: Proposito divisore primo 
mn -+- 1, quaerantur duae potestates a” et b" idem residuum praebentes; tum quaeratur æ, ut 


dit z— mt) 


; et x” unitatem relinquet. Semper autem p ita capi potest, ut c fiat nu- 
merus integer. | 

497. Si divisore existente mn +- 1, potestates exponentis m unitatem relinquentes sint 

1”, a”, 8”, y”, 0", etc. numero m, 
tum 1, a, 8, y, Ó, etc. erunt residua ex progressione geometrica 1, «, a?, a”, a*, etc. orta; erunt 
ergo etiam ex serie potestatum 1”, 2”, 3”, 4”, 5”, 6”, etc. nata. 

#98. En ergo methodum facillimam unum saltem numerum o inveniendi, ut o"— 1 per 
mn +- { fiat divisibile, scilicet pro # semper sumi potest 2", scu residuum ex hac potestate binarii 
ortum, quin etiam valores idonei ex 3", 5", etc. peti possunt; cognito autem uno, reliqui facile 
innotescunt. 

&99. Si divisore primo existente mn + 1, in residuis potestatum 1, 2", 3^, 4”, etc. occurrat 
numerus N ; ibi quoque occurret numerus Na”; dabiturque numerus xz, ut æ°— Na" per mn +1 
fiat divisibile, eritque etiam NY" — 1 per mn + 1 divisibile. 

900. Vicissim autem, si N^ — 1 per mn-i- 1 est divisibile, erit N residuum potestatis cujus- ^ 
dam x”; si enim esset non-residuum, omnia reliqua non-residua pari essent praedita proprietate, 
ideoque omnes numeri; forentque omnes hi numeri 1" — 1, 2"— 1, 3"— 1, etc. divisibiles per 
. mh + 1, quod autem fieri nequit. | 

501. Posito divisore primo mn-1- 1, sint potestatum 1", 2" 3”, 4” etc. residua 1, 4, B, C, D, etc., 
potestatum vero 1”, 2^, 3”, &^, etc. residua 1, a, &, y, Ó, etc., ac potestates omnes | 

| 1", a”, 8”, y”, à", etc. 
residuum relinquent 1; hae vero potestates 1”, 4”, B", C", etc. residuum relinquent 1, ideoque 
hae formae o'"— 4” erunt divisibiles per mn +1. 
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Pagina intercalata. 


Tentamen demonstrationis, quod si divisor primus sit 8q-+-7, in residuis reperiatur 2. Ponamus esse in residuis 2, 
et cum ibidem sit (24-1-mj*, erit quoque 89q-34-8mq-34- 2mm, hincque 
8mq-1-2mm — 14. et 2mm — 1m —74 et 2mm —7m-À- 92-1, 


quod si nuriquam fiat non-residuum, patebit propositum. At non-residua repraesentari possunt per quadrata negativa, 
quorum dupla etiam erunt residua per hypothesin; sit ergo 


2mm —'1m-1-q-1- 7 = —2aa4- 8002-15, fietque 


garten MT Q6 Saa 1— 


(4a)? + (4m — 7)? 
8b —1 ? 


8b — 1 


m 


foretque 8q-+7 divisor ipsius (&a)*-1- (&m — 7)*, quod cum fieri nequit, sequitur ex residuo 2 nullum deduci absur- 
dum, cujusmodi necessario resultare deberet, si 2 non esset residuum. (*) 
Theorema. Si divisor 129-1- 11, erit 3 residuum. 


Ponamus 3 esse residuum, ac si nullum absurdum inde sequatur, pro vero erit habendum. Erit ergo — 3 non- 
residuum, et omnia non-residua — 3aa. At residuum est (29-+m)? et 129q + 12mq-1- 3mm, hincque 3mm— 11g— 11m, 
item 3mm-+-q — 11m-1-11, quod nunquam potest esse non-residuum — 3aa: ponatur enim 


3mm — 11m-4- 11 -4-g = — 3aa-34- 1259-31-11, erit 


(Ga)? - (6m — 11)? 
19b — 1 ? 


= erden mi nit — 110 , unde fit 12q+-11 — 


quod cum sit absurdum, 3mm — 11m-1-11-t-q nunquam inter non-residua continebitur. 


Vel ita pro divisore 8q-7 7. 


. Si 2 esset non-residuum, in genere 2mm — 7m — 79+0(89-+7) esset non-residuum; in genere autem resi- 
duum est (kg-Hn)? —1699-4- 8n4-31-nn —8nq-i- na — 14q—nn — 14q — 7n — nn4-24 — 7n 2-14 = (89-47), omnes 
ergo numeri continerentur in alterutra harum formularum: 

2mm — 1m —'1423- 0(89-1- 7) 

nn —'In — 149 8(8g4-7). 
Si unicus assignari posset numerus, hic non contentus, demonstratio esset perfecta; vel si idem numerus in utraque 
contineretur, quod fit si, posito m—f-1-g, n—f-1-2g, fuerit f— 299-+79-+-7g divisibile per 8934-7. 


() Script. ad marg. Si 2mm — 7m-1-933-7 ponatur. — — aa, fit 
9 (9a)* + (Am — 7)? 
8b —1 ’ 
nunc demonstraudum restat ?22-+-yy nunquam divisibile esse per 8g-+-7. 


8g -—- 7 — 


Nota altera, ut videtur, huc pertinens. 8rr —(2y-4- 1)* alios divisores primos non habet, nisi formae 
En — 1 et 8n-- 1 


Sex —1 Sea — 1! 





int. si zx — 31a + 2 








int. i z— 7a - 1. 





Ber — 1 | | 
— € " — += . u — 
5 z—=Mar10, 17 ii 
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De residuis, ex divisione quadratorum per numeros compositos ortis. 

502. Sint 1, o, 9, y, Ó, etc. residua, quae ex divisione quadratorum per numerum primum 
2p + 1 oriuntur, quorum numerus est — p; ac videamus primo, quaenam residua oriantür, si divisie 
fiat per duplum 2 (2p -+ 1), atque hic quidem excludamus quadrata paria; tantum enim ea' quadrata, 
quae ad divisorem sunt prima, consideremus. 

503. Multitudo autem quadratorum, quorum radices sunt divisore minores, est — 2p, et 
quoniam quadrata aa et (kp34-2 —a)* idem relinquunt residuum, multitudo residuorum diversorum 
major esse nequit quam p; erit ergo vel — p, vel minor quam p. 

50%. Minor scilicet esset, si darentur duo quadrata aa et bb, ut non esset b — hp + 2 — 4, 
quae idem relinquerent residuum. Foret autem tum 65 — aa— (b —a) (b-1- a) divisibile per 2(2p-4- 1), 


et alter factor per 2, alter per 2p +- 1 divisibilis esse deberet. At uno existente pari, alter quoque - 
‘erit par, ideoque per totum divisorem divisibilis, unde foret b — 2 (2p + 1) — a. 


505. Multitudo ergo residuorum diversorum, quae quidem ex quadratis ad divisorem primis 
oriuntur, erit — p, totidem numero, quot ex divisore primo 2p -4- 1 nascuntur. Ac si residua, ex 
divisore 2 (2p + 1) orta, sint 1, A, B, C, D, etc., eorum numerus est — p, et ibidem occurrent 


, producta ex binis. 


906. Dantur autem 2p numeri ad hunc divisorem primi eoque minores, unde cum eorum 
tantum semissis residua constituat, alter semissis dabit ordinem non-residuorum, quae si sint ?f, D, 
G, D, etc., eorum numerus erit — p, et producta ex horum binis iterum fient residua. 

507. Contemplemur quaedam exempla, in iisque tam residua, quae ex divisore primo 2p + 1, 
quam ex ejus duplo 2 (2p + 1) nascuntur, simulque apponamus non-residua ad divisorem prima: 


divisor 3 6 5 10 7 15 

residua 1 1 1, +, 1, 9 1, .2, & 1, 9, 11 

non -residua 2 5 2, 3, 3, 4 3, 5, 6 3, 5, 13 

divisor 11 | 22 

residua 1, 3, 9, 5, h 1, 9, 3, 5, 15- 

non-residua 2, 6, 7, 8, 10 7, 13, 17, 19, 21 

divisor 13 26 

residua 1, 3, 4, 9, 10, 12 1, 3, 9, 17, 23, 25 

non - residua 2, 5, 6, 7, 8, 11 5, 7, 11, 15, 19, 21 

divisor 17 3% 

residua 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 4,9 13, 15, 19, 21, 25, 33 

non-residua ^ 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 1^ 3, 5, 7, 11, 23, 27, 29, 31 
508. Repraesentemus rem in genere: 

divisor 2p +1 2 (2p +-1) 

residua 1, a, 8, y, ÓOÓ, etc. 1, 4, B, C, D, etc 

non-residua — a, 5, c, d, e, etc. A, D, C, D, €, etc. 
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et primo observamus omnia residua divisoris 2(2p -4- 1), vel ipsa, vel numero 2p-1- 1 minuta 
constituere residua divisoris 2p + 1. 

509. Scilicet vel 4, vel 4—(2p-1- 1) in residuis 1, «, 9, y, etc. occurrit. Cum enim detur 
quadratum impar ae, ut sit aa—4 per 2(9p-4-1) divisibile, erit quoque per 2p-1-1 divisibile, unde 
A etiam inter residua divisoris 2p-+-1 reperiatur necesse est, vel 4—(2p-1- 1), si fuerit 4>2p-+1. 


510. Numeri porro impares seriei I, «, 8, y, etc. in serie 1, 4, B, €, D, etc. occurrunt, 


pares autem ibi non reperiuntur, at vero iidem aucti numero 2p -4- 1. Sit enim « numerus impar,. 


et cum aa-—4ac sit divisibile per 2p3- 1, erit aa—a—n(2p+1). Jam a vel est par, vel 
impar. Si impar, erit aa — o par, ac propterea etiam n par, sicque aa— «a divisibile erit 
per 2 (2p +1). 

511. At si a sit par, erit 2p + 1 — a impar, atque etiam (2p -4- 1 — a)* — « — n (2p 4- 1), 
ubi n fiet par, ita ut haec formula quoque per 2 (2p +1) sit divisibilis; unde si o sit numerus 
impar, certe inter residua 1, A, B, C, etc. continebitur. 


512. At si « sit numerus par, ejus loco inter residua divisoris 2p -1- 1 considerari potest 
&-1-2p-i- 1, qui cum sit impar, ob rationes allatas etiam inter residua divisoris 2 (2p -4- 1) re- 
periri debet. | 

513. Datis ergo residuis 1, «, 8, y, etc., ex divisore primo 2p + 1 ortis, ex iis statim 
concinnari potest series residuorum 1, A, B, C, etc. ex duplo divisore ortorum 2(2p + 1), illorum 
scilicet, quae sunt imparia, ipsa ponendo, paria autem numero 2p + 1 augendo. 


514. Simili modo ex serie non-residuorum a, 5, c, b, etc. divisori 2p + { respondentium 
formabitur series non-residuorum divisori 2 (2p +- 1) respondentium, dum imparia ipsa sumuntur, 
paria vero numero 2p -4- 1 augentur. 


De divisore 4 (2p + 1) —d. 


915. Multitudo numerorum hoc divisore minorum ad eumque primorum est 2.1.2p — &p, et 
non solum quadrata aa et (d — a)” idem relinquunt residuum, sed dantur praeterea duo alia bb et 
(d — b)*. Fieri enim potest. bb — aa — (b — a) (b+ a) — &n (2p +1), sumendo 5b — a — 2n et 
b -1- a — 2 (2p +1), unde fit b — 2 (2p +1) — a, sicque quaternorum quadratorum, idem residuum 
relinquentium, radices sunt: a, 2 (2p -1- 1) — a, 2 (2p -- 1) 4- a, & (2p A4- 1) — a. 


516. Plura autem quam quatuor dari non possunt, unde hoc casu numerus residuorum tantum 
est p, uti pro divisore primo 2p-1- 1; at numerus non-residuorum est 3p, ut ex subjunctis exemplis 
videre licet: | 


divisor 3 12 5 20 7 28 

residua 1 | 1, À 1, 9 1, 2, à 1, 9, 25 
5 . 3, 7 3, 27, 19 

non -residua 2 :- 7 2, 3 11, 19 3, 5, 6 5, 17, 13 


11 13, 17 11, 15, 23 
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divisor 11 17 
residua 4, 3, 9, 5, h^ 1, 9, 25, 5, 37 
3, 27, 31, 15, 23 
non-residua 2, 6, 7, .8, 10 7, 19, 43, 35, 39 
13, 29, 17, 21, M 
divisor 13 | 52 
residua 1, 3, 4, 9, 10, 12 | , 9, 25, 49, 29, 17 


1 

3, 27, 23, 43, 35, 51 
5, ^5, 21, 37, M, 33 
7, 11, 19, 3, 47, 15. 


non -residua 2, 5, 6, 7, 8, 11 


517. Sint pro divisore 2p + 1 residua 1, «, 8, y, Ó, etc. et pro divisore #(2p + 1) residua 
1, 4, B, C, D, etc. multitudine aequalia; ac primo patet ex bis residuis illa reperiri, scilicet ex 
serie 1, 4, B, C, D, etc., quae sunt minora quam 2p-1- 1, ipsa in serie f, o, 8, y, à, etc. 
continentur; quae vero sunt majora, minui debent numero 2p-i-1, vel ejus duplo, vel ejus triplo. 


518. Deinde observo inter residua 1, 4, P, C, D, etc. nullum numerum hujus formae 4q— 1 
contineri. Cum enim quadratum aa, demto numero #q — 1, nequeat esse divisibile per #, fieri non 
potest, ut sit aa— (&q — 1) multiplum ipsius # (2p -- 1), unde numeri 3, 7, 11, 15, 19, 23 
semper sunt inter non- residua. 


919. Si in serie 1, o, 8, y, d, etc. occurrat numerus impar formae 4q-:-1, idem quoque in 
serie 1, 4, B, C, D, etc. occurret; nam si aa — (kq +- 1) sit divisibile per 2p + 1, quoque divi- 
sibile erit (2p +1 3- a)*— (&q-1- 1); et quia numerorum a et 2p+ 1 + a. alter certe est par, 
alter impar, sumatur a impar, et aa — (*q + 1) per # erit divisibile, unde etiam per 4 (2p -- 1), 
ita ut pro hoc divisore 4q + 1 futurum sit residuum. 


520. At si numerus impar 49 — 1 sit residuum divisoris 2p +1, non erit residuum divisoris 
k (2p -i- 1), uti jam vidimus; tum vero 2 (2p + 1) + kq — 1, quia redit ad formam hr + 1, certe 
inter residua divisoris (2p + 1) continebitur. 


521. Si numerus par 2q sit residuum divisoris 2p +- 1, tum vel 
2g -3-9p +1, vel 24 -+- 3 (9p +1) 


erit residuum divisoris & (2p + 1), prout vel hic, vel ille numerus fuerit formae *&r-- 1, alter enim 
formae hr — 1 semper excluditur. 


522. Scilicet si sit p — 2m, et km-+-1 numerus primus, si #q sit residuum divisoris mn -- 1, 
tum 5q-i- m 3- 1. erit. residuum divisoris # (hm 4- 1); at si #q<+- 2 residuum divisoris km +- 1, 
tum hq -1- 2 +3 ('Un -+1) erit residuum divisoris # (km + 1). 

523. Sit p=2m—1 et ^m— 1 numerus primus: Si kg sit residuum divisoris km — 1, 
tum Àq--3(km—1) erit residuum divisoris & (&m — 1). At si ^q-3- 2 sit residuum divisoris 


bun — 1, tum 5q-i- 2-— hm — 1 — &q-1- un + 1 erit residuum. divisoris & (km — 1). 
# 





- 
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524. Ope harum regularum ex singulis residuis divisoris primi 2p-+1 totidem residaa divisoris 
4 (2p + 1) reperiuntur; unumquodque enim vel ipsum, vel auctum numero 2p -4- 1, vel 2(2p + 1), 
vel 3 (2p + 1), ut prodeat numerus formae #q +1, erit residuum divisoris & (2p + 1). 


525. Ex quovis autem residuo divisoris 2p+ 1 unum quoque non-residuum pro divisore 
& (2p--1) elicitur, formae &q— 1; tum vero ex quovis non-residuo divisoris 2p -- 1 bina non- 
residua pro divisore % (2p +- 1) prodeunt; si enim illud sit par, addendo 2p + 1 et 2(2p—- 1), sin 
sit impar, addendo 0 et 2(2p-+ 1) duo non-residua obtinentur. 


De divisore 8 (2p -- 1) —d. 


526. Hic semper octo dantur numeri minores quam d, quorum quadrata per d divisa relinquunt 
idem residuum, scilicet uno numero existente a, reliqui septem sunt 


2(2p3- 1) -Ea,. &(2p-À- 1) --a, 6(2p-- 1)--a, 8(9p-- 1) —a 
neque plures exhiberi possunt. 


527. Quare cum multitudo numerorum, ipso d minorum ad eumque primorum sit — 4. 1.2p—-8p, 
horumque octoni idem praebeant residuum, manifestum est numerum residuorum diversorum fore 
—p, non-residuorum vero — 7p. 


528. Deinde patet inter residua occurrere non posse ullum numerum formae àq-—— 1, vel 
alterutrius hujus 8q— 1, 89 — 5; neque vero etiam inter residua esse potest numerus formae 
8q-3- 5, propterea quod forma ax — (89 -1- 5) nunquam per 8 neque ergo per 8 (2p +1) dividi 
potest, quia est æx — 8n+ 1 ob x imparem. | 

529. Alia igitur residua non locum habent, nisi quae sint formae 8n + 1, et quia divisor 
est {6p+-8, pro n sumi possunt omnes numeri ab 0 usque ad 2p. At ex forma 8n-+1 excluditur 
vel 2p+1, vel 3(2p -- 1), vel 5 (2p -- 1), vel-7 (2p + 1), quae scilicet est formae 8n -- 1, ita 
ut tantum 2p hujusmodi numeri relinquantur, quorum autem semissis solum residua constituit. 

530. Ex his autem numeris formae 8n -- 1, quorum multitudo est 2p, si unicus constet, 
qui sit non-residuum, eo per singula residua multiplicando obtinentur reliqua non-residua numero 
p, praeterea vero reliqui numeri impares sive formae 8n+ 3, sive 8n—+ 5, sive 8n + 7 suppedi- 
tant adhuc 6p residua. 


331. Divisor ergo 8(2p—+ 1) totidem praebet residua, quot divisor 2p -i- 1, quae si sint 
1, o, 8, y, Ó, etc. ex singulis residua divisoris 8(2p -4- 1) elicientur, addendo ejusmodi multiplum 
ipsius 2p + f, ut aggregatum fiat formae 8n + 1, veluti ex hoc exemplo videre licet: 
Pro divisore 13, residua 1, 3, 4, 9, 10, 12 
| adde 0, 6.13, 13, 0, 3.13, 13 
pro divisore 10%, residua 1, 81, 17, 9, 49, 25. 
532. Si pro divisore 8 (2p + 1) fuerit residuum 4, erit 4?— 1 divisibile per 8 (2p +1); 
ac si hoc evenerit, erit 4 vicissim residuum quadratorum. Scilicet si 4^ — 1 sit divisibile per 
8 (2p + 1), semper assignari potest quadratum xx, ut sit ze — A divisibile per 8(2p+1). — 
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De divisore 3 (2p + f) — d. 

533. Multitado numerorum hoc divisore minorum et ad eum primorum est — 2.2p — Ip, 
inter quos duo ad minimum sunt, quorum quadrata idem residuum relinquunt, scilicet a^ et (d —a)?, 
unde numerus diversorum residuorum major quam 2p esse nequit. 

53%. Praeterea vero cum a per 3 non sit divisibile, vel 2p +1 — 2a, vel 2 (2p + 1) — 2a 
per 3 erit divisibile, sit quotus = m, et quadratum numeri 3m 4- a idem relinquet residuum, ergo 
vel 2p-1- 1 — a, vel 2(2p-1- 1) — a, indeque praeterea vel 2(2p-3i- 1$) -À- a, vel 2p-- 1-— a 
idem quoque residuum relinquet. 

535. Hoc modo cum semper quaterna quadrata idem dent residuum, numerus residuorum di- 
versorum erit tantum — p, ideoque idem ac pro divisore 2p + 1. In residuis autem nequit esse 
ullus numerus formae 3n — 1, cum nullum quadratum, tali numero minutum, per 3, neque ergo 
per 3(2p -a- 1) dividi queat. | 

536. Omnia ergo residua divisoris 3(2p -i- 1) erunt numeri formae 3n +1, et si residua 
divisoris 2p<+ 1 sint 1, o, 8, y, etc. quodlibet vel ipsum, vel numero 2p+ 1, vel 2 (2p + 1) 
auctum, quo prodeat numerus formae 3n-1- 1, erit residuum M 3 (2p + 1). 


Pro divisore (2p 4- 1) (29 + 1) = 

537. Sint pro divisore 2p -1- 1 residua 1, «, 8, y, à, etc. numero —p, et pro divisore 
2q + 1 residua 1, 7, o, o, r, etc. numero —gq, ac numeri utrique ordini communes erunt residua 
divisoris d — (2p + 1) (2q +1). 

538. At ad priorem ordinem pertinere censendus est numerus m(2p-1-1) -4- o, ubi m ita 
potest definiri, ut fiat aequalis vel n (29 34- 1) 4- 1, vel n(2q+1)<+ 7x, etc., sicque ex quovis 
residuo divisoris 2p + 1 producuntur q residua divisoris 2q + 1, sicque omnino pq residua diversa 
pro divisore (2p + 1) (2q-+ 1) obtinentur. 

539. Sit hujusmodi divisor compositus 5.7—35, et cum sint residua pro divisore 5 haec 
duo 1, #, et pro 7 haec tria 1, 2, *; ergo pro divisore 35 residua erunt 7n+ 1, 7n 4-2, 
7Tn-i- h, quae scilicet vel in forma 5m-1- 1, vel 5m-+-% continentur. Erunt ergo haec residua 
numero sex: 1, 29; 9, 16; 5, 11. 

540. Cum pro divisore (2p-1- 1) (20-1- 1) tantum dentur pq residua diversa, quaterna quadrata 
idem praebebunt residuum, quorum unum si sit — aa, reliquorum trium radices erunt: | 
(2p 4-1) (20 -31- 1) — à, m(2p-3i- 1) —a, n(2p-- 1) a, 
sumendis numeris m et n ita, ut m (2p + 1) — 2a et n (2p + 1) -+ 2a dividi queant per 2q + t, 
quod ob 2p+-1 et 2q-+-1 primos inter se, semper fieri potest, ut m et n sint minores- quam 2g- t. 





Caput XV. 
De divisoribus numerorum formae xc-4-yy. 
5*1. Hinc primo excludo casus, quibus numeri c et y habent communem divisorem; si enim 
maximus communis divisor esset —9 et &—pp et y —qqg, ut p et q.forent primi inter se, 
haberetur a&z-i- yy — (pp + qq) 99, et inventio divisorum reduceretur ad formam pp + qq. 


70 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


542. Sint ergo x et y primi inter se, atque evenire potest, ut æx+-yy fiat numerus primus, 
cui probando vel unicus casus sufficeret, quorum simplicissimus est.2. Ut autem zx -4-yy fiat 
numerus primus, statim excluduntur casus, quibus ambo numeri æ et y sunt impares. 

5*3. Ponatur ergo alter par, alter impar, et evidens est omnes numeros primos cx -4-yy in 
hac forma &$n-x-1 contineri debere, sicque nullus numerus formae kn — 1 duorum quadratorum 
summa esse potest. | 


54%. Sin autem c et y sint numeri impares, seu © — 2p + 1 et y — 2q -1- 1, fieri poterit 


"T" XIX 
ut semissis 3 " 





— 2pp + 2p + 2qq + 2q+ 1. fiat numerus primus. At est 

2pp + 2p + 2qq +2q9+1=(p+g+1)+(p— N, 
iterum summa duorum quadratorum, quorum alterum par, alterum impar, ob summam radicum 
2p + 1 imparem. 

545. Si summa duorum quadratorum aa -- bb per aliam summam duorum quadratorum cc-«- dd 
multiplicetur, productum (aa -3- bb) (cc -À- dd) iterum erit summa duorum quadratorum, cum sit 
— (ac -t- bd) + (ad = bc)*, quod ob ambiguitatem signi duplici modo evenire potest. 

5*6. Hic inversa propositio se offert: si summa duorum quadratorum pp +- qq divisionem ad- 
mittat per summam duorum quadratorum aa-+ bb, fore etiam quotum duorum quadratorum summam, 
cujus veritas autem inde non sequitur, sed peculiarem demonstrationem requirit. 

547. Ad hoc demonstrandum primum animadverto formam pp-1-qq per aa-+-bb esse divisibilem ; 
quanticunque sint numeri p et q, semper eos reduci posse ad numeros minores quam aa —+-bb, atque 
adeo quam $ (aa —+- bb), cum si pp + qq sit divisibile per aa —+- bb, etiam 

| (+ o (aa + bb) -t- p)* + (+ 8 (aa + bb) + 9)* 
divisibile evadat. 

548. At si PE sit summa duorum quadratorum cc + dd, seu p —ac+-bd et q — ad — be, 
sumendo p — ac -- bd -À- o (aa -- bb) et q — ad — bc -- 8 (aa -1- bb), tum pp-1- qq. utique per 
aa +- bb divisionem admittet, eritque quotus . 

— cc + dd + 2o (ac + bd) + 2,8 (ad — be) + (ax + 8/9) (aa -+ bb), 
qui etiam est summa duorum quadratorum (c + «a — 8b)° -- (d + ab -+- Ba)”. 


549. "Verum haec altius sunt petenda; dico ergo primo, si divisor aa-1-bb sit numerus primus, 
per quem forma pp-t-qq sit divisibilis, quotum esse summam duorum quadratorum; quod etsi in 
genere veram est, existente 41 -1- 5b etiam numero composito, tamen demonstratio ab hoc casu 
derivanda videtur. 


550. Cum a et b sint numeri primi inter se, ad eos p ita referri potest, ut sit p— ma — nb, 


BL mm -i-nn; at si non sit 


idque infinitis modis, jam si esset q — na-:- mb, foret utique 
q — na +- mb, ponatur q — na + mb +5, eritque 
pp + qq = (aa + bb) (mm + nn) + 2s (na -+- mb) +- ss. 
331. Cum ergo 2s (na + mb) -i- ss sit divisibile per aa-- bb, vel s, vel s + 9 (na + mb) 
divisibile sit necesse est. Priori casu ponatur s— t (aa + bb), erit 
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pp -- 44 
aa -- bb 





— mm + nn + t (t (aa -4- bb) + 2 (na + mb)) 


— mm + 2mbt + ttbb + nn + 2nat + aatt — (m + bt)? + (n + at)’, 
ideoque summa duorum quädratorum. 
552. Altero casu ponatur s + 2 (na + mb) — t (aa -4- bb), erit s — t (aa-4-bb) — 2 (na-1- mb), 


. + 
ideoque T — 


casu quotus sit summa duorum quadratorum. 





— mm +- nn + it (aa + bb) — 2t (na + mb) = (m — bt)*-1- (n — at)*, ita ut utroque 


553. Si ergo pp + qq sit divisibile per numerum primum aa -i- bb, demonstratum est quotum 
esse quoque summam duorum quadratorum. Hinc si quotus non esset summa duorum quadratorum, 
divisor non foret numerus primus formae aa + bb, hoc est, vel si esset primus, non esset formae 
aa--bb, vel si esset. formae aa -1- bb, non esset primus; vocabula autem quoti et divisoris inter 
se permutare licet. 

55%. Denotent, brevitatis gratia, litterae 4, D, C, D, etc. numeros primos formae aa-1-bb, et 
si summa duorum quadratorum pp-i-qq divisibilis sit per talium numerorum productum ABC, 





" . + 
quotus quoque erit summa duorum quadratorum. Est enim PP 7 pr + ss, tum vero 
TT +58 tt A- ww + 
—5, -t-ruu, atque TG a+ y}, unde fit Pao —— LE + yy. 


555. Si ergo summa duorum quadratorum pp - qq divisibilis esset per numerum non-summam 
duorum quadratorum, quotus, si esset primus, non foret summa duorum quadratorum, et si esset 
compositus, non foret productum ex talibus numeris primis, qui singuli essent summae duorum 
quadratorum. 

556. Quare si summa duorum quadratorum pp + qq unum habeat factorem, qui non sit summa | 
duorum quadratorum, inter reliquos factores primos ad minimum unus, qui etiam non sit summa 
duorum quadratorum, reperiatur necesse est. 

557. Nunc igitur investigemus, an summa duorum quadratorum pp + gg inter se primorum 
per ullum numerum %, .qui non sit summa duorum quadratorum, divisibilis esse queat. Ad hoc 
sumamus pp + qq divisibile esse per talem numerum %, atque etiam (p—mA)+(q—nX)" divisi- 
bile erit per X (*). 

958. Poterit ergo talis summa duorum quadratorum pp + qq exhiberi, quorum radices p et q 
minores sint quam %, quin etiam minores quam 4%; cum etiam (A — p)*-- (A — q)* divisionem 
admittere debeat, quorum quadratorum radices minores erunt quam 3%, si p et q eo essent majores. 

559. Dabitur ergo summa duorum quadratorum pp + qq minor quam $AX (cum sit p < 1X 
et q «— 1X) per numerum % divisibilis; ponatur quotus — $5, qui etiam vel ipse non erit summa 
duorum quadratorum, vel factorem talem habebit, eritque 3 << 1 X. 

560. Cum jam pp<+ qq divisibile sit per 95, exhiberi 'poterit summa duorum quadratorum 
rr+ss minor quam 199, divisibilis per D, et quotus €, qui erit minor quam j$5, pariter non 
erit summa duorum quadratorum, per quem cum divisibilis sit rr - ss, dabitur tt + uu < 166 
divisibilis per €, et quotus D < 1G itidem non erit summa duorum quadratorum. 


() Seript. ad marg. Quorum radices, si p et q sint primi inter se, etiam erunt primae inter ae. 
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561. Hoc modo tandem pervenietur ad summam duorum quadratorum quantumvis parvam, 
quae foret divisibilis per numerum hon-summam duorum quadratorum, quod cum sit absurdum, 
necessario sequitur, summam duorum quadratorum inter se primorum non esse divisibilem per ullum 
numerum, qui ipse non sit summa duorum quadratorum. 


562. Proposito autem numero primo quocunque formae &n + 1, quia inter residua quadratorum 
est — 1, vel in, semper summa duorum quadratorum per eum divisibilis exhiberi potest, unde 
sequitur omnes numeros primos formae #n + 1 esse summas duorum quadratorum. 


563. Deinde cum numeri formae kn — 1 nunquam esse possint summae duorum quadratorum, 
nulla summa duorum quadratorum inter se primorum per ullum talem numerum &n — 1 divisibilis 
esse polest. 


564. Desideratur autem demonstratio succinctior, qua probetur, si summa duorum quadratorum 
pp + qq divisibilis fuerit per summam duorum quadratorum aa-+ bb, quotum necessario quoque 
esse summam duorum quadratorum, quod sequenti ratiocinio perficere tentemus. 


565. In divisore aa +- bb numeros a et b inter se primos assumere licet; si enim non essent 
primi inter se, sublatione communis factoris tales redderentur; erit ergo aa + bb tam ad a quam 
ad b primus. Unde quicunque numeri fuerint p et q, ii ita repraesentari poterunt 

p=m(a-+bb)=fa et q—n(aa+ bb) + gb, 
id quod infinitis modis fieri potest. 


566. Cum igitur pp+ qq sit divisibile per aa -4- bb, etiam ffaa + ggbb per aa -4- bb erit 
divisibile, atque ob illas infinitas resolutiones, omnes casus, quibus ffaa + ggbb per aa + bb divi- 
sibile evadit, prodire debent, ergo etiam casus g — f prodeat necesse est, quoniam hoc divisio 
succedit. (*) 


567. Hoc concesso habebimus p — m (aa +- bb) + fa et q — n (aa + bb) + fb; unde fit 
pp--qq mm (aa +- bb) + 2fma 
a+ bb | nn (aa + bb) + 2fnb +, 
quae expressio est — (f = ma + nb)*3- (+ na mb)?, ideoque summa duorum quadratorum. 
968. Hinc ergo statim sequitur, si quotus non sit summa duorum quadratorum, neque diviso- 


rem talem esse posse, neque ergo productum ex duobus numeris, quorum alter est summa duorum 
quadratorum, alter secus, summa duorum quadratorum esse potest. 


569. Conjunctis cum hisce, quae ante $ 558 et seqq. sunt proposita, evincitur summam 
duorum quadratorum inter se primorum nullos habere divisores, nisi qui ipsi sint summae duorum 
quadratorum, tum vero omnes numeros primos formae #n —+- 1 esse summas duorum quadratorum. 


(*) Script. ad marg. Hic dubium esse potest, an casus g—f necessario ex divisibilitate formulae pp-1-qq 
sequatur. Hoc dubium est fundatum, nam sit 


q—1, b—k, p=17, q—6, erit aa+-bb=65, pp4-99— 325; 
fieri autem nequit 17 — 65m + 7f simul 6 — 65n + &f, unde haec posterior demonstratio rejicienda. 
2 2 
TE n —:1*-4-2*, etsi nullo modo sit 17—1.7-€2 &, vel 17—2.7 +1.4. 
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570. Si mumerus quispiam N duplici modo est summa duorum quadratorum, scilicet 
N — aa + bb — cc + dd, | 
tum nom est primus. Cum enim sit aa — cc — dd — bb, erit d--bÓb—" er et d—b =" 


hinc 


n(a-+.c) EN n(a — o) ; 


unde 5 — m 


Nace 0 = PEE (an (a — o mm (6-0) = er, 


ubi denominatoris factorem tollere nequit. (*) 





Caput XVE. 


De divisoribus numerorum formae x£z-1-2yy. 


371. Sumtis c et y inter se primis, vel ambo sunt impares, vel alteruter tantum par, ergo 
vel z, vel y erit par; ex quo tres resultant casus considerandi, qui cujusmodi numeros ratione 
paritatis et imparitatis praebeant, investigasse juvabit. | 


572. Si ambo numeri æ et y sint impares, eorum quadrata sunt numeri formae 8n + 1, 
fietque æx + 2yy numerus formae 8n 4-3; sin autem a impar et y par, ob 
ax —8m-—-1 et 2yy z—2.hn, 
fiet cx -:- 9yy numerus formae 8n + 1. 


573. Si æ sit par et y impar, ponatur 2 — 2:, et fiet ax + 2yy — 2 (2zz + yy); jam cum 
y sit impar, prout z fuerit vel par, vel impar, erit vel 


ze + 2yy —2(8n--1), vel ax+ 2yy — 2 (8n + 3). 


57*. Omnes ergo numeri in forma cx + 2yy contenti, dum x et y sunt primi inter se, vel 
saltem non ambo pares, si fuerint impares, pertinebunt vel ad formam 8n + 1, vel ad 8n + 3; sin 
autem illi numeri sint pares, vel ad formam 2(8n-1- 1), vel ad 2 (8n-1- 3) erunt referendi, et 
casu hoc posteriori eorum semisses, scilicet 2zz +- yy sunt etiam numeri formae æx + 2yy. 


575. Numeri ergo impares, qui sunt. vel formae 8n -4- 5, vel formae 8n + 7, certe non sunt 


numeri formae zzx-1-2yy, neque etiam dupla earum formarum in hac continentur, unde infiniti 
dantur numeri in forma ax -+-2yy non contenti. 


516. Productum autem duorum numerorum hujus formae in eadem forma continentur; est enim 


(aa +- 2bb) (cc + 2dd) — (ac + 2bd)*-- 2 (ad be)”, unde simul patet talia producta duplici modo 
in ista forma contineri. 


577.. Jam demonstrandum est, si numerus pp-1-2qq dividi queat per aa -1- 2bb, fore quotum 


() Script. ad marg. (a-1-c)(a — e) — (b-3- d) (d — b) — pqrs, a-1-c— pq, a—c— r$, b-À-d— pr, d—b—q4t; 
aU, pF, 004 b — À (pp-i-0) (gg rr). 
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etiam istius formae. Notetur hic ob a et b primos ad aa -4- 2bb, infinitis modis fieri posse 
p — m (aa -- 2bb) 3- fa et q — n (aa -à- 2bb) + gb, 
hincque fore ffaa -4- 2ggbb per aa +- 2bb divisibile. 07 
518. ‘Si concedatur hoc modo omnes formulas ffaa + 2ggbb per aa -- 2bb divisibiles obtineri, 
. ibi etiam continebitur casus gg — ff, seu g — + f, unde prodit 


pp 3-994 EN Lam (aa -- 2bb) + 2mfa 


= — (f+ ma + 2nb)* + 2 (mb na)”. 
aa+ 2b nn (aa +26) + &ngb 1 — + a) mb 





579. Hoc autem, quod concedendum postulavi, ita confirmari potest. Sint 1, «, By 3, etc. 
residua, quae ex divisione quadratorum per numerum aa-- 2bb oriuntur, atque in istis residuis 
continebuntur tam omnia quadrata, quam —2bb, et — 2, seu omnia quadrata negativa duplicata, 
hoc est — 2, — 2u, — 28, — 92», etc. 

980. Jam quodcunque residuum quadratum qq per aa--256 divisum relinquat, cum poni 
possit. q — n (aa + 255) + gb, id per ggbb exhiberi potest, et residuum, ex divisione ipsius 2qq 
ortum, per 2ggbb; quadratum ergo pp per aa-+ 2bb divisum relinquere debet — 2ggbb; cujus loco 
poni potest aayg, sicque quadrata pp et aagg paria relinquent residua, sicque fieri potest 
| | p — m (aa -4- 2bb) + ag. 

581. At haec demonstratio est rejicienda, nisi sit aa + 2bb numerus primus, nam si sit primus, 
ob ffaa-i-2ggbb et ggaa-1-9ggbb divisibile per aa-+-2bb, necesse est sit ff— gg, ideoque vel. 
f —9, vel f 4-9 divisibile; utrovis autem casu, ob aa -+ 2bb jam in altera parte contentum, prodit 
vel g — -- f, vel g — — f; quae conclusio locum ‚non habet, si aa-4-2bb sit numerus compositus, 
cum tunc f— g per alterum ejus factorem, et f+g per alterum divisibile esse posset. 


582. Si numerus pp--?2qq per numerum X, qui non sit formae ax -1-2yy, dividi queat, 
quotus non erit numerus primus formae zz + 2yy, quare si quotus sit primus, non erit formae 


«c + 2yy; at si sit compositus, certe non omnes factores primi erunt hujus formae. 


583. Denotent enim 4, B, C, D, etc. numeros primos formae cx +2yy, ac si pp +- 2qq 
esset, divisibile per ABCD etc., quotus certe esset formae ax -+-2yy; ergo si quotus, seu 
alter multiplicator non sit formae xx + 2yy, fieri nequit, ut alter factor sit productum talium nu- 
merorum primorum. 


584. Quare si pp + 2qq dividi queat per numerum % ex forma æx + 2yy exclusum, quotus, 
si sit: primus, non erit hujus formae, vel si sit compositus, factorem certe habebit non hujus 
formae. (*) > 

585. Denotent ?(, $5, €, D, etc. numeros primos ex forma ax +- 2yy exclusos, et vidimus 
pp + 2qq non esse posse AY, neque ABY, neque ABCY, quare certum est, inter factores primos 
numerorum pp +- 2qq vel nullum, vel duos ad minimum numeros A, $5 contineri. 

U) Script. ad marg. Ergo pp-+-2gg per nullos numeros primos formae 8n-1-5 et 8n-1-7 dividi potest; unde 
si quadrata per tales numeros primos dividantur, inter non-residua erit — 2. 


— 4ayy — . aaa — nnbbyy 
ang Mt eb 0a nb 


TT -—-nyy 
aa-+- nbb 





— integro, erit — int. 
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586. Hinc autem nondum concludi potest, si unus factor, etiamsi sit compositus, ipsius 
pp + 2qq fuerit formae ax + 2yy, etiam alterum fore hujus formae. Demonstrandum restat nu- 
merum pp--2qq non ‘esse posse formae vel ADB, vel JADB, vel ABADB, quod si esset, foret 
utique AB numerus hujus formae. 


. 987. Visuri autem an pp-i-2qq per numerum X non formae ax + 2yy dividi queat, quod 
si fieri posset, foret p — 5X et g<4X, unde pp-3-2qgq « £20, quotusque XX, qui esset vel 
ipse numerus non ax -i-2yy, vel factorem talem haberet $95, qui cum etiam factor esset ipsius 
pp -+ 2qq, minimus talis numerus D assignari posset, divisor formae cujuspiam ax + 2yy, quod 


cum fieri nequeat, numeri pp -1-2qq nullos habent divisores primos, qui non ipsi sint formae 
zr + 2yy. 
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II. 


Découverte d'une loi tout extraordinaire des nombres, par rapport 
à la somme de leurs diviseurs. 


(Exhib. Berol. 1747 Junii 22. Conf. Comment. arithm. Prooem. pag. XVIII. N. 57 et Suppl. Prooem. N. 1.) 


$ 1. Les mathématiciens ont tâché jusqu'ici en vain à découvrir un ordre quelconque dans la pro- 
gression des nombres premiers, et on a lieu de croire, que c'est un mystère auquel l'esprit humain 
ne saurait jamais pénétrer. Pour s'en convaincre, on n'a qu'à jeter les yeux sur les tables des nombres 
premiers, que quelques personnes se sont donné la peine de continuer au-delà de cent-mille: et on s'a- 
percevra d'abord qu'il n'y règne aucun ordre ni règle. Cette circonstance est d'autant plus surprenante, 
que l'arithmétique nous fournit des régles süres, par le moyen desquelles on est en état de continuer 
la progression de ces nombres aussi loin que l'om souhaite, sans pourtant nous y laisser. apercevoir 
la moindre marque d'un ordre quelconque. Je me vois aussi bien éloigné de ce but, mais je viens 
de découvrir une loi fort bizarre parmi les sommes des diviseurs des nombres naturels, sommes qui, 
au premier coup d'oeil, paraissent aussi irréguliéres que la progression des nombres premiers, et qui 
semblent méme envelopper celle-ci. Cette régle, que je vais expliquer, est à mon avis d'autant 
plus importante qu'elle appartient à ce genre de vérités dont nous pouvons nous persuader, sans 
en donner une démonstration parfaite. Néanmoins, j'en allèguerai des preuves telles, qu'on pourra 
presque les envisager comme équivalentes à une démonstration rigoureuse. 

$ 2. Les nombres premiers se distinguent des autres nombres, en ce qu'ils n'admettent d'autres 
diviseurs que l'unité et eux-mêmes. Ainsi 7 est un nombre premier, parce qu'il n'est divisible que 
par l'unité et soi-même. Les autres nombres qui ont, outre l'unité et eux-mêmes, encore d'autres 
diviseurs, sont nommés composés: comme par exemple le nombre 15, qui, outre l'unité et soi-même, 
est divisible per 3 et par 5. Donc en général, si le nombre p est premier, il ne sera divisible que 
par 1 et par p: mais si p est un nombre composé, il aura, outre 1 et p, encore d'autres diviseurs; 
et partant, dans le premier cas, la somme des diviseurs sera — 1 +-p; dans l'autre cas, elle 
sera plus grande que 1-+p. Comme les réflexions suivantes rouleront sur la somme des diviseurs 
de chaque nombre, je me servirai d'un certain caractére pour la marquer. La lettre / qu'on emploie 
dans l'analyse des infinis pour indiquer les intégrales, étant mise devant un nombre, signifiera la 
somme de tous ses diviseurs: ainsi /12 signifie la somme de tous les diviseurs du nombre 12 qui 
sont 1 -4- 2 -— 3-1 -1- 6 4- 12 — 28, de sorte que /12 — 28. Cela posé, on verra que 


| /0=168 et /100— 217. 
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L'unité n'ayant d'autre diviseur que soi-même, on aura /1:-—1. Le chifre 0, au contraire, étant 
divisible par tout nombre, ‚la valeur de /'0 sera infinie. Cependant, dans la suite, je lui assignerai, 
pour chaque cas proposé, une valeur déterminée, convenable à mon dessein. 


$ 3. Ayant donc établi ce signe / pour marquer la somme des diviseurs du nombre devant 
lequel il est posé, il est clair que, si p marque un nombre premier, la valeur de /p sera = 1 -4- p: 
excepté le cas où p — 1, car alors nous avons /1 — 1, et non pas /1—1-+1; d'où l'on voit 
qu'il faut exclure l'unité de la suite des nombres premiers; étant le commencement des nombres 
entiers, elle n'est ni premier ni composé. Or, si le nombre p nest pas premier, la valeur de /p 
sera plus grande que 1 +p. Dans ce cas, on trouvera aisément la valeur de /p par les facteurs 
du nombre p. Car soient a, 5, c, d, etc. des nombres premiers différents entreux, on verra 
aisément que: | | | 
Jab  —1-r-a-4-b5-4- ab — (1-1 a) (1 2a- b) — fa. fb 
Sabe — (1 -- a) (1-6 6) (1-2 c) = fa. fb. fe 
J/abed — (1 -- a) (1 -4- 5b) (1 2 c) (1 -À- d) — fa. fb. f/c. f/d 











eic. 
Pour les puissances des nombres premiers, on a besoin de régles particuliéres, comme: . 
| | Jé=t+are th, 
Jas m 1 2- a+ + a* — “+ 
et généralement [= — 1, 


Et par le moyen de celles-ci, on pourra assigner la somme des diviseurs de chaque nombre, tout 

composé qu'il puisse être; ce qui sera clair par les formules suivantes : 

fab — fat. fb, 

fa U = fa. fb, 

fad bc = f[a.fb*./fc 

fa*bP c d! &— fa: fô. fe. [d. fe. 

Ainsi, pour trouver la valeur de /360, puisque 360 se résout dans ces facteurs 2°.3*.5, j'aurai 
S 30 = [2.3.5 — f2*. /3*. £/5— 15.13.6 = 1170. 


et généralement 


$ *. Pour mettre devant les yeux la progression des sommes des diviseurs, j'ajouterai la table 
suivante, qui contient les sommes des diviseurs des nombres naturels depuis l'unité jusqu'à 100 





JA= 1 S 1= 8 J13= 1% J 19 = 20 J25 = 31 f31 = 32 SIT = 38 
J2= 3 f 8-15 f15—2. f 20 = M2 f26—842 /32—=63 38 = 60 
f3—984 S9—13 f15—2% /i=2 [21—40 /3—=48 /39=56 
Js= 7 S10—=18 S16=31 f 22 = 36 S28—56 SI = 2 /W=%W 
S5= 6 SAL=1S 17 —18 f23—9& — f29—30  /35-88 JM—=M 
J9—19 2 f/12—928 — /f18—39  J/29—60  /30—72  /36—91  /M2—96 
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[Ben /f595— 5k — f63—10. — /T3— T7& — f83— 84 — /93—198 
fh*k- 8 —— f5&— 120 f6&—197 — /f"&k—11&—— [5-4 f 9& — 1M 
fh5-— 78 f55— 72 f65 — 8 f15—19&9 /85—108 — /95—190 
fA6— 72 — /f56—190 Sich  ST6—10 — /86—132 — /96—252 
f971— A8 — f51— 80 — /f67— 68 — /11— 96 — f81—120 f 971— 98 
f*8—19&9 —— /58— 90 — /68—196  — /78—168 /88—180  f 98— 171 
f*9— 57 f59— 60 /69— 96 /f/79— 0° f/89— 90 99 — 156 
J/50= 93 /f/60 = 168 f 10 — 14% J/80 = 186 /90 = 23% / 100= 217 
[= f61— 69 /N= 72  — f81—1901 — /91— 112 

f52— 98 /f62— 96 /172—195 /82—196 /99— 168 





Je ne doute pas que, :pour peu qu'on regarde la progression de ces nombres, on ne désespère 
presque d'y découvrir le moindre ordre, vu que l'irrégularité de la suite des nombres premiers s'y 
trouve entremélée tellement, qu'il semblera d'abord impossible d'indiquer une loi quelconque dans la 
progression de ces nombres, sans qu'on sache celle des nombres premiers; et il semble méme qu'il 


y a ici beaucoup plus de bizarrerie encore que dans les nombres premiers. 


$ 5. Néanmoins j'ai remarqué, que cette progression suit une loi bien régulière et qu'elle est 
méme comprise dans l'ordre des progressions que les géométres appellent recurrentes, de sorte qu'on 
peut toujours former chacun des termes par quelques-uns des précédents, suivant une régle constante. 
Car si /h marque un terme quelconque de cette progression irrégulière, et /(n— 1), /(n —2) 
f (n — 3), f/(n — &), /(n— 5), etc. les termes précédents, je dis que la valeur de /n est toujours 


composée de quelques-uns des termes précédents suivant cette formule: | 
fn — f'(n — 1) a- /'(n — 2) — (n — 5) — (n — 7) 4-/ (n — 12) -- /'(n — 15) — (n — 2) 
—/ (n — 26) + f (n — 35) -- // (n — 40) — (n — 51) — (n — 57) + (an — 70) 
+ f (n — T1) — f'(n — 92) — f'(n — 100) etc. 
Dans cette formule il y a à remarquer: 


|. Que dans l'ordre alternant des signes + et —, chacun se répète deux fois de suite. 


Il. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, etc. qu'il faut successivement retrancher 
du nombre proposé n, deviendra évidente, dés qu'on prend leurs différences: 
N. 1, 2, 5, 7 12, 15, 22, 26, 35, M0, 51, 57, 70, 77, 92, 100, etc. 
Dif. , 3, 2, 5, 3, 7, & 9 5, 11, 6, 13, 7, 15, 8........ 
car alternativement on aura tous les nombres naturels 1, 2, 3, &, 5, 6, etc. et les nombres impairs 


3, 5, 7, 9, 11, etc. Par ce moyen on pourra continuer la suite de ces nombres aussi loin que l'on voudra. 


Ill. Quoique cette suite aille à l'infini, on n'en doit prendre, dans chaque cas, que les termes 
depuis le commencement jusqu'au premier terme supérieur à n, et qui, par conséquent, donnerait, 
après le signe /, un nombre négatif. 


- 
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IV. Sil arrive que le terme /0 se rencontre dans cette formule, comme sa valeur est 
indéterminée en elle-même, il faut, dans chaque cas, au lieu de /0, mettre le nombre pro- 
posé même. 


$ 6. Ces choses remarquées, il ne sera pas difficile de faire l'application de cette formule à 
chaque nombre proposé et de se convaincre de sa vérité, par autant d'exemples qu'on voudra déve- 
lopper. Et comme je dois avertir, que je ne suis pas en état de donner une démonstration rigou- 
reuse de cette loi, je ferai voir sa justesse par un assez grand nombre d'exemples: | 


f A—f 0-1, | 

fJ 2—f A--f 9)=1+2=3, 

S 3—f 2--/1—3--1—s&, 

f &—f3--f/225k--3-—1, 

f 5—fh-c-f/3—f0—T7--&—5— 6, 

f 6—f 5--f^h—f1-6--7—1-—12, 

S'IZS 6f 5—f 2—f 0—12+ 6— 3— T1— 8, 

S 8=f 7+-[6—[3—[i= 8-1- 12 — b — 1=15, 

f 9—f 8--f 1—f &—f 2—15-- 8— 1— 3—13, 

f10—/f 9--f/ 8—f 5—f 3—13--15— 6— X — 18, 

J11 —/10-- / 9—/ 6 —/ 4=18 +13 —12— 7 — 12, 

f12 —/11--/10 —/ 7 —/ 5--/0 —129-- 18— 8— 6+12— 98, 

JB =f12 +1 —/ 8—/ 6-—-/1—28--12 — 15 — 1224-1 — 15, 

f1& —/13--/19 — f 9 —f 1--f/2 — 184-98 —13— 8+ 3— 28, 

f15 —f 18 + AB SWS 8--/3--/0 — Dh + 14 — 18 — 45 --. hr 15 — 25, 
f 16 — f 15 a- /1& — /11 —f 9 -i— ^ -- f£/ 4 — 28-24-24 —12—13+ 7+ 1— 31, 
f 11 2 f16 + SAS — [12 — f/10 2/5 4-/2 — 31 -- 2&4 — 28 — 18 + 6--. 3 — 18, 
f 18 —/f 11 -- f/16 — [13 — f/112-/6 a- / 3 — 18 + 391 — 14 — 12 2 122-. 9 — 39, 
f 19 — SAS + /17 — f/1& — f/12 + ST 4- ft — 39 + 18 — 24 — 28 + 8-7 — 20, 
LRO —/19 4- /18 — f/15 — /134-/8 4- /5 — 20 +39 — 24 — 1& a 15 + 6 — 82. 


Je crois ces exemples suffisants pour prouver que laccord de ma régle avec la vérité ne peut nul- 
lement étre attribué au hasard seul. 


$ 7. Si néanmoins on objectait, que ces exemples ne prouvent que la justesse des six premiers 
termes de notre suite: 1,.2, 5, 7, 12, 15, et non celle de la loi de progression, telle que je l'ai 
indiquée, il suffira de choisir, pour vérifier cette loi, quelques exemples de plus grands nombres: 


I. Soit proposé le nombre 101 dont on veuille chercher la somme des diviseurs, et on aura: 
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f 101 2/100 +99 — /96 — [ir + //89 + /86 — /779 — [75 
SE 2- / $1 — / 50 — [ur /31 SD — /9 — [1 — 
+ 217 + 156 — 252 — 144 + 90 + 132 — 80 — 124 
+ 155 + 62 — 93 — 84 + 39 +60 — 13 — 1 


oü, additionnant ces nombres deux à deux 
f/101 = 373 — 396 + 222 — 204 + 206 — 177 + 92 — 14, 
ce qui donne // 101—102, d'où lon conclurait que 101 est un nombre premier, si on ne le 
savait d'ailleurs. 
IL Soit proposé le nombre 301 dont on veuille savoir la somme des diviseurs, et l'on aura: 


S 301 —/300 + [299 — [296 — [29% + / 289 + /286 — /279 — [ 275 4- / 266 + / 261 
— /250 — / 244 + [231 + [224 — /209 — /201 + S 184 + / 175 —/ 156 
— f 156 -- /125 + /11& — /91 — /79 4- / 54 + [ih — [ik — /0 
où il est clair, comment par le moyen des différences, on peut aisément former cette saite pour 
chaque cas proposé. Or, substituant les sommes des diviseurs, on trouvera: 
/f/301 = + 868 — 570 + 307 — 116 + &80 — 468 + 38& — 240 4- 360 — 392 -+ 156 — 112 
+ 336 — 684 + 50& — 372 + 390 — 434 + 504 — 272 + 248 — 222 + 240 — 80 
+ 120 — 24 
+42 — 301 
ou /304 = + 4939 — 4587 — 352: 
d'où l'on reconnait que 301 n'est pas premier. Or, puisque 301 — 7.43, on aura 
f 301 —/71. fà3 — 8.44 = 352, 
comme la régle vient de le montrer. 


$ 8. Ces exemples que je viens de développer, óteront sans doute tout scrupule qu'on aurait 
pu encore avoir sur la vérité de ma formule. Or, on sera d'autant plus surpris de cette belle pro- 
priété, qu'on ne voit aucune liaison entre la composition de ma formule et la nature des diviseurs, 
sur la somme desquels roule la proposition. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, etc. parait 
non seulement n'avoir aucun rapport au sujet dont il s'agit, mais, comme la loi de ces nombres est 
interrompue et qu'ils sont mélés de deux progressions régulières différentes, c'est-à-dire 

de 1, 5, 12, 22, 35, 51, etc. et de 2, 7, 15, 26, ^0, 57, ete., 

il semble presque qu'une telle irrégularité ne saurait trouver lieu dans l'analyse. De plus, le défaut 
d'une démonstration n'en ‘doit pas peu augmenter l'intérêt; vu qu'il serait presque moralement 
impossible de parvenir à la découverte d'une telle propriété, sans y avoir été conduit par une méthode 
certaine, qui pourrait tenir lieu d'une parfaite démonstration. J'avoue aussi que ce n'a pas été par un 
simple hasard, que je suis tombé sur cette découverte: mais une autre proposition d'une pareille 
nature qui doit étre jugée vraie, quoique je n'en puisse donner aucune démonstration, m'a ouvert le 
chemin pour parvenir à cette belle propriété. Et bien que cette recherche ne roule que sur la 
nature des nombres à laquelle l'analyse des infinis ne parait guére étre aplicable, c'est pourtant par 
le moyen de différentiations et de plusieurs autres détours que j'ai été conduit à cette conclusion. 
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Je souhaiterais qu'on trouvát un chemin plus court et plus naturel pour y parvenir, et peut-être que 
la considération de la route que j'ai suivie y pourra conduire. 
$ 9. Il y a long-temps que je considérai, à l'occasion du probléme de la partition des nombres, 
cette expression: | 
(1— 2) (1 — 2*) (1 — 25) (1 — 25) (1— 2") (1t —2*) (1 a) (1—2*)..... | 
la supposant continuée à l'infini. J'ai multiplié actuellement un grand nombre de ces facteurs 
ensemble, pour voir la forme de la série qui en résulte, et j'ai trouvé cette progression: 

1— - ?-+- 2. — ec" pts + 2 + pi $95 ar... | 
où les exposants de æ sont les mêmes nombres qui entrent dans la formule précédente; et aussi les 
signes + et — alternent deux à deux. On n'a qu'à entreprendre cette multiplication et à la conti- 
nuer aussi Join qu'on jugera à propos, pour se convaincre de la vérité de cette série. Aussi n’ai-je 
pour toute preuve qu'une longue induction, que j'ai du moins poussée aussi loin, que je ne puis 
en aucune manière douter de la loi d’après laquelle ces termes et leurs exposants sont formés. J'ai 
long-temps cherché en vain.à démontrer d'une manière rigoureuse, que cette série doit être égale à 
l'expression proposée (1 — 2) (1—x*) (t —x°)... et j'ai adressé la même demande à quelques-uns 
de mes amis dont je connais la force dans ces sortes de questions; mais tous sont tombés avec moi 
d'accord sur la vérité de cette conversion, sans en avoir pu déterrer aucune source de démon- 
stration. Ce sera donc une vérité connue, mais pas encore démontrée, que si l'on pose: 


$— (1—2) (t — a^) (1 — 2*) (1 — x) (1—2*) (1 —2*).... 
la méme quantité s pourra aussi être exprimée en sorte: 
$—1—2—a2'-- 25-2 — gt gi524-g4133 + 41.455 39... 
Car chacun est en état de se convaincre de cette vérité par la résolution actuelle à tel point qu'il 


souhaitera, et il parait impossible que la loi qu'on a découverte dans 20 termes par exemple, ne 


soit pas également vraie pour tous les suivants. 


$ 10. Ayant.donc découvert que ces deux expressions infinies sont égales, quoique l'égalité 
ne puisse étre démontrée, toutes les conclusions qu'on pourra déduire de cette égalité seront de 
méme nature, c'est-à-dire vraies sans étre démontrées. Ou, si l'une quelconque de ces conclusions pouvait 
étre démontrée, on en pourrait réciproquement tirer une démonstration de l'égalité mentionnée; et 
c'est dans cette vue que j'ai manié de plusieurs maniéres ces deux expressions, par oü j'ai été conduit. 
entr'autres à la découverte que je viens d'expliquer, et dont la vérité doit étre aussi certaine que 
celle de l'égalité de ces deux expressions. Voilà de quelle maniére j'ai opéré. Ces deux expressions 
étant égales: 
L s—(t—2a)(1—2*)(1—2*)(1t —2*) (1—2*) (1 —2*) (1 —2").... 
N s—1-—c— 2*--25-- x! — x1 — a’ + Hat — qi — a +... 
pour délivrer la premiére des facteurs, j'en prends les logarithmes, d'oü je tire 
ls —L (1 — 2) HI — 27) -- L(1 a) Hit — a*) Hl — 237) +... 


Maintenant pour éliminer les logarithmes, j'en prends les différentielles, ce qui donnera cette équation: 
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ds ds 91d» 9z* dz Az! dz _ Sr‘ ds 
s 4—z 1— 2? 1— 2? 1—zt 4 —a*5 


que je divise par — dz et multiplie par æ, pour avoir: 





ds s a2 an 32° a- M PEE MEM 
— si Á—a 1— a? 1— a? 1 — a! 1—a 


La seconde valeur de la même quantité s dobne par la différentiation: 
ds = — dx — 2zdz + 5a* dz + laf dz — 192!! dz — 15z!*dz +...., 


. de laquelle, en la multipliant par — x et divisant par sdx, on tirera une autre valeur de —® 





sdr 
qui sera Te 1 —z—zi--x52-z! ati ati... 
* ades | 95! 
$ 11. Soit la valeur de —-,- — t, et nous aurons deux valeurs égales pour cette quantité ! 
. t-—.— DE. a- LE ae + ie. E ere 
° METRE Er at it 1-249 * 1-7. 


I 4 — 2422 a! — 21 1927 et! — 932? — rt... 
TE 4—£— 25--254-21— traten... 


Je résous chaque terme de la premiére expression en une progression géométrique par la division 
ordinaire, et j'obtiens: 


—az-- + a+ 0 +- ge ot 0’ + a 2 2 + min xs, 


+ 2x + 22* + 27° +22" + 22 + 2x7 +... 
+ 3x + 3a*. +32? + 39z"-r.... 
ha! + ha! Ä + hr’! -.... 
Jr’ + bat? I 
+ 6x" + Gr +... 
+ 1x’ 
+ 8x° ] 
+ 9z* 
+ 102! 
-- 1 (a! 


+122"?+.... 


où il est aisé de voir, que chaque puissance de a se rencontre autant de fois, que son exposant a de 

diviseurs, puisque chaque diviseur devient un coefficient de la même puissance de a. Ainsi, réunissant 

tous les termes homogènes dans une méme somme, le coefficient de chaque puissance de a sera la 

.somme de tous les diviseurs de son exposant. Et partant, exprimant ces sommes de diviseurs par 

la préposition du signe /, ainsi que je l'ai fait ci-dessus, j'obtiendrai pour t Ja série qui suit: 
(— f.m +22 + f/'3.25-4- fh m*2- [5.2 + f6.x+/f1.x +... 

dont la loi de progression est tout à fait manifeste; et, quoiqu'il semble que l'induction ait quelque 


part dans la détermination de ces coefficients, pour peu que l'on considère l'expression infinie 
précédente, on s’assurera aisément de la nécessité de cette loi de progression. 
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$ 12. Sabstituons cette valeur au lieu de t dans la seconde expression de cette méme lettre 4, 
qui, délivrée des fractions, se réduit à cette ferme: 


(1 — cc — +2 +0 — gn gH pM gi...) 0 
— 2 — 22 + S$a*4- Ta — 122'’— 150’ 9259. 262354-.... = , 
Maintenant la valeur précédente étant mise dans cette équation, nous trouverons: 


Q —/1.x -—-/2.2*4- f/3.254- 4. m12- /5.2*4- /'6.22— /7.x7-— f 8.a*2- /9 a4... 

ZA ff 3.x'— fh at f 8.af— [6.0 — [Ta — f£ 8.x*—.... 

— 2’ f1.a*— [2.2 3m — [4 at— /5.a — [6.2 [1.2 ... 

+ 2 + 1 +2. Ne [ha +... 

+70’ +- f/ A .2*4- [2x +... 

etc. | 
Ici il est aisé d'observer que les coefficients de chaque puissance de x sont les sommes des diviseurs 
d'abord de l'exposant de cette puissance même, et ensuite, des autres nombres plus petits qui 
résultent si l'on óte successivement de l’exposant les nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, etc. 
Ensuite, si l'exposant de la puissance de x est égal à un terme de cette série numérique, alors ce 
méme terme accompagne encore les coefficients. En troisiéme lieu, l'ordre des signes n'a besoin 
d'aucun éclaircissement. Ainsi, on conclura en général que la puissance x” aura ces coefficients: 

J/h —/ (n — 1) — (n — 2) 4- (n — 5) A- / (n — 7) — / (n — 12) — f (n — 15) +... 

jusqu'à ce qu'on ne parvienne à des nombres négatifs. Mais si l'un quelconque de ces nombres devant 


lesquels se trouve le signe /, devient — 0, alors il faut mettre à sa place le nombre n méme, de 
sorte que dans ce cas, il y a #0 — n et le signe de ce terme suit l'ordre général des autres. 


$ 13. Ainsi donc, puisque l'expression infinie du $ précédent doit étre égale à zéro, quelque 
valeur que l'on donne à la quantité æ, il faut de nécessité que les coefficients de chaque puissance 
à part, pris ensemble, soient égaux à zéro, et partant nous aurons les équations suivantes: 


L /1—1-—90, f1-1, 

ll /2—/1-——2-—90, f —J/1--2, 

lil. /3—/3—/1-—90, f3 —/2--/f1, 

IV. /&—/3—/2-—90, ou 4 f/& —/f3 --/2, 

V. /f/5—f5&—/3--5-—0, f5-—fhi--/3—5, 

VL /6—/5—fh--f1—0, . f 6 2f 5 -- fh —/f1, 

VIL /7—/6—/5-24-/2-2-7—90, fT —f$--/5—f2—3, 
eic. eic. 


el généralement nous aurons: 
0 — //'n — f (n — 1) — f (n — 2) 4- (a — 5) 4- (n — T) —/ (n — 12) —/ (n — 15). ... 
et par conséquent 
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fh f (n — 1) -- /(n — 2) —/(n—5) —/f (n — 1) --/(n — 12) --/(n— 15) —.... 


qui est la méme expression que j'ai donnée là-haut et qui exprime la loi, selon laquelle les sommes 
des diviseurs des nombres naturels procèdent. Outre la raison des signes et de la nature de la 
progression des nombres: | | | | 

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 96, 35, 40, 51, 57, 70, 77, etc. 


on voit aussi, par ce que je viens d'avancer, la raison pourquoi, dans les cas où se trouve le terme 
/f0, il faut mettre à sa place le nombre n même, ce qui aurait pu paraître la chose la plus 
étrange dans mon expression. Ce raisonnement, quoiqu'il soit encore fort éloigné d'une démonstra- 
tion parfaite, ne laissera pas pourtant de lever plusieurs doutes sur la forme bizarre de l'ex- 
pression que je viens d'expliquer. 
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IM. 


De numeris amicabilibus. 


(Conf. Comm. arithm. Prooem. pag. XVII. N. 56. nec non Suppl. Prooem. N. 1.) 


.$ 1. Inter omnia problemata, quae in mathesi tractari solent, nunc quidem a plerisque nulla 
magis sterilia atque ab omni usu abhorrentia existimantur, quam ea, quae in contemplatione naturae 
numerorum et divisorum investigatione versantur. In quo judicio hodierni mathematici a veteribus 
non mediocriter dissentiunt, qui hujusmodi speculationibus multo majus pretium constituere sunt 
soliti. Etsi enim Veteres non ignoraverunt ex indagatione naturae numerorum parum utilitatis ad 
eam matheseos partem, quae applicata vocari solet, et in investigatione rerum ad physicam potis- 
simum pertinentium est posita: tamen nihilominus in scrutandis numerorum proprietatibus multum 
studii et laboris consumserunt. Praeterquam enim, quod ipsis investigatio veritatis per se laudabilis 
atque humana cognitione digna videretur, probe etiam senserunt his rebus ipsam artem inveniendi 
mirum in modum amplificari, mentisque facultates ad graviora negotia expedienda aptiores reddi. 
Neque etiam ipsos in hac opinione deceptos fuisse, summa incrementa, quibus analysis ab his tem- - 
poribus est locupletata, manifesto testantur; maxime enim verisimile videtur hanc scientiam nunquam 
ad tantum perfectionis gradum perventuram fuisse, nisi Veteres tantum studium in hujusmodi quae- 
sionibus evolvendis, quae hodie ob sterilitatem tantopere a plerisque contempuntur, collocavissent. 
Hincque eo minus dubitare licet, quin his rebus. ulterius excolendis etiam in posterum analysi in- 
signia incrementa afferantur. 

6 2. Antiquissimis jam temporibus Euclides multas praeclaras numerorum proprietates collegit, 
veramque rationem numeros perfectos inveniendi tradidit, ut mirum sit, plures recentiores mathema- 
ticos in hoc genere tam misere esse hallucinatos. Ex Diophanti autem temporibus luculenter apparet, 
tam Graecos quam Arabes plurimum studii in numerorum doctrina excolenda posuisse: quod idem 
institutum post restauratum in Europa litterarum studium primi matheseos cultores summa industria 
sunt prosecuti; hocque ipso viam ad altiores investigationes praeparaverunt. Cartesius certe, cui 
praecipue partes promotae analyseos merito debentur, speculationes numericas minime est aspernatus, 
atque multo magis in hoc negotio elaboraverunt Fermatius et Freniclius, qui etiam acutissimum 
mathematicum Wallisium quasi invitum ad hoc studium excitaverunt, quemadmodum ex commercio 
epistolico, secundo ejus operum tomo inserto, abunde perspicere licet. Inter eos vero qui in Germania 
sese primo ad algebram applicuerunt, Michaël Stifel imprimis magnam laudem est adeptus, qui 


oem 
- 
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temporibus Lutheri vixit. Hic, ut specimen singularis analyseos afferret, cui enodando communia alge- 
brae praecepta non sufficerent, mentionem fecit problematis, quo duo numeri ita affecti quaeruntur, ut 
omnes partes aliquotae minoris numeri, simul sumtae, majorem numerum, ac vicissim omnes partes 
aliquotae majoris numeri, simul sumtae, minorem numerum producant; talesque numeros invenit 220 
et 28%. Cartesius etiam hoc problema dignum judicavit, in quo solvendo vires suas exploraret, 
aliosque insuper hujusmodi numeros elicuit, qui ista proprietate gauderent: atque regulam investigavit, 
cujus ope plures istiusmodi numeri reperiri possunt, quam Schotenius in Exercitionibus mathe- 
maticis exposuit. Neque vero haec regula est generalis, neque plures quam tres solutiones sup- 
peditare valet. 

$ 3. Pertinet igitur haec quaestio ad id genus, quod in contemplatione partium aliquotarum 
versatur; quae doctrina cum a natura quantitatum continuarum, ad quas analysis proprie est accom- 
modata, plurimum abhorreat, prorsus singulari modo tractari debet, nisi tentando solutionem expe- 
dire velimus. Quanquam autem Schotenins ad hujusmodi problemata solvenda certam methodum 
sibi proposuisse videtur, dum usum calculi analytici introducere est conatus; tamen si ejus ratipci- 
nium attentius inspiciamus, praecipua solutionis pars in mera tentatione consistit, atque omni funda- 
mento destituitur. Temere enim pro hujusmodi numeris certas assumit formulas, in quibus numeros 
idoneos contineri suspicatur, cum tamen eodem jure quasvis alias assumere potuisset: atque in harım 
ipsarum formularum .evolutione plurimum casui et fortunae tribuitur: unde Stifelium immerito 
reprehendit, quod putaverit, solutionem hujusmodi problematum in certa methodo comprehendi non 
pesse. Quin potius igitur erit fatendum, eam analyseos partem, quae in scrutatione quantitatem 
discretarum versatur, maxime adhuc esse imperfectam, certaque principia, quibus ea superstruatur, 
etium nunc desiderari. Atque ob hunc ipsum principiorum defectum ad hujusmodi problemata 
numerica resolvenda plurimum solertiae et perspicaciae requiritur: et plerumque singulari retiocinii 
genere opus est, in quo maxima ingenii vis cernitur. Hancque ob causam, etiamsi ipsa horum 


problematum solutio in analysi parum utilitatis habere videatur, tamen methodus, qua tot tantaeque 


difficultates superantur, fines analyseos non mediocriter promovere est censenda. Quo plures enim 
diversae viae ad veritatem indagandam aperiuntur, eo majora incrementa ipsa ars inveniendi cepisse 
est existimanda. | 

$ ^. Quemadmodum inm universa analysi usus idoneorum signorum plurimum valet, ita etiam 
in hoc genere, quod circa divisores et partes aliquotas numerorum instituitur, non parum utilitatis 
a commoda designandi ratione erít exspectandum. Numeros igitur, quos hic vel contemplamur, vel 
quaerimus, litteris alphabeti minusoulis indicaho, litteris vero majusculis utar ad summas divisorum 
eorum numerorum, qui respondentibus minusculis exhibentur, repraesentandas. Ita si a denotet 
numerum quemcunque integrum et affirmativum, cujusmodi numeros in hoc negotio semper intelli- 
gere oportet, littera majuscula respondens A indicabit summam omnium divisorum numen «. Simili 
modo litterae B, C, D, etc. expriment in posterum summas divisorum numerorum b, c, d, etc. 
scilicet si sit a — 10, erit 4 — 18, et si b —— 50, erit B — 93. Cum igitur cujusque numeri partes 
aliquotae aint ejusdem divisores, ipso illo numero excepto, qui, etsi sui ipsius est divisor, tamen 
partibus aliquatis non annumeratur, suma partium aliquotarum numeri a erit =d—a, nisi sit e— 1. 
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Hoc enim casu, cum unitas cujusque numeri tam divisor quam pars aliquota cénseri soleat, erit 


" quoque 4 — 1 et partum aliquotarum summa —1{ putatur. Verum cum unitas in hujusmodi 


quaestionibus non inter numeros. collocari soleat, haec exceptio nullam difficultatem afferet. 
$ 5. Hoc igitur litterarum significatu praemisso, cum numerorum priihorum nulla detur pars 
aliquota praeter unitatem, ei quilibet numerus primus alios non habeat divisores praeter umitatem et 
se ipsum, si «a fuerit numerus primus, erit 44—a-:- 1. Atque si a fuerit quaepiam potestas 
numeri primi p, summa divisorum ejus 4 facile assignari poterit. Sit enim a — p*, erit utique 
={+p+p"; ac si az-p*, erit / — 1 -- p-4- p*-2- p*. In genere autem, si denotante p 





numerum primum quemcunque fuerit a —p^, erit 4 — 1 *P- + _ P PPP --p", qui divisores 
cum constituant progressionem geometrica, erit quoque: d= -— !. Unde si a fuerit potestas 
quaecunque numeri primi p, quicunque sit ejus exponens, erit semper m u Si igitur sit « 


potestas binarii, erit 4 — 2a — 1; sin sit a potestas ternarii, erit A I sin potestas quinarii, 
erit. 4 LIU 





et ita porro. 


$ 6: Quodsi a fuerit productum ex duobus diversis numeris primis p et q, puta a — pq: erit 
summa divisorum 4 — 1 -À- p -- q -À- pq — (1-- p) (1 -- q). Simili modo si plures habeantur nu- 
meri primi diversi p q, r, s, etc. fueritque a — pqr, erit 4 — (1 -- p) (1 4- 9) (1-+-r), et posito 
=pgrs, erit 4 -—(1-—p)(1--g)(t-r)(1--5). Cum autem sit p-- 1 —P, q--1—0, 
r--1—R, etc. si fuerit a—pq, erit 4— PQ, et si sit a—pqr, erit 4 — PQH, etc.; quae expres- 
sionum similitudo non solum locum habet, si p, q et r sint nümeri primi diversi, sed etiatn dummodo 
foerint numeri primi inter se, ut práeter unitatem nullum alium divisorem habeant communem. Si 
enim sit P summa divisorum numeri p, et @ summa divisorum ipsius g; atque hae summae P et Q 
praeter uhitatem nullum numerum communem contineant, tum productum «a — pq primo eosdem 
habebit divisores, quos factor p, quorum summa est — P; deinde divisores quoque habet numeri q, 
quorum summa est — (9; in quibus quoniam unitas bis occurrit, sümma utrorumque divisorum erit 
— P--Q-— 1. Tertio productum pq divisibile erit per singula producta ex binis divisoribus 
numerorum p et q, exclusa utrinque unitate; horum autem compositorum divisorum summa erit 
z (P — 1) (Q — 1) — PQ — P — Q-1- 1, quae cum summa simplicium P-+ Q — 1 facit PQ; ita 
ut posito a — pq, sit 4 — PQ. | | 
$ 7. Cum igitur omnis numerus sit vel primus, vel productum ex aliquot primis, eorumve 
potestatibus, ex resolutione numerorum in factores facile eorundem summa divisorum cognoscitur. 


Positis enim p, q, r, etc. numeris primis, omnis numerus in hujusmodi forma continebitur: 








ms IR À 9 t et m e e e pe f . n e 
a=p"q"r ..... Cum igitur factoris p" summa divisorum sit = — > et factoris q^ sit 

Pri- ı_ 
= ; ipsiusque r^ summa divisorum sit — 1 TT, ob istos factores p", q", r^, inter se 


primos, erit numeri propositi a — Per... .. summa divisorum 


gg - tet, 
u: -@-Na-Yer—d 
Hocque modo ut ipse numerus a per factores exprimitur, ita quoque summa ejus divisorum, per 


factores expressa, reperietur: quod in plerisque hujus generis quaestionibus resolvendis non parum 
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habet utilitatis. Quo igitur facilius summae divisorum quorumvis numerorum inveniri atque ipsi per 
factores exprimi queant, in tabula annexa non solum omnium numerorum primorum millenario 
minorum, sed etiam eorum potestatum, quarum quidem usus occurrit, quantumque calculi molestia 
id permisit, summae divisorum exhibentur in factores resolutae: ita ut ope hujus tabulae omnium 
numerorum compositorum, nisi fuerint nimis magni, divisorum summae facile excerpi queant. Ita si 
propositus sit numerus a— 7560: hic numerus primo per factores primos exprimatur hoc modo 
a—=2°.3°.5.7. Deinde horum factorum singulorum summae divisorum in tabula quaerantur, qui 
erunt: 3.5; 2°.5; 2.3 et 2°: hisque invicem multiplicatis prodibit summa divisorum numeri pro- 
positi a — 7560, quaesita 4 — 2^?.3*.5*— 28800. Ex quo exemplo usus istius tabulae in summis 
divisorum quorumvis numerorum inveniendis abunde perspicitur. 


$ 8. Hinc inventio numerorum perfectorum nulla laborat difficultate: cum enim numerus 
perfectus vocetur, qui aequalis summae suarum partium aliquotarum, si numerus perfectus ponatur 
— a, oportebit esse a — 4 — a, ideoque 4==2a. Jam numerus perfectus a vel est par, vel 
impar; priori casu ergo factorem habebit 2, ejusque quampiam dignitatem. Sit igitur a — 2"b, erit 
4 — (2"*'— 1) B, ideoque (2"* !— 1) B —2"*!b, unde fit er 
nn ad minores numeros reduci nequeat, necesse est ut sit vel b—2"*'—1, vel b-- (2 — t)c. 


Prius autem fieri nequit, nisi sit 2"* '— 1 numerus primus, quia summa divisorum esse debet 


Cum igitur fractio 


— 2"+1, ideoque summa partium aliquotarum — 1: quoties vero est 2”*!— 1 numerus primus, 
toties posito 5 — 2^* !— 1, erit B — 2" !;' hincque numerus perfectus erit a = 2"(2" * ! — 1). 
Sin autem pro 5 sumeretur multiplum ipsius 2"*!— 1, puta (2"*'!— {)c, ejus partes aliquotae 
forent 2"*'— 1 et c; unde omnium divisorum summa B certe non minor esset quam 2°*!+c+-b; 


talis enim foret, si tam c quam 2"*'— 1 essent numeri primi. Fractio ergo = non pen esset 


9n--1 4-c 4- b 24? (4-2 c) — f(9n--1 : "rt (+0) 
futura quam ——,——— > hoc est quam BI pe ob b — (2^*'— 4)c. At fractio Ge TT 
necessario major est quam ELIT] unde pro numero b multiplum ipsius 2”*'— 1 accipi nequit. 


Quamobrem alii numeri perfecti pares reperiri non possunt, nisi qui contineantur in formula prius 
inventa a — 2^ (2^ ! — 1), existente 2"* ! — 1 numero primo; haecque est ipsa regula ab Euclide 
praescripta. Utrum autem praeter hos dentur numeri perfecti impares nec ne, difficillima est quaestio: 
neque quisquam adhuc talem numerum invenit, neque nullum omnino dari demonstravit. Sin autem 
hujusmodi numeri perfecti darentur, ii necessario in hac formula: (!um-4- 1)" Fiæxx continerentur, 
ubi km 1 denotat numerum primum et æ numerum imparem. | 


$ 9. Longe difficilius autem reputatur problema de numeris amicabilibus inveniendis, in quo 
requiruntur bini numeri, quorum alter aequalis sit summae partium aliquotarum alterius. : In hoc 
problemate solvendo etsi Schotenius summo studio est versatus, tamen plura quam tria hujusmodi 
numerorum paria non invenit, quae sunt: 


920 et 28^ 
17296 et 18416 
9363585 et 9537056 
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atque methodus, qua est usus, ita est comparata, ut vix'plurés numeri satisfacientes ejus ope inveniri 
queant. Assumsit enim pro numeris amicabilibus has formulas generales 2"x et 2"yz, in quibus 
numeros æ, y et z ponit primos, sumtisque successive pro n numeris detèrinatis, tentando: investigat 
casus, quibus numeri primi "pfo i, y, z z substituti quaesito shtisfaciant. Nemo autem putabit, omnes 
numeros amicabiles in his formulis contineri, quippe quod non solum a Schötenio non est de- 
monstratum, sed etiam sequentes numeri amicabiles, quos équidem inveni, abunde declarant. Nainque 
praeter tria illa parla módo | mox explicando, sequentes adeptus sum numeros amicäbiles: 


2.514 ee 4.47.53 
4.5.2531 "et h.13.107 
16.17.5119 et 16.239.383 
2.11. 17. 263 ot ;5.11.53.107 : 
32.37. 12671 et 32.227.211 | 
4.23. 827 ek ' &.93.5:1305 1"! 
quin etiam numeri exhiberi possünt impares, quód quidem multo. magis mirum videri queat, qui 
praescripta proprietate sint praediti, cujusmodi sunt: 
| 713.517 et 331.13. 107, 
32.72.13.5. M et: 3*. 7°.13.251, 


ex ,quibus. satis liquet. numeros amicabiles multo « esse copiosiores, quam pueros perfectos, .qui in 
serie numerorum rarissime occurrunt. ME | 


lie . 
(M , 
HA ' d 


$ 10. Hi autem numeri aliique satisfacientes non difficulter ope modi signandi ante expositi 


eliciuntur. Sint enim a et b bini. numeri dmitabiles. quicurque ; ' duoniam eorum summae divisorum 


sunt A et B, summaeque proide pertium aliquotafum 4 —4 et.B—b; conditio horum numerorum 
praebet has aequationes: 4—azb et B — b — a, unde fit 4— B —a-- b. Ambo ergo numeri 
amicabiles eandem habent divikoram süriha, quae simul ‘mine árhborum numerorum est aequalis. 
Quo autem ad dequationes idoneas solutio perdwícatur, ponamus numeros amicabiles esse pa» et m 
existentibus. &. et.x, nmmeris primis, ite nt'sit a.— pa: et. bsmqy,eitqm, |... 24.5 


4 — P (a -- 1) et B.E (y-1): - énde fit^ IP (a:&- 1) 3-Q (Y 3 4) £ pe a gy. ni 
Ponatur P (2 4- 1) — Q(y -- 1) PQz; erit @+ Hi= Qz et y-1=Pz, seu c — Qz — 1 et 
y=Pz—1. Cum vero esse debeat PQz = pà -&- qy, erit valoribds his ‚pro e et y substitutis : 


6 de Ir id 
p--4 


PQz — Qpz — p-t- Pqz — 4, | ideoque IT AE 


Quare ut formulse a assumtae pa et qy praebeant moneri amicabiles, esse oportet: 


denn eo hada ntn 


Q (p--9) | 'P(pe5 
Op Fo—PQ eet Y inu ERA. MP 


| ma 4 = 
Sit m maximus communis ditisor üuniefofüm pa ét gy,'poratorqué p=2 na ét q— hb, ut ‘it 
P ss NA el a; ab bad -Dgmeris . amiecebilibas .hbs habebimus. forthulas /- 5: 57: 1c 
2 ebenen ^ o cR. by, bacs 8 fs o3. oce Van 
in quibus m et y esse debent. numeri primi; i ex. hia aequaisnibus definienggri: : 00s - 
L Euieri Op. posthume. T. I. | .19 
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nAla--b) 


^B (a -4- 5) 
Pna+- Ant — NAB ! 


z+-1= Bnaa- Anb — NAB’ 


y--1-— 


Sumtis ergo pro a et b pro lubitu numeris determinatis erit: 
| (e+-b) Ae 


(+ 
(4-+-Ba)n — ABN? 


(4b-+ Ba) n — ABN n—ABN . 
ubi pro n ejusmodi sunt quaerendi numeri, ut æ et y non solum fiant numeri integri, sed etiam primi. 
6 11. Cum autem hae formulae nimis siut generales, eas specialiores reddamus; ponamus 
“ergo a — 1,.eritque #4 — 1, et formulae numeros amicabiles exhibentes fient 
nr ét nby, 
pro quibus @ et y ex sequentibus aequationibus definiri debébunt 


ci et y--1— 


e+i _  (G+bn 
+= SN 


Sit praeterea b numerus primus, ut sit B=b-+ 1; ße 
Ab) (4-+-b)n 


ea. (57-808 uu 09m 
b--1 — y- (4-2-95)n —(1--b) N^ (9n — N)b — (N — €) 


Si jam insuper pro n pötestas binarii accipiatur, ut sit Nn — 1, proveniet 





2-1 (4 2-5) 
a Y oed b—(n— D” 


qquae fotmulae eos praebebunt numeros amicabiles, qui per methodum Schotenii et Car tesii | Inve- 
niuntur. Ponantur : enim successive pro n potestates binarii, erit | 








| _ pro n2, ee gast eB, 
n RLL ei 240-5. GNO 
pon=h, gr += 
ed ^ 84--b | 
pro n = 8, : = + = ot, 


etc. 


Possunt vero pro n commode accipi alii numeri, ex quibus differentia 2n — N apte erprimatur; sit 
si capiatur a == 92, erit N— 168, 9n — 185, et N—n=— 76, unde fit: 


: Rab) _BUrb), 


T ‘æ+i u | 
160 —76 . 40—19 MM 


LE =. 





Hic si ponatur b — 5, erit: | 


z+1 =y-+ ie et a+ 1— 898, 


. 6 4 Dae. : 
opportune autem hinc fit y = 131 et p — 897, uterque pumerus primus, ita at numeri  amicabiles 
sint Bes 92.827 et 92.5.137. 


Similique modo ex his formulis alios numeros satisfacientes elicere.liest. . || , vl 

$ 12. Jam non sit amplius a=='4, sed -dénotet tàm a quam. b nameram quemsetnque print; 
eritque 4 —a-—-1 et B=b-+-1; atque. formulae nax et nby dabunt numeros amicabiles, si 
sequentes aequationes pro © et y praebeant muineros.primos:;: «656 oett RS Mtn s ji 


1 
' ‘+ n 
L] E | " . m : ' Vo.» 
^ * 
0 
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a1 _y+1 _ n(a-+-5)- 
b--1 art  (9ab-—-a--b)8 — (ab-i- a -4- b - N’ 
al  y--1 n(a-+b) 


seu | | b--i ai  (2a— Maar — 


Hic jam iterum, si pro n sumatur potestas binarii, ut sit N—2n— 1, erit: 


al vi n(a+b) 
b--1 a+i — ab— (^ — 1) (a--5) — —S9$ns4-1' 





quae fractio ante omnia ad numerum integrum est reducenda, idoneis ad hoc pro a et b numeris 
primis assumendis; sic posito n — k#, erit: 


a1 _y+i — 4 (a 4- b) 
bl a+i ^ *—3(--0—T 
Ponatur b — 5 et habebitur: | 
a1: _y+i ie  2(a--5) 
6  a+1 u-3 ^ a—11 


Tententur jam successive varii valores pro a, uti ponatur a — 13, erit: 





= = 418, unde fit æ—107 et y—251, 


uterque primos; ita ut numeri amicabiles hinc prodeant 5.123.107 et &.5. 251. In iisdem formulis 
ponatur porro a — 17, fietque 


A AB 2-4), yii, 


iterum uterque primus, unde nascuntur numeri amicabiles &.17.&3 et &.5.131. Possunt vero 
etiam pro n assumi, praeter potestates binarii, alii numeri convenientes, uti n— ^, ut sit V—8*; 
et Nin — 21: f1, unde fit: | 

A. y+i M (ce) 


b--1 ar — ab—10(a4-5) — 91 I 
ubi positis b — 17 et «a —#3, pro æ et y numeri primi resultant. 


$ 13. Possunt etiam pro a et b producta ez duobus ploribusve numeris primis substitui. Sint 
enim p et q numeri primi, ac ponatur a:= cp et b — dq, ut numeri amicabiles sint nepo et ndgy; 
ob 4o 6p C et B=Dg-+-D, erit. 4b<+ Ba — (Cd a- Dc) pg -- Cdq - Dep et 
AB = CDpq + CDp -i- CDq + CD, | 


, e+1 vr n (cp 1- dg) 
unde Hei: Un Con (Ca Dn - Dog Gi CDNpi — CON — CN, CON? 


ubi pro € et d numeros quoscunque, sive primos, sive compositos substituere licet. Sit exempli 
gratia € — 5 et d — 11, erit C— 6 et D= 12, numerique amicabiles: 5npæ et 11ngy, fietque: 


a vr _ -n(5p+-119) 
42(9--1) ^ 6(p--1)  S6npq-r 6Onp-1-66ng — 7ENpg — 72Np — T9Nq — 730” 
æ+1 y+-1. _ &(5p-1- 14g) 


seu 3a) — pri = i p - GT ELEC PUCES à 


quae expressio, ne fiat negativa ob N> n, necesse est ut sit 2in> 12N, seu 7n> kN. sit gi 
primo & — 2, erit N=— 3 atque : 
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æ+1 Lye ol 5p-- 14g c 





HD ^ pi — Spm—8p—14— 18) — 189 pi et p>>. 
1 1 35 1 e - 2t e e - 
Sit p — 7; erit 2 p ———— 17 „> ünde numerus integer óritur, si q—- 61, qui vero dat 
. oy — 45, non primum. Quodsi. vero ponatur n — íi, ut sit N= 24, prodibit: 
] 24-1 vH 7 (5p -4- 119) ' 
‚aD pt p 609 74p — 144 

æ+1 Ly _ T (1452-119) 

et facto p—23,— . Ceb7 74:77 y 7 


Hoc igitur modo pluribus substitutionibus faciendis, plures numeri amicahiles eryi poterunt. - 


$ 1%. Quamquam autem hoc modo multo plures inveniri possunt numeri amicabiles, quam 
methodo a Cartesio et Schotenio usitata, tamen hic casui plurimnm debetur, cum plures 
positiones plerumque frustra instituantur; antequam pro x et y numeri primi prodeant. Aliam igitur 
aperiam viam, ab hac ita diversam, ut inventio fertuita numerorum primórum non requiratur: quae 
derivatur ex ea numerorum amicalilium preptietate, qua uterque eandem habei divisorurp summam. 
Facile autem est ope tabulae annexae hujusmodi numeros quot libuerit : imvenire, quorum summa 
divisorum s sit eadem. Sint igitur v et u duo istiusmodi numeri, quorum utriusque summa divisorum 
sit eadem — P: quod. st ‚ergo esset quogue V—*--u, numeri e et u forent awmicäbiles. Sin auteni 
haec proprietas locum non habeat, tum saepe eorum multipla reperire licebit, quae hac proprietate 
gaudeant. Ponamus ergo numeros amicahiles esse qc et au, erunt utique divisorum summae 4 V et 
AV aequales, dummodo a respectu utriusque numeri e et u-fuerit primus: reliquum ergo est, ut 


sit A = — ae + au, seu E "©, ex qua aequatione idoneus valor pro a ita quaeri potest.  Reducta 


V 
vu 


fractione 2 ad simplicissimam formam , necesse est, ut a per ejus denominatorem sit. divisibilis; 





scilicet si fracti — perducta sit ad ‘+ + ponatur and; erit 4 — NB et ————; unde 
fit E: = - Similiter porro b divisibile erit per denominatorem hujus fractionis, atque operationem 
ut ante instituendo, tamdiu continuetur, donec solutio vel perspiciator, vel impossibilis evadat. Notan- 
dum vers est pro « nom selum multiplum nemeri n, sed'quoque: ejus potestatis cujaspiar assumi 
passe: ita ut investigatio plerumque pluribus modis ínstitoi queat. 


d 15. Sumamus ergo pro ? et u duos numeros, quorum eadem sit divisoram' summa, 'ponaturque | 


o—="71, u 5.11, . erit. P— 72—9*. 3*, 


or. 1% : 


ita, ut numeri amicabiles sint 71a et 55a. Erit ergo eU C = +. Unde patet, numerum 


a factorem habere debere, &, seu 2°, vel etigm ul poat ipsius binarii. SK igitur . 
a— 2%, erit 4—TB et 2^0 »" eoque * Y 
Hinc i igitur obtinetur b — 1; ac propterea 4-5, rodeusique numeri. amicabijes: 
71-28. et h. 55 = 220. EE 
| N Neque \ vero ‚altior 1 binari potestas pro factore ipsius ( a assumi potest, posito enim 


A 7 B 4 
a 86, ft 4158 a 419 T, a, PU, aus 4 
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quae aequatio est impossibilis; cum nullus: numerus ad suam diviserum furimani rationem tajéris 
inaequalitatis habere possit. Simili modo st statuatur:- - mE 

e—5.191— 655, ucc 17.43 — 791, erit. P—2*.3*.11, 
et numeri amicabiles 655e et 731a; debebit autem esse - mM | 


ram 4411 7 


unde ut. ante fit a—#; ita ut numeri amicabiles hinc reperiantur 
M. 655 = 2620 et. &. 731 = 2924. 
Pari modo cum » sequentes numeri eandem divisorum summam habeant: 
075.951 et u— 13.107, erit nm  —25.3*.7, 
unde si numeri amicabiles statuantur: | E 
5.251a = 1255a et. 13.107a — 1391a, erit 353153 +, 
unde iterum fit a — ^, ita ‘ut numeri ámicabiles sint futuri: mE 
5020 et 556%; 


$ 16. In his exemplis inventio numeri a "nihil habebat dilficultatis; sumamus ergo exempla , abi 
a plus } laboris requirit. Statuatur 
07 ecc 827 et uc 5. 137, ex aroqu ft p —23.31.93. 
UE UI — #2 





Quaeratur . ergo  multiplicator communis a , ut sit — 
factor ipsius a, ponatur a — 23, erit : 
4 — 92*.3B, coque MEE ergo = | 
unde fit, ut in superioribus exemplis, b — 4 et ak. 23, ideoque numeri amicabiles erunt: 
4.23. 827 — 76084 ‚et  &.23,5.137 — 63020. 
Deinde.cym numeri 17.263 et 43.107 eandem habeant divisoruæ summam 2*.3*.14, ponatur 
017.963 — M71; et u— 53.107 — $601, erit 9 — 9*:35:14, 


4 9072 94.347 94^ ^ 
DE a LEER u 
auque ^ a 94,3°,41 95.39.14 11: 


‚sell „„. A — 135, 31 ., B 7:7 
ag t6 Lu eg e Ten 


ideoque 5 — &, a— &. tf : Sicque numeri amicabiles erunt: 
B  k.14:217:268 —19612& et: 11:53.101 = 202044. 
Afferamus aliud exemplum, sitque 


Ponatur ergo | ^^ — 


" A .499 . 16 
. € zx5.:14 zm 85,..uz2 01, . erit: /.==2°.3°, enger wot ua-y 
a=3"b À 13B 16 B 16 
| . B 144€ 46 C 8 
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unde fit 02 7, 5=7.13 et a—: 3*.7.13. Quare binc numeri amicabiles nascuntur: 
32.7.13.85 — 69615 et 3*.7.13.107 = 87633. 


Si posuissemus a=3°b et A=?". SB, prodiisset 28, unde foret b—5 et a—3'.5; at cum | 
a ad utrumque numerum 9 et u debeat esse > primus, iste valor ob factorem 5 cum e communem, 


est inutilis. 


6 17. Evolvamus adhuc exemplum ultimum, quoniam in eo quaedam artificia notanda occurrunt, 
quae in aliis similibus problematibus solvendis utilitatem habere possunt. Assumamus ergo pro e et u 
sequentes numeros, qui communem habent divisorum summam: | 


e— 5.41 — 205: et u——251, eritque P —23.9*.T. 


Hinc ergo nascuntur numeri amicabiles 


| (8 fn 4 — 59 — 38. 
205a et 251a, -si fuerit. — — an 
Ergo numerus a divisores habebit 3 et 7. Ponatur ergo: 
a = 3b , B —X—19 
A -— 4n? erit ) 27 c 


quae aequatio jam est impossibilis, cum 19 sit minor quam summa divisorum ipsius 9. T, quae est ah. 
Numeri autem multipli ipsius 2. 7 multo adhuc minorem tenent rationem ad summas suorum à divi- 


sorum. Ponamus ergo: 


am y 22341 
4s tip ? ent 7,’ 


ideoque 5 factores habebit 7 et 13. Ponatur nunc 


quae aequatio: iterum est impossibilis, ob 3.19 << summa divisorum pains 5.19. Quare: ulterius 
tentetur haec positio: '. 203 


b 7*6 . . c M — . 
Bes. rit = unde ft c2 13; 


hincque 5 — 7*.13 et a — 3*.7*.13. Numeri ergo. amicabiles ex hac positione orti erunt; . 
3*.7*.13. 205 — 1175265 atque 3*.7*.13. 251 — 1138983. 
His igitur praeceptis observatis non difficile erit.tam hoc. problema de 'numeris amicabilibas quam 
alia similia copiosius resolvere. | 
Sequitur. tabula ' exhibens summas divisorum nunierorum primorum, millenario inferiorum, eo- 
rumque potestatum: = 


43. 45319. … 
9*. 3. 61. 7321. 
7. 19. 1772893. 



















2. 7. 
2, 11%, 61. 3. 61. 
23. 3851. 93. 5. 7. 17. 
25. 5. 7. 13. 73. 30984. — — 
797161. — — 2. 3. 7. 61. 157. 
23. 547. 1093. | 5229043. 


















































































8191. — — 11%, 13. 4561. 95. 5. 7. 17. 14281. 
3. 43. 127. Ä 2°. 5. 17. M. 193. | 
7. 31. 154. ur 2. 4, 
3. 5. 17. 957. 31. 307. 
131071. ^ ^ 2* 3.45. 2°, 32, 5. 29, - 
35, 7. 19. 73. LT 8874. — 
. " . 8 
a. a 2. 35 7. 3. | 2. 35, T. 13. 307. 
7. (27 331, d 19531. 2 5. 

voie vut n 28. 3. 13. 313. à 191 
3, 93. 89. 683. t9. 31. 829. dob 

. 25. 5. 181. 
VT. 178481. 2. 3. 11. 71. 521. 
3*. 5. 7. 13. 17. 241. 151. 911. 
31. 601. 1801. > —— 23, 3. 5. 7°, 127. 
3. 2731. 8191. 3. 19. 95 3, 
7. 73. 262657. 2°. 5°. 1. 79. 
3. 5. 29. 43. 113. 197. 2801. | 9%. 3. 5. 53... 
233. 1103. 2089. : | 25, 3. 19. 43. 999561. 
3*. 7. 11. 31. 151. 331. 29. 4733. | 
2197583691, —— | 2°. 5°, 1201. 3. 3. 5. 
3. 5. 17. 257. 65537. 3*, 19. 37. 1063. 13. 67. | 
7. 23. 89. 599479. ' Q*. 11. 191. 2801. 2. 3. 5. M21. . 
3. 43691. 131071. 323556457. es. 
31. 71. 127: 422921. 2. 3. ! 3. 331. : 
3*.5.7.13,19.37. 73. 1091 7.19. 5 2°, 13. 37. 
223. 6163/8177... , 25, 3. 61. ^ ' 31 | 2. 19. 
2 5 os c [: 5. 32211. 7 31* | 3. 7. 67. 
bam 6505. uat|[22357.00.27-.— [375 | 2*.. 5. 2603. 


x 


2°. 3. 5. 3221. 13421. 
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13* 


79* 
79° 


83° 


835 


ET == 7 


12.3957 
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2. 3. T: 
1723. . . 
2°; 8. : 7. g9*, 

















"e 
2*. 3°. 5. 17. 233, 


1. 31. 103. 
23. 3. 5*. 11, 101. 









9* 19. —— 
3. 7. 1093. 
2°. 13. 19. 877. 


2. 7. 
3. 3169. .. 
22, 5, 7%, 94. 


4 11. 
3. 631. u 
2%, 5%, 11. 37. 
























2. 3. 17. 
10303. 
2°. 3. 17. 5101.. 


24, 3. 
37, 61. | 
ds. 3. 5. 13. 17. 






3. 8269. 
9%, 5%, 17. 99. 79. 


















95, 13. 
3. 3571. 
24, 5. 13. 1061. 
| 91, 35, 
7. 13. 127. 

25, 35. 52, 929, ' 


« [A 
. 
ete 





7. 409. | 
2%, 35, 5. 281. 
















2%, 3. 5. 
354. —— 
9.3. 5. 47M... 


2. 31. 
3. 13. 97. 
2*. 31. 1861. 







c7 tt EB — s. — * 






2. 5. 11. 
3. 7. 571. 
2°. 5. 44, 13. 457. 





















23. 17. ^... 
3..1'794.. eu E 
28, 5: 17. 449. 


2°, 3°. Js 
5113... . 5: *: 
2*. 3*. 2594.- 

2. 37. 


3. 1801. 
21, 2:13, ‚37. M. 


2. 3: 19, -- 
13. 991. | 
9^, 3. 5. 19. 1277. 








FA ies, u 
28, 3. 5. 87. D 


2. L 13. 
| 8, 74 138: : . € | 
2°. 7: 18, 46381. 
191 À de 57 707— 
191?| 7. 132.311. ^ ^ ^ 


t; 


(91* a". 2. 17. ag. 3T. 



























2". 
3. 5419. 
2°. 5. 1613. 


[| 127 
| 1272 
1275 











. ” | 

















131 
131? 
131? 







921 3. 14 — 
17293. | 
25, 3, 11. 8581. 





















[4371 2. 3. 23,7 .. .  7|193|2.97.. | s... 
137° 7. 37. 73. 193%! 3.7. 4783... : 
137° 2%, 3. 5. 23. 1877. , | 193°) 2*: 5°, 97, +49... 


bog , 













33 3.7. . .. .][139]9* 5.7. 5 [197 | 2: 3*. 11. 
19. 30972. - | 139°) 3. 13. 599, à Cid] 4972 | 19. 2053. | 
25. 3.:5..7. 13. 53. | 139! 2”. .5 5.2 96601, . _  ::1 197%) 2°. 3°, 5. 11. 3681, 


i « 





De numéris amicabilibus. - . ' 97 


EE = 

















199 | 25, 52. 1337 | 2. 13%. 
| 199*| 3. 13267. 13. u 1. m 337*| 3. 43. 883. 
| 1993| 94, 5*. 19901. . ' 22, 35. 5..97. .373. 


|337*; 2%, 5. 13*. 41. 977. 







2*. 3. 29. 
7. 13. 1397. 
2* 3. 5. 29. 12041. 


a 53. .'. .. .. 
3. 13. 31: 37. . 
2°, 53. 113. 497. 






2°. 17. 
3. 24571. 
2°. 1736721. 












2. 5°. T. . 
3. 19. 2143. 
2°. 5*. 7. 60901.. 










2°. 7. 
3. 16651. 
2°. 5. 7. h973.. 


2. 139. 
3. 7. 19. 193. .. 
2%, 5. 139. 7673. 







2.3.99.  ._ . 
19. 6571. 
25, 3. 5. 17. 59. 733. 


2?, 3. .19.. 
73. 109. . 
2*. 3. 5. 










2. 3. MT. 
109. 721. 
2^. 3.13. #7. 3037. 





49. 5153. 
| 25. 3*, 5. 

7. 37. 899. 

24. 32. 5. 13. 4957. 







Qi 71. 
3. 73. 367. 
. 23, 5. 71. 8009. 


2. 5. 23. 
3. 97. 181. 
2°. 5. 13. 23. 2017. 


















2. 3*. 13. 
7. 1189. 
2?, 3%, 5. 13. 61. 


2. 3. 7°. 
86143. 
22. 3. 5*. T*. 17. 101. 











. 3463. 
.5. 23. 13469. 


89. 
. 17. | | 
| 







2*, 7. 11.. 
3. 43. 733. 
. 5°. 7. 11. 13. 29. 


21.3.5. +. 
19. 3019. 
| 2°. 3.. 5. 


2.4... 
3. 19441. 
2°. 11%. 113. 257. 






. 13. 73: 
. 11. 17. 13913. 





13". 






. 9. 13; 27, 5. 19. 
19. 5107. 


. 3. 43. 137. 353. 








3. 61. 787. | 
2°, 5. 19. 71821. 





| 97. 3. 
157073. 
9*. 3. 5, 14669. 


2*. 3°. 7. 
h3. 1471. 
25, 3*. 7. 17°. 109. 


313 | 2. 157. 
313?| 3. 181°. 
313? 9*. 5. 97. 101. 187. 








9. 3. 43. ' . 1317 | 2. 3. 53. 2. 3. 5. 13. 
61. 1087. . - . 317?| 7. 14401. . 7. 21673. 
9*. 3. 5% 43. 1321. 3175) 22, 3. 5. 13. 53. 173. : | 389%) 2°. 3. 5. 13. 29. 2609. 
1263 | 25. 3. 11. 1331 | 2*. 83. LEN :397 | 2. 199. 
[263% 7*. 13. 109.  - 331?| 3. 7. 5833. ^ 397?| 3. 31. 1699. 
| 963*| 95.3. 5. 11. 6917. 331?| 25. 29. 83. 1889. 3972| 22. 5. 199. 15761. 


L. Raleri Op. postbume. T. 1. | | 13 





































3. 55897. 
2, 5. &1. 836M. 


2*. 3. 5. 7. 
13. 13537. . 


2. 211. 
3. 59221. _ 


2t. 3°, 
7. 67. 397. 
2°, 3°. 293. 317. 


2. 7. 31. 
3. 37. 1693. 


7. 28099. 





97. 2083. 


2*, 3*. 5°, 100801. 


2. 999. 
3. 7. 9967. 
:9*. 53, 999.. 4177. 


2. 3. 7. 11. 
373. 571. 


2°. 3. 7. 11106261. 


2°. 3. 37; M1. 53. 67. 


2°. 3. 5..7. ki. 21M. 


2°, 13. 17. 211. 401. 


25, 3. 5*. 37. 157. 
















































9M 
541? 
541? 


.2*. 5. 37. 61. 64. 


2, 
13. 19501. 


3. 19. 3769. 


2°. 5. 13. 17. 29. 97. 





. 9*. 13. 
19. 11503. 






2°. 3. 5. 
k3. 5357. | 
2°. 3. 5. 89. 1289. 


2°. 61. 
3. 7. 11317. 





. 3. M. 
37. 6529. 


22, 5% 
3. 7. 109, ._ 
. 5°. 13. 61. 157. 


3*, 7. 








2°, 3*, 5. 7. 25301. 


2. 3. 5. 17. : 
43. 6037. 


. 2*. 3. 5. 17. 281. 461. 


2. 3°. 29. 
31°. 283. 
2°. 3°, 29. 135721. 


2°. 131. 
3. 13. 7027. 
25, 5. 7. 131. 1609. 


2. 271. 
3. 7. 13963. 
2°, 13. 271. 11257. 











. 3°.:5. 13. 113. 193. 









. 9. M. 1&9. 809. 
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563 


563° 
563° 


569 


569* 
569* 


587 
587? 


587° 


593 


593? 


593° 


299 
599* 
599* 


601 


601* 


601? 


607 
607* 
607? 












2* 137. 
3. 163. 613. - 
25, 5. 137. 29921. 


2. 3*. 31. 
T. 6343 
22, 3°. 5°, 17. 31. 78. 


2*. 3. #7. 
31. 10243. 


25, 3. 5. 29. 47. 1093. 


2. 3. 5. t9. 
T^. 6619. . 
2°, 3. 5. 19. 161881. 


2, 11. 13. 
3. 7. 103. 154. 
3°, 11. 13. 163041. 


2. 17°. 
3. 19. 5851. .7 
2%. 5. 13°. 17°.. 197. 


2°, 3. 7°. 
547. 631. 
2°, 3. 3. 7*. 36457. 


2. 3°. 11. 
163. 2161. 


2%, 3°, 5°. 11. 13. 541, 


2°, 3. 52. 
7. 51343. 


9*. 3. 5*. 17. 61. 173. 


2. 7. M3. 
3. 13. 9277. . 


‘2°. 7. 43. 313..577. . : 





2°. 19. .. 
3. 13. 9h63. 
. 9*. 5°, 19. 7369. 
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3. 123561. 
2, 5. 53..30T. 709. 


459007. 
2*. 3. 5. 113. 45833. 


3. 13. 14713. | 
2°. 5*. 73. 157. 379. 


2. 3. 103. 
97. 3931. 
: 9*. 3. 5. 103. 38063. 


22, 3*. 19. 
1. 66739. 
9*. 3*. 5. 19. 46659. 


2. 3. 197. 
579883. 
2%, 3. 17. 127. 17033. 





2*. 5. 31. 
3. 19. 6733. | 
25, 5. 13. 31. 19737. 


22, 173. 
3. 19. 8389. 
Q*. 173. 193. 1237. 


| 
| 
2. 5. 7.11. .— 
3. 31. 6367. | 
2, 5. 7. 11. 71. 17393. | 














| 
95. 79. 101 | 2. 35. 13. 2. 3°. 43. | 
3. 307. 433. /701?| 492103. 598303. / 
9*. 79. 199081. 701*. 2*, 35, 13, 17. 97. 149. 22 3*. 5. &3. 59753. 
2. 3. 107. 2..5. 71. 22, 197. 
1. 58789. 3. 7. 23971. 3. 37°. 151. | 
9* 3. 107. 205441. 93. 5. 37. 71. 6793. 25. 5. 197. 241. 257. | 
| | 
92, 7. 93. 2°. 3*. 5. 2. 3. 7. 19 | 
3. 97. 1423. 487. 1063. 157. 4051. | 
9*. 5°, 7. 93. 8269. 25, 3*. 5. 53. 4877. 2*. 3. 5. T. 19. 63521. | 
23, 3°, 25, 7. 13. 2. 3*. 5. Ä 
211. 1987. 3. 176419. 7. 13. 19. 379. | 
| 











24, 3*. 5. M. 1021. 2°. 5. 7. 13. 17. 3109. 93. 34, 5. 229. 1429. 
2. 3. 109. 2. 367. 2. 7. 29. 
7. 13*. 19. 3..19. 9439. 3. 31. 73. 97. 
2%, 3. 5. 109. 42641. 93. 5. 13. 367. 4133. 9*. 7. 13. 29. M. 617. | 
AL ——————M———————— — |i 
9*. 3. 5. 11. 739 | 22, 5. 37. 9. 3. 137. | 
13. 33457. 739? 3. 7. 26041. 7. 929. N91. | 
9*. 3. 5. 11. 17. 53.241 | 739%) 95, 5. 37. 273061. 2%, 3. 137. 337021. | 
| 
2°. 331. 753 | 2°. 3. 31. 823 | 2%. 103. : 
3. 155861. 753*| 552793. 823* | 3. 7. ^3. 751. | 
9*. 331. 218461. 7&3*| 2*. 3. 5*, 31. 61. 181. | 823*| 9*. 5. 103. 67733. ! 
673 | 2%, 337. 751 | 2%. MT. | 827 | 22. 35, 23. _ | 
| 673*| 3. 151201. 751*| 3. 7. 26893. 827? | 684757. | 


] 
| 
| 
[ 


673*| 22, 5. 337. 45293. 751 2°. 47. 282001. 827* | 25. 3*. 5. 13. 23. 5261. 
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829 | 2. 5. 83. 
829?) 3. 211. 1087. 


829* 92,.5. 172, 29. M1. 83. 


839 | 2°. 3. 5. 7. 
839* 704761. — 
839*. 2*. 3. 5. 7. 109. 3229 









2. 7. 61. 


853*| 3. 43. 5647. 









2. 3. 11. 13. 
135307. 


857 
857? 
8575 


859 | 2°. 5. 43. 
859?| 3. 246247. 


8595| 2°. 5. 43. 137, 2693. 


863 | 2°. 3°. : 
863?| 7°. x 


863*| 2°. . 43. 17. 337. 


811 | 2. 439. 
877?*| 3. 7. 37. 991. 
8715, 2*. 5..199, 76913. 


881 | 9. 3*. 7 
881?| 19. 40897. 
| 881°; 2°. 3%, 7^: 388081. 


9*. 5. 7. 13. 29. 61. 193. 


2°. 3. 5*. 11. 13. 37. 397 
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883 | 2°. 13. 17. 
3. 260191.. 
2%. 5. 13. 17. 77969. 













7. 911. 463. : . 
| 25. 3. 5.' T9. 89681. 











. 8 37... 
13. 60589. | 
2°. 3. 5. 29. 37. 2713. 


. 227. 
3. 7. 39217. 
25. 5*. 227. 


2. 3°. 53. 
181. 5023. 
2°. 3°. 5. 53, 90821. 


2°, 11°. 
3. 67. 4657. 
24, 5. 11?. 13. 7193. 






















16453. 

















21, 35 
13. 79. 919. 
25, 35, 197. 2393. 


2, 3. 19. 
830833. | 
25, 3. 19. 99. ht. 349. 













2. 3. 163. 
7. 136501. 
2%, 3. 5. 53. 163. 1801. 


| 95, 5. 23. 
3. 7. 13. 19. 163. 
2°. 5. 93. 37. 101. 113. 


"2. 3. 5. 31. 
157. 5503 
2*. 3. 5. 31..*31521. 





















28: 3. M. 
103. 9391. m 
24, 3. 5. 13, M. 7833. 










2. 7. 67. 
3. 292969. 
2*, 5. 7.67. 87797. 


25, 31. : 
^3. 7. 132. 277. _ 
26, 31. 491051. 










9.3: 157. ^ "  |997 2. 499. | | 
9412 811. 1093. . 9972| 3. 13. 34. 823. : | 
941*| 23. 3. 13. 157. 35057.. | 9972| 22, 5. &99. 99501. 
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ve 


Fragmenta commentationis -Cujusdanr majoris, de invenlenda re: 
latione inter latera (riangulorum ; quorum area ratiönaliter 
exprimi possi. | s Qvid 4d 





(Conf. Comment, arühm. Prooem. pag. X. N. 6.) 


4 | * * H 


97. Problemate igitur proposito ita soluto, ut nihil ultra desiderari possit, siquidem solutio 
tradita latissime patet. Verum praeter -aüimadversienes: jam : allatas, : solutío -adhuc alias rationes 
suppeditat, querum evolatio npn parum ád.analyseds incrementum conferre videtur. . In. hujusmodi 
enim quaestionibus non tam solutioni ipsi, quam usui in reliquis analyseos partibus intentos nos 
esse convenit. 


98. Primum igitur observo, étiamsi in. formulis pro lateribus trianguli $ 8.latus a longe- alio 
modo ac reliqua b et c exprimatur, tamen ea inter. se ita esse permutabilia, ‘ut nulli prae reliquis 
ulla praerogativa tribui possit. Ita in casibus $ 12 evolutis videmus latus a casu primo esse 1*, 
cum in casu tertio, qui idem triangulum praebet, numerus 1% lateri c conveniat. Simili modo 
latera a et c in casibus congruis 2* et 9", idem 4° et 13'^ inter se permulantur. 

29. Haec permutabilitas, non obstante expressionum diversitate, omni attentione digna videtur. 
Quae quo clarius agnoscatur, ea non solum in lateribus triangulorum, quae problemati proposito 
satisfaciunt, locum habere deprehenditur, sed etiam generatim in omnibus triangulis, quorum area 
rationaliter exprimi potest; in formulis emim pro hujusmodi triangulis & 5 datis similis disparitas 
inter latus a, et duo reliqua b et c observatur. 

30. Ad hoc ostendendum contemplemur rationem ternerum laterum bujusmodi triangulorum, 
quorum area est rationalis, quae ita se habet: 


b: (per. , PP 09 , NT ss 
" a . e = —Ó m — —— 9 
pars P4 rs 


ubi latera b et c semper eam inter se tenent rationem, quam duae fractiones hujus formae Te, 


a qua tamen fractio CRUE 49 abhorrere: videtur. In hac quidem signa ambigna adhibui, 
quoniam binis lateribus b. et. c gemini valores lateris a conveniunt. 
31. Docendum ergo est etiam latera a et b semper talem. rationem inter se tenere, qualis est 
fT-3- 99 | 


inter binos numeros formae ^as Cum igitur sit . . Le 
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a:b ren : PP + qq. 
dico eandem proportionem ita exprimi posse, ut sit 


TT--898  £9€-- 
a:b — MM, 
rs ey 


convepientia enim perspicua reddetur sumendo & — ps + qr et y — pr 3 gs. 
39. Posito enim e — ps + gr et y — pr zx: gs, erit 
ex + yy — (pp -- qq) (rr --55)- et xy — (pst- qr) (pr zc qe), 


mr  yz--yy — res  (pp--eg)(rr-i-25) 
unde fit m ^ ay o n ‘Entre 
ideoque Tm SRM Ucet): pp + qq, 


quae est ipsa ratio, quam formulae nostrae inter a et b praebuerunt. 


33. Quare si a, b, c sint latera trianguli, cujus area rationalis, inter bina quaeque alia ratio 
existere nequit, nisi .quae intercedat. inter. binos numeros formae u Ac si duo latera. aliam 
inter se teneant. rationem, nullo modo tertium latus invebiri potest, quod cum illis aream ratioualem 


includat. 


3&. Quomodo ergo hae rationes, quae inter bina latera trianguli aream rationalem habentis 
intercedere possunt, sint comparatae, et quaenam hinc erciedantor haud abs re erit diligentius 
inquirere. Considerari - ergo primum oportet fractiones in forma 7 ^ ina vel | potios in hac ^ E 
eontenli. 0t | 

35. Haec : autem fractio Fee pro numeratore habet hypothenusam trianguli rectanguli ratio- 
plis pro . . . nl | 


49. Huic problemati affine est istud: 


Invenire triangulum, in quo rectae, ex singulis angulis ita ductae, ut latera opposita 
bifariam secent, per numeros rationaleg exprimantur ; 


quod autem illo ideo difficilius est judicandum, quoniam non generaliter solvi patitur. Positis a, 
b, c lateribus trianguli, negotium huc redit, ut tres istae formulae 
| Qaa -4- 29bb — cc, 9aa-1- 2c — bb, 2bb + Sec — aa 
reddantur quadrata. N 
50. Si in hunc finem ponatur 
a—=(m+n)p—(m—n)g, b=(m—n)p+(m+n)g, e=2mp— Ang, 
ut formula prima quadrata evadat; pro reliquis ad quadratum revocari debent hae formulae 
(3m + rn)" pp — 2 (3inm -+- 8m& — Inn) pq + (3n — m)’gqg et 
(3m — n)* pp — 2 (Inn + 8mn — Imm) pq + (In + m)” qq 
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quorum productum sufficiet quadrato coaequasse. Est vero productum | 


+ (Sem — nn)? p* — 8mn (27mm -+- 13nn) p*q 
+ (Inn — mm)* q* — 8mn (27nn -- 13mm) pq* 


51. Si radix statuatur 


(Omm — na) pp — Le + (Inn — mun) qq, 


— 6 (Im! — 9 ummnn + In) ppqq. 


elicerentar hi valores: 
p= (mm -+nx) (9mm — nn)" et q = 2mn (9mm -+- nn), 
ex quibus sequentia triangula simpliciora eoncluduntur 


a — 87, a=—1{27, a—207, a = 881, a= 463 
= 85, b — 131, b — 328, b — 650, b = 143 
c — 68, | €2158, ^ ce-—15, ^| °c— 569, : c — 529. 


52. Cum bic invenienda sint tria quadrata, ut binorum summa duplicata, tertio minuta, fiat 
quadratum, simili modo facile solvitur quaestio de tribus quadratis, quorum binorum summa ipea, 
tertio minuta, fiat quadratam. Quo in genere facillima videtur quaestio haec: 

Invenire tria quadrata, quorum binorum summa sit quadratum. 

Verum tentanti mox patebit, hujus solutionem mu]to majoribus difficultatibus implicari. Si enim 
positis his quadratis aa, bb et cc, statuatur 
| | Zr" " 

nun — "^ PP — 19 


a et c= 








ut tam aa-+ bb, quam aa-ı+-cc fiant quadrata, superest, ut haec formula 
| munnn (pp — 99) + ppqq (mm — nn)’ 
aequetar quadrato; cujus tractatio frustra suscipitur. 
53. Commodissima autem methodus hoc problema solvendi videtur statuendo 

aa—hmnpg, b— mp—nq et c=np—ımg, 
ut fiat aa bb—(mp+ng)" et da oo (ap + mp 
Quo igitur et bb -i- cc fiat quadratum, fiat 

Ip — nq — 9 (mm — nn) rs — b, np — mq — (mm — nn) (rr — $$) = € 
eritque bb —+- ce — (miá — na)? (rr + ss)”. 
Cum autem hinc prodeat 
p — mrs —n(rr—355)) e&t q—2nrs — m(rr — e), 


habebitur 77 — mn nnr* — mn (mim + nn) rs + $mmnnrr ss -- 2mn (mm + nn) r£! + munit". 


5+. Ad hanc speciali saltem modo resolvendam fingatur 


= marr — (mm -- nn) rs a- mnss, 
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elicieturque r — unn et s — mm -1- nh, unde numeris m et n arbitrio nostro relictis, consequimur 
sequentes numerorum a, 5, c valores EM Msn _ 0 
^ a-2mn (3mm — nn) (3nn — mnm), 
b = 8mn (mm — nn) (mm + nn), 


€ — (inm — nn) (mm — emn + nn) (nun -- nn + nn). 
55. Hinc simplicissima solutio eruitur sumendo m — 2 et n — 1, unde resultant hi numeri; 
"dh" ..aa—1936- aa +- bb — 59536 — 244* 
L—940 —— 0b — 51600 — aa + cc — 15625 — 125° 
c— 117, | cc— 13689 bb + cc = 71289 — 267*. 


LI 
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V. 


Recherches sur le probléme de trois nombres carrés tels, que la 
somme de deux quelconques, moins le troisiéme, fasse un 
nombre carré. 


1. Soient c, y, z les racines des trois carrés, les équations seront 
yy + zz — xx = pp, 
qx + zz —YY — 4, (1) 
| ce 4 yy— zzcrr. | 
Si l'on ajoute ces équations deux à deux, elles produiront les équations suivantes: 
| pp 7t qq — 2zz, 
pp rr — yy, 
qq +rr = 22®, 
d'où lon voit qu'en résolvant notre probléme, celui-ci sera aussi resolu: trouver trois nombres 
carrés tels, que la demi-somme de deux quelconques d’entre eux produise aussi un carré; puisque 


Hrn = yy e Mo — 


2 2 


2. De plus il est évident, qu'ayant trouvé les trois nombres x, y, z, tous leurs multiples satis- 
feront pareillement, savoir: nz, ny, nz. De sorte que tous ces cas ne renferment qu'une seule 
solution, et par conséquent, nous ne chercherons, dans la suite, que trois nombres tels, qu'ils n'aient 
aucun diviseur commun. D'où il est d'abord évident, que tous les trois nombres cherchés ne seront 
pas pairs. Or, avec quelque attention, on verra de suite que ces trois nombres doivent étre tous 
impairs; car tout carré pair est de la forme kaa, et tout carré impair de la forme k(aa+-a) +1; 
donc si nous supposons deux de nos carrés pairs, c'est-à-dire 

cc -— kaa, y=hbb et le troisième impair: z—=#(cc+c)+t, 

il en résultera pour æx+yy—zz cette expression k(aa--bb—cc—c)—1, qui ne saurait 
jamais être un carré. Si nous supposons ensuite deux seulement impairs et le troisième pair, comme 
ae = (ar-r-a)--1, y=hlbb--b) +1, z— hec, 
nous aurons pour ze--yy— zz cette expression & (aa + a+ bb -À- b — cc) -1- 2, qui ne saurait 

non plus être un carré. Mais posant tous les trois carrés impairs, par exemple 


ax» — (aa +- a) +-1, yy e (bbb) a- 1, z— (eec) +1, 
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nous aurons pour ax + yy — zz la forme k (aa -4- a+ bb+-b—ce—c) -À- 1, qui peut représenter 
un carré. 


3. Cette considération nous montre d'abord, que si l'on voulait chercher quatre nombres carrés 
tels, que la somme de trois moins le quatrième fasse un nombre carré, la recherche serait inutile, 
puisque la question est absolument impossible. Pour le prouver, on n'a qu'à parcourir tous les cas 
par rapport aux pairs et impairs. En effet, 

1) si trois carrés sont pairs, savoir: | 

acp — kaa, yy — Mb, zz— he et w=h(dd-+-d-+1, 
on aura pour zc -i-yy-- zz — ee la valeur * (aa + bb + cc — dd — d) — 1, qui ne peut Jamais 
étre un carré. | 

2) Soient seulement deux pairs et deux impairs, ou bien 

ex had, yy— bb, zz—M (ccce c)-— 1, ev — & (dd d) e 1, 
on aura pour ax — yy -- zz-i- ee cette formae & (aa — bb rec ner dd - d) +2, qui ne peut 
jamais étre un carré. 

3) Supposons à présent un seul carré pair, savoir | 

ec —haa, yy—#(bb+b)+1, zz — (ccc) 4-1, 96 — & (dd &- d) 4- 1, 
nous aurons pour yy -i- zz + mw — ex la forme k (bb + 5-1- cc- c -4- dd + d—aa) + 3, qui encore 
n'est jamais un nombre carré. 

&) Enfin soient tous les quatre nombres impairs, c'est-à-dire 

ax — (aa --a)-- 1, yy =# (bb +b) + 1, .z=h(c+c)+i, w=hld+-d)-+1; 
on aura pour ææ+yy#+23—v la valeur & (aa + a + bb + b + ce c — dd —d)--2, qui 
ne peut non plus représenter un nombre carré, 


&. Après ces considérations, examinons de quelle maniére on pourrait arriver à une solution 
du probléme proposé. Pour cet effet je remarque, que nos deux premiéres équations peuvent étre 
représentées sous cette forme générale 


22 E (yy — ax) = — à un carré quelconque. 
Or 44--BB--24B est toujours un carré parfait; donc, comparant cette formule avec la précédente, 
nous aurons zz — 44 + BB, yy — 2x — 24B, et pour rendre 44 + BB un carré parfait il ne 
faut que supposer A=aa—bb, B—2ab, et nous aurons zz — (aa +-bb)*; donc z — aa + bb. 
D'après ces suppositions, la valeur de yy — ax sera kab (aa — bb). Mais yy — xx étant le produit 
de y -- e par y — 2, et hab (aa — bb) le produit de 2ab par (2aa—2bb), on vérifiera l'équation 
yy — ax — hab (aa — bb) en prenant y + x — 2ab, y — & — 2aa — 25b; donc 

æ— bb + ab—aa et y — aa + ab — bb. 
Ainsi, en prenant pour les valeurs de x, y et z les expressions : 


bb -- ab — aa, aa-- ab — bb. et aa+bb, 
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les deux premières équations seront satisfaites. Il ne s'agit donc que de satisfaire aussi à la troisième 
équation qui, par la substitution de ces valeurs de æ, y, z, devient 
| qu yy —zx a" + b— kaabb — rr. 

5. Tout revient donc à trouver pour a et b de tels nombres, que la formule a’ -+- b* — kaabb 
devienne un carré. Il est facile de remarquer que cette condition sera remplie, si l'on prend a— 925. 
Pour trouver une autre solution de l'équation a'-4- b* — kaabb — rr, posons a — b (z-4-2), et nous 
aurons a*-i- b — kaabb — b* (3° + 87*-4- 202^ -À- 16z + I). Supposons que la racine de cette 
expression soit b^ (zz + 8z + 1). En comparant le carré de | 


b* (zz + 8z 4- 1) avec 5° (z*-1- 81°+ 202? — 16z + 1), 


on trouvera | 8z°+ 54622 — 0; d'où l'on tirera z— — 13 
b . 9% . . , 
par conséquent z + 2 — —2 et a— +. Or, puisqu'il est indifférent que les valeurs de 


a et b soient positives ou négatives, nous prendrons a — 15, b — &, et nous aurons cz — 149, 
y — 269, z — 2*1, qui paraissent être les plus petits nombres cherchés. De là, par conséquent, nous 
trouverons p = 329, q — 89, r — 191. 

6. Comme cette solution est tirée de l'équation yy —azz— ab (aa — bb), par la décomposition 
du second membre en ses facteurs 2ab et 2(aa—bb), il s'en suit qu'on pourrait exprimer générale- 
ment les valeurs de y et æ de cette manière: ya? ab et y — e — © (aa—bb). Mais, aprés 
des calculs trés pénibles, on ne parviendrait qu'à des solutions très particulières. La supposition la 
plus simple est y + æ — 2a (a + b), y — & — 2b (a — b); d'où nous tirons | 

—Oyy 2 ex — 2 (a*-- 2a* b + 2aabb — 9ab*4- b^). 
De là, pour la valeur de rr— yy -2- zx — zz, nous trouvons a+ &a* b-4- 2aa bb — hkab°+- b* qui 
est le carré complet de aa -- 2ab — bb; donc les valeurs de a et b sont entièrement arbitraires. 
Mais si lon considère les valeurs de x, y et z, qui sont aa + bb, aa + 2ab — bb et aa -- bb, on 
trouvera que x et z sont égaux, et par cette raison la solution ne saurait être admise. 


7. On pourrait employer encore bien d'autres méthodes pour la solution du probléme. Mais 
toutes ces méthodes ont le grand défaut de ne donner que des solutions trés particuliéres, et cela 
aprés des calculs très longs et trés difficiles. C'est pourquoi j'exposerai ici quatre méthodes tout-à- 
fait singuliéres, et qui, sans beaucoup de peine, fourniront une infinité de formules générales pour 
exprimer les trois nombres x, y'et z, lesquelles, à leur tour, donneront une infinité de solutions. 
Cependant, il s'en faut de beaucoup que toutes ces formules contiennent toutes les solutions possibles, 


Méthodes faciles pour trouver des solutions plus générales. 
Première méthode. 
8. Si nous supposons $ — ac + yy + zz, nos équations (1) deviendront 
$— 22x — pp, ou s—pp+ 2xx, 
s—2yy —=qq, ou s—qq--2yy, 
s— 2zz —rr, ou s=rr + 221, 


d'où l'on voit que s doit être, de trois manières différentes, la somme d'un carré et d'un double carré. 
| . 
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9. (Considérons donc plus soigneusement les nombres contenus dans cette forme aa -+- 2bb. 
Je remarque premiérement que, lorsqu'un tel nombre est premier, il ne peut avoir cette forme que 
d'une seule manière: car s'il était résoluble de deux manières, de sorte que s — aa + 2bb et aussi 





s—cc+2dd, il s'en suivrait que aa — cc — 2dd — 2bb et par conséquent aL EN, Or 
puisque ces deux fractions sont égales, supposons qu'après avoir été réduites aux plus petits termes, 


elles soient —. De la nous aurons T mmy ou &-—- c — mf, d--b=nf; pareillement 


d-a-b 
$(d—b) wm EN nr — — — 
a. d —b — mg, a—c=2ng, et par conséquent 2a — mf + 2ng, 9b — nf — mg. 


Mais puisque #s — aa +- 8bb, en substituant, au lieu de 2a et 2b, leurs valeurs, nous aurons 








ks — ff (mm + 2nn) + 299 (mm -4- 9nn) , ou bien &s-— (+ 29g) (mm -4- 2nn), ce qui ne peut 
avoir lieu, s étant un nombre premier. | 

10. Il suit de là que s ne saurait être un nombre premier, et il est démontré qu'un nombre 
de la forme aa-+-2bb ne peut être divisible que par des nombres de la méme forme, lorsque a 
et b sont premiers entre eux. Ainsi s est le produit de deux ou de plusieurs nombres premiers de 
la méme forme aa -4- 2bb. Mais il est facile de remarquer, que deux facteurs premiers ne suffisent 
pas pour produire une triple résolution; donc s doit avoir au moins trois facteurs premiers de la 
forme aa +- 2bb. 

11. Observons ici que tout nombre impair de la forme aa-+ 2bb est toujours de la forme 
8n- 1 ou 8n-+ 3, et que lorsque le nombre est pair et de la forme aa + 2bb, il est le double 
de lune ou de l'autre de ces deux formules. La forme aa +- 2bb se rapporte au premier cas, 
lorsque a est impair, et au second, quand a est pair. Ainsi, tout autre nombre impair ou de la 
forme 8n+5 ou 8n-+-7 est entièrement exclu du nombre des diviseurs de la forme aa + 2bb. 
Donc tous les nombres qui sont divisibles par quelques-uns de ceux-ci: 5, 7, 13, 15, 91, 23, 29, 
31, 37, 39, 45, #7, 53, 55, etc. ne peuvent pas être compris dans la forme aa + 2bb, où nous 
supposons a et b premiers entre eux. 

12. Il est trés remarquable que tous les nombres premiers, tant de la forme 8n-i- 1 que 
8n +3, sont toujours réductibles à un carré plus le double d'un carré, mais d'une seule manière: 
en voici des exemples 


8n + 1 8n +3 
17 —3?-- 2,92 = 1?-+2.1? 
1 — 3? + 2.n° 11 — 3?*23-2.1* 
73 — 1*4- 2.6? 19 — 12- 2.31 
89 — 9? + 2.2* k3— 5+ 2.3 
97—= 5+ 92.6 9— 3*+2.5? 
113 — 9* + 9.42 67— 7+92.3 
137 = 3? + 2.8? 83— 9+ 92.1? 


107 — 3?-- 2.7? 
131 — 9%-+ 2.5? 
139 = 11*-— 2.3* 
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13. Dans toutes ces décompositions on ne saurait découvrir le moindre ordre, et pourtant il 
n'y a pas de doute que cela n'ait lieu pour tous les nombres de la forme 8n + 1 ou 8n -4- 3, et 
cest ce qu'on peut méme démontrer rigoureusement. Pour cet effet, il ne s'agit que de prouver 
qu'étant proposé un nombre quelconque, premier, de la forme 8n—+1 ou 8n-+-3, on peut 
toujours assigner un produit de la forme aa-+2bb qui admette l'un ou l'autre pour facteur. Cette 
démonstration se tire d'un trés beau théorème de Fermat, savoir: que la forme c?" — 1 est tou- 
jours divisible par le nombre 2m-+1, lorsque celui-ci est premier et ne divise pas c. Par 
conséquent, si le nombre 8n + 1 est premier, il sera toujours un facteur de la formule c*"— 1, 
quel que soit c, pourvu qu'il ne soit pas un multiple de 8n- 1. Mais comme la quantité 
ce” — 1 a deux facteurs qui sont (c**+1), (c*^— 1), il faut donc que l'un ou l'autre soit divisible 
par 8n-- 1. Par conséquent, si nous prenons pour c un nombre qui ne rende pas c*"— 1 multiple 
de 8n-- 1, le nombre c*^^- 1 sera nécessairement divisible par 8n -4- 1. Mais la formule cf^-- 1 
peut être écrite ainsi (c?^— 1)*-4-2c*^; donc le nombre 8n--1 est diviseur de la forme aa-- 2bb. 
1%. Quant à l'autre formule 8n-i- 3, chaque nombre premier de la forme 8n-4- 3 est un 
diviseur de c*"**— 1 et par conséquent de c*^*'—-1, ou de c'^* ! — 1. Soit c—2, la formule 
c!^*1— 1 revient à la suivante 2.2'"— 1, qui ne peut jamais être divisible par 8n-+-3, parce que 
tous les diviseurs de la forme 2/f— 1 sont ou 8n-+-1, ou 8n — 1, et jamais 8n-+ 3. Donc 
27 #144 ou 2.2:^-,- 1 qui est de la forme aa -+ 2bb, sera nécessairement. divisible par 8n + 3. 
Après cette digression qui paraît n'être pas inutile, revenons à notre probléme. Nous avons 
vu que la somme s doit avoir au moins trois facteurs, ainsi posons la égale à 
| (aa +- 2bb) (cc + 2dd) (ff + 299) 
et, pour abréger le calcul, soit (aa -+- 2bb) (cc + 2dd) = mm -- 2nn, alors nous aurons 
m — ac 3- 9bd, n- bc ad. 
De-là notre somme s sera exprimée ainsi: s— (mm -+- 2nn) (ff + 299), que nous supposerons égale 
à zz-i- 2w, et nous aurons pareillement z — mf + 2ng et e — nf == mg. 
15. Substituons maintenant, au lieu de m et n, les valeurs trouvées, et nous aurons quatre 
valeurs différentes pour z et v, savoir pour z: 
1) (ac + 26d) + 29g (bc — ad), 
2) fac + 26d) — 29g (bc — ad), 
3) f(ac — 2bd) -+ 29 (bc +- ad), 
V) f(ac— 2bd) — 29g (bc + ad), 


1) f(bc — ad) — g (ac 4- 2bd), 
2) f(bc— ad) + g (ac + 2bd), 
3) f(bc—+ ad) — 9 (ac — 25d), 
4) f(bc-- ad) + g (ac — 2bd). 


et pour o: 


16. "Voilà donc quatre valeurs différentes de z et v. Mais comme il n'en faut que trois, à 
cause des trois conditions s — pp-—-2xz, $-—qq-—-2yy et s=rr-+-2zz, que nous avons à 
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remplir, nous ne prendrons que les trois premières valeurs de z et e; nous trouverons ainsi 
f (ac + 26d) + 29 (bc — ad) — p, 
f (ac + 25d) — 2g (bec — ad) — q, 
f (ac — 25d) + 29g (bc+ ad) — r, 
f(bc — ad) — g(ac-+ 2bd) —«, 
f (bc — ad)+ g (ac -à- 2bd) — y, 
f (bc -- ad) — g (ac — 26d) — z. 
17. Cherchons à présent, par le moyen des valeurs c, y, z, la somme de leurs carrés qui 
aura cette forme Aff-+ Bgg + 2Cfg, où 


A = 3bbcc — 2abcd + 3aadd, 
B — 3aacc + kabcd + 12bbdd, 
— — (bc + ad) (ac — 2bd). 
^ La difference entre cette expression de la somme s et sa valeur précédente 
| $— (aa + 2bb) (cc + 2dd) (ff + 299) 
— ff (aacc + 2bbcc + 2aadd + &bbdd) +- 29g (aacc + 2bbec -+- 2aadd + &bbdd) 
nous conduit à l'équation 
Fff+ Ggg -- 2Cfg — 0, où 
F = bbcc — 2abcd + aadd — aacc — kbbdd, 
G = aacc + habcd + &bbdd — kbbcc — kaadd, 
C — — (bc + ad) (ac — 2bd). 
Nous voilà donc parvenus à la solution de notre probléme; car il ne s'agit plus, dans l'équation 
Fff + Ggg + 2Cfg — 0, qui renferme les six lettres a, b, c, d, f, g, que de trouver des valeurs 


convenables pour les six lettres, afin de satisfaire à notre égalité, et de là nous trouverons &, y, z, 
comme aussi p, 9, r. 


18. Etant donc arrivé à l'égalité Fff 4- Ggg + 2Cfg — 0, qui donne 
f |  —C-XY(cc— FG) 


g F | 
il faudrait chercher de telles valeurs pour a, b, c, d, f, 9, que CC — FG devienne un carré. 
Mais cela nous conduirait à de trés grandes difficultés, que nous voudrions éviter. Heureusement 
nous sommes tombés sur un cas, où l'équation Fff-+ Ggg + 2Cfg — 0 se réduit facilement au 


premier degré, savoir quand F est égal à 0; alors on a Ggg -- 2Cfg — 0, ou bien Le 


Ainsi, en réduisant — I: aux plus petits termes, si l'on prend le numérateur pour f et le déno- 
minateur pour g, toutes les formules trouvées ci-dessus seront exprimées en nombres rationels. 
C'est en quoi consiste le mérite de cette méthode. 
19. Remarquons maintenant que la valeur bbcc — 2abcd + aadd — aacc — &bbdd, trouvée 
pour F, peut étre exprimée comme produit de deux facteurs de la maniére suivante: 
F — $(b -- a) c a (a+ 26) di $(b — a) c + (a — 20) d$. 





l'une ou l'autre de ces deux formules = — 
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Ainsi on pourra égaler à zéro ou l'un ou l'autre de ces deux facteurs, pour que F devienne zéro. 
>, du second — = - —. ] y aura donc une double détermi- 
— a 


nation pour les lettres c et d, par conséquent aussi une double solution du problème. 








Du premier on tire - — 


20. De la méme maniére nous pourrions faire évanouir la valeur de G, ‘et puisqu'elle est 
égale à aacc +- kabcd + &bbdd — hbbcc — kaadd, ce qui est le produit de ces deux facteurs 
(a +- 25) c — (2b + 2a) d, (a — 20) c — (25 — 2) d, 


90320 Quo — 2 -— x Mais ces valeurs 
ar d 


ne conduiraient pas à des solutions nouvelles; ainsi " suffira de nous en tenir aux valeurs tirées 
de F— 0. 





nous aurons, pour la détermination de c. et d, l'équation ^ — — 





21. Voilà donc une solution assez simple du problème proposé, et qui fournira. en même temps 
une infinité de solutions particulières. Pour cela, il n'y aura qu'à suivre les règles suivantes: 


1) Après avoir pris à volonté les deux nombres a et b, cherchons les valeurs de c et d par 


-— — b — " se 
Ze», ou — —2—0, puisque chacune conduira à une 
b--a d b—a 


solution. | 
2) Cherchons ensuite les valeurs de € et G d'aprés les formules 
= — (be + ad) (ac — 2bd), 
G = (aa — &bb) cc + (bb — aa) dd + &abcd , 
et nous aurons 
f _ (aa— 4bb) cc-+-4(bb — aa) dd-1-Aabcd 


q 2(bo-+ ad) (ac — 24) 
c'est-à-dire, après avoir réduit cette fraction à ses plus petits termes, il faudra prendre f égal au 
numérateur, et g au dénominateur. 

3) Ayant ainsi trouvé les valeurs de f et g, on aura iminédiatement celles de æ, y, 3 par 
les formules 


) 


æ — f (bc — ad) — g (ac + 2bd), 
y — f (be —ad) 4- g (ac -À- 25d), — 
z — f (bc + ad) — ÿ (ac — 2bd), 
qui sont les racines des trois nombres cherchés. 
4) Enfin les lettres p, q, r se trouveront aussi d'après ces formules 
p = f (ac +- 2bd) + 24 (bc — ad), 
q = f(ac + 2bd) — 29 (bc — ad), 
r — f'(ac — 2bd) + 2g (bc -+ ad). 
Eclaircissons ces régles par quelques exemples. | 
Exemple 1. Soit a— 1 et b — 1, alors 1 sera égale, dans le premier cas, à — - et dans 
le second à 2 ce qui ne conduit à rien. Ainsi supposons € — 3 et d 25 — 2; L sera 7; 
soit f— 51 et g — — 15. Alors 


112 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


x = 51 (3 + 2) + 14 (3 — 4) = 2&1, p—=—51—28.35——191, 
y= 51 (3 + 2) — 14 (3 — I) — 269, qg—=— 51 + 28.5 — 89, 
z — 51(3—2)+1h(3+4)—= 149, r=  51.27—928— 329, 
enfin s— 3.17.2993 ou = 3.17.41.73. 
Exemple 2. Soit a—1 et b=2, alors L=—i ou -— développons done l'un et 
l'autre cas. 
Cas 1. Soit c=3 et d — 1, on aura 1=; et, par conséquent, f — 99 et g—1t#; de là 
nous aurons 
æ—=99.5— 14.7 = 397, p—=9.7+28.5— 833, 
Y=9.5+ 15.7 — 593, g = 99.7 — 28.5 — 553, 
z=99.7+ 14 = 707, r=—99+928.7—= 97, 


s—9.11.10193. 


Cas 2. Soit c=5 et d—— 3, on aura (= et, par censéquent, f= 387, g22— 238; de à 
x = 387.13 — 238. 7 — 3365, p — 381.— 1 — 2.238 .13 — — 8897, 
y — 387.13 + 238. 7 — 6697, q=387.—7-+-2.238.13= 3479, 
z — 387. 1+ 238.17 — 6755, r=387. 17—2.238. 7— 3247, 
s=).43.263057. 
Exemple 3. Soit a=3 et b — 1, on aura = ou = + I] faut remarquer ici que le 
dernier cas est déjà traité dans l'exemple précédent, puisque a, b, c, d sont permutables. C'est 


peurquoi nous ne développerons que le premier cas, où €—5 et d — —&; II d'ou f— 627, 


9g — 322 et, par conséquent, 


&— 627.  17— 392. 7= 8405, p=627. T+64.17= 15337, 
^y-—627. 17+322. 7— 12913, q= 627. 1—6hh.17—— 6559, 
z— 627.— 7— 322.23 — — 11795, r—627.93 — 644. 7— 9913, 


$ — 11.57.600497. 


22. Ces exemples suffisent pour montrer comment, par ces règles, on peut facilement trouver 
autant de solutions qu'on voudra. Nous nous contenterons ici d'exposer les résultats les plus 
simples, et pour lesquels les nombres x, y, z ne surpassent pas mille. 


I 1 III IV v 
a — 241 397 425 595 493 
y — 269 593 373 769 797 ° 
z — 149 707 205 ° 965 937 
p — 191 833 23 1081 1127 
q= 89 553 289 833 697 


r — 329 97 527 119 289 


— —— —— ——— - —— _ 
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| Seconde méthode. 
23. La solution de notre probléme ‚a: été réduite à cette équation carrée 
| Fff + Ggg + 2Cfg — 0, où | 
C — -——(bc-- ad) (ae — 26d), 
F= (bb — au) cc + (aa — &bb) dd — 2abcd, 
G — (aa — &bb) ce + (&bb — aa) dd + habed, 


, L,SLCEYCO- FE), dans laquelle CC— FG doit être un carre. Suppo- 


F ? 
sons donc CC — FG = FF, de sorte que T — ———. Substituant dans l'expression CC — FG 


et enfin à la formule 


les valeurs de C, F et G, nous aurons 
VF = (aa — 2bb)*c* -1- 8 (da — 2bb) abc* d — * (aa — 208) cedd — 16 (aa — 2bb) abcd* 
+ & (aa — 2bb)* d*, 
expression qui, étant divisée par (aa — 288) et abrégée par la substitution de m au lieu de 





= np deviendra assez simple, savoir: 
| mr — c*-4- 8mc* d — kccdd — 16mcd°+- &d*. 


2%. Maintenant, comme cette formule doit être un carré, supposons sa racine égale à 


y 
== — = 06 — med + 2dd, 


et de là, en les comparant, on trouvera l'égalité suivante: 2mc—d —9mmd —0 et, par conséquent, 
c. 9mm--1 








* Ainsi, soit c — Amm + 1 et d — 9m, notre formule deviendra 


d 2m 
a = (mm +- 1)* — 8mm (2mm + 1) + 8mm — kmm + 1 — 12m‘. 
25. A présent il ne s'agira plus que de prendre pour a et b des nombres à volonté, et 
l'on aura m — a si l'en substitue les valeurs déjà trouvées dans celles de C, F, P, on 
f || — CF. 





aura = —g On voit par là que les lettres f et 9 peuvent être déterminées de deux 
maniéres dans chaque cas. Or, ayant trouvé ces lettres, on pourra déterminer aisément tant les 
valeurs de z, y, 2, que celles de p, q, r. Le cas le plus simple se prévoit, et se rapporte à la 
supposition de a—1 et 65 —1; alors m——1, c—3, d——2 et F—0; mais ce cas est 
précisément celui de la première méthode. Voici d'autres exemples: | 


Exemple 1. Soit a—2 et b — 1, alors m—1, c—3, d —2, f—928, g — 51 et enfin 


æ— 58, p= 382, 
y = — 538, q— 178, 
| z—' 9298, . r— — 658. | . 
Exemple 2. Soit a=3 et b— 2, alors m 26, c— 73, d — 12, f——1, g —11 et enfin 
x — 5309, p= 1871, 
y — 3169, q = 5609, 
z — M81 r = 1991. 
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Troisième méthode. 
26. Ayant posé, comme dans la: première méthode, la somæe. des trois earrés cherchés 
s = (aa -4- 2bb) (cc + 2dd) (ff-+ 299) , je suppaserai le premier facteur aa + 2bb résoluble de 
deux manières différentes en un carré plus le double d'un carré, savoir au + 288 — aa + 2bb. 
Prenons la première forme aa-+-2bb pour la détermination des letres x, y, p, q, comme nous 
l'avons déjà fait (16), et la dernière «c + 22/2 pour la détermination de z et r, en sorte que 


«== f (be — ad) — g (ac + 2bd), p — ff (ac + 2bd) + 29 (bc — ad), 
y = f (bc — ad) + g (ac + 2bd), q — f (ac + 2bd) — 29 (bc — ad), 
z = f (c + od) — g (ac —92,3d), r = f'(oc — 2d) + 29 (dc + ud). 


Tirant de là Ja somme des trois carrés ze + yy -4- zz — s, nous aurons cette formule 
| = Alf+ Bgg —92Cfg, où 
A= 2bbcc — kabcd + 2aadd + BBcc + 2a, cd +- add, 
B = 2aacc -+ 8abcd -+ 80bdd + «acc. — kaßcd + 18 Add, 
C = (ac — 284) (8c + ad). 
Soit de plus D = (aa+-2bb) (cc-+-2dd) — aacc + 2bbcc+-2aadd-+- Ibbdd; 
nous aufoh$ . sx (aa -+- 2bb) (cc -- 2dd) (ff -- 2gg) == Df + 2Dgg. .: 
Retranchant cette valeur de s de la formule Aff-+ Bgg — 2Cfg, nous obtiendrons l'équation 
 Fff-- Ggg —20fg —0, où F=4—D, G=B—2D, 
et par conséquent F= (dg — aa) cc + (au — &bb) dd — &abcd + 2a8cd, 
G — (au — kbb)cc-+Babed— hafcd a- (88 — aa) dd, 
valeurs qui peuvent être représentées ainsi qu'il suit: 
"Fe (($-ma) c-+ (a -+ 95) d) ((8 —a)crs- (a — 25) d), : 
G zz ((a + 2b)e — 2 (3 4-8) d) ((a—2b)c— 2(8—a)d). 
. 21. D'après ces s équations il est évident qu'on rendra F- 0, en posant 





€ _T a — 9b : — 77 a 34- 9b 
| d B+a ^. B—a j 
Alors notre équation deviendra Ggg—2Cfg—0, d'où = x Cette formule est assez compliquée 


à cause de la valeur de G, mais nous la rendrons plus simple, en remarquant que F étant égal à 
zéro, la quantité G peut être remplacée par 2F-- G, et cette quantité, d'après les équations pré- 
cédentes, est égale à — | | | 

(2 (88 — aa) + qa — 4bb) (cc + 2dd) — — — (aa + 2bb) (cc + 2dd); 


f (aa -- 25) (cc -1- 3dd) , 
par conséquent 5 = à (ac — 35d) (Be-r-ad)’ 
‘d'où il suit f — (an +- 9bby (ce + 2dd); g — — 2 (ac — 23d) (Bc +- ad). 


28. Si l'on voulait substituer ces valeurs de c, d, f, g dans les formules finales de cz, y, 2 
et p, q, r, elles deviendraient assez compliquées. Mais on peut en tirer une régle trés simple 
pour trouver les nombres æ, y, zetp, q,r 
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Règle , 
- pour trouver autant de selutións qu'on voudra de notre problème. TM 
29. Ayant pris à vélunté deux nombres m et.n, dont m doit être impair, : qu'on en tire ces 
trois quantités 4 == nu + Anz, E — mit — 2hn et u — 2 mn; cela posé, Ins valeurs des six lettres 
LT, y, x, p, q et r seront 
q — s (s-1- u) (3s + bu) — Qu (+), | p=st(3s+ ku) + ht(s—+u) (s + 2u), 


y=s(s-+ u) (3s + bu) +2 (s -1- Qu), q — st (33 + ku) — M (s -i- u) (s + 2u), 
z — st (3s + hu) + 2t (s23- 2u)*. — r —c— $ (8 -4-2u) (3s + &u) — Mt (s + 2u). 


30. En considérant ces six formules, on voit de suite qu'elles ne donnent point de solutions 
differentes de notre probléme, seit qu'on prenne t positif ou négatif; puisque le changement de t 
en —t ne fait que changer les signes de z, p et q. Mais si l'on prend u négatif, ces formules 
subiront un grand changement. D'où l'on voit que chaque paire des nombrés m et n donnera 
deux: solutions différentes, selon qu'on prendra m et n positivement ou négativement. En: voici des 
applications. | oo 2E tl es 

Kaemple 1.. Soi m==1 et ni; alors $223, f£— d, 4 21:9... Soit premièrement 
& — — 2, nous aurons $-i- u — 1, s-+ 2u — — 1,. 38 + &u — 1 et, par conséquent, 


(c —.1.1-- 2— 5, . PF 3 — — 1,,. " 
y-.3 = . qr ht, , | 
. 2=, 8 +2=3, 0. Pitt. (4 


Mais ici deux des nombres cherchés sont égaux, c'est pourquoi cette solution ne saurait étre admise. 


Si l'on prend u—2, alors s+u—5, 5--9u — 7, 35 + tu — 17 et, par conséquent, 


æ—3.5.17— 2.7 =, p— 3.17 +4.5.7= 191, 
— 3.5.17 4- 2.7 — 269, (qc 3.17 —84.5.7 — — 89, 
‚= 3.11 +2,49 — 149, r=3.7.17— 4.7 = 329. 

Exemple 2. Soit, dans cet exemple, m—1,n—2; alors s—9, t=—7, u— #4, Prenons 
premièrement u — — ^; on aura $-—-u-5, $7 2u — 1, 3s + hu — (1 et enfin 
= 9.5.11— 98 — 397  p——9 7 11—4.7.5.1—— 833, 

y= 9.5.11+ 98 — 593, — q—— 9.7.11 8.7.5, 1 — — 553, vu 
D——7.9. 11—2. 7 — — 191, r= 9.t. 1—4.7.1.1=— 97. | 
Soit, pour le second cas, u=h, alors s+-u= 13, +2 — 17, 3s-i- hu — 43 et, par conséquent, 
= 9. 13. 13 98.17 = 3365, p. 9.3 —.4,7.13. 11 — — 8897, 
y— 9.13. A3 a- 98,17 = 6697, | | 9g=—179.43+5.7.13.17.= , . 3479, 
2=— 19 43 —2.1.1 ATA — 6755, . r-— 9.14.63— 47,17 = 3287. 
Toy ‚Dimenstreiion - 0. NE GY* a tn) Uu "ng 


de Ja règle précédente, 
, 91, Posonsyaa. -- 2bb —— ua 2884, aa —9 4 et aß+-bu = u; 0B. pra ss 2 t Zum. 


Prenons les valeurs trouvées ci-dessus (27) de c et d, savoir c#—14a 9b, d=8-+4 Pour 
* 
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ce qui concerne les deux autres, elles dérivent de celles-ci en prenant a et b négatives. On aura 
cc 9dd — 3s hu, ac+ 2bd = — t, ac — 28d — — (s-—- 2u), be — ad — — (s-1- u), 
fe-- ad 1, et enfin, d'après (27), f—s(35+ hu) et g = 2t (s + Qu). 
. 32. Substituons maintenent ces valeurs dans les formules rapportées ci-dessus (26); nous trou: 
verons les expressions suivantes: 
qz 8 (s -4- u) (3s -+ ku) — Qu (s + Qu), 
y=s(s-+ u) (3s + hu) + 21t (s + Qu), 
z = st (3s + hu) + 2t (5 + 2u)*, 
p — st (35 + hu) + kt (8 + u) (s-+- 2u), 
q — st (3s + ku) — M (s -- u) (s + 20), 
r — $ (3s + ku) (5 + Qu) — Mt (s + Qu), 
qui ont été rapportées dans la régle. | | 
33. Enfin, puisque les trois lettres s, #, u ne sont assujetties qu'à vérifier l'équation ss —#-+-9», 
on n'a qu'à trouver les nombres s, t, u qui remplissent cette condition; alors les formules précédentes 
donneront immédiatement les valeurs des nombres cherches. Quant à celles de s, t, u, qui remplissent 





la condition ss == {t+-2au, voici les plus simples: - E - 
s 3 9 1017 19 27 33 33 M ‘43 
t 1 07 1 17 23 17 31 ° 23 1 


Quatrième méthode. | | 


3%. Nous avons vu, au commencement du Mémoire, que les équations 





YYHzZ—ac—=pp, zz-- er —yy = 
seront satisfaites, si l'on prend | 
z—aa+ bb, yy— ac — hab (aa — bb), p — aa +- 2ab — bb, q — aa — 2ab — bb; 
d'où il est facile de remarquer que ces équations seront vérifiées, si nous supposons 
z — mn (aa 3- bb), yy — ax — kmmnn (aa — bb) 
et p=m (aa + 2ab — bb), q= mn (aa — 2ab — bb). 

Il ne restera done qu'à remplir la troisième condition de notre probléme, savoir ;, zz -t- yy —zz — rr. 

35. Maintenant, pour que les trois nombres x, y, z n'aient point de facteur commun, prenons 
y + a — 2mma (a 4- b) et y — === 2nnb (à — 0); pour abréger l'expression, soit aa -4- ab — 4 et 
ab — 655 — B, de sorte que y 4-2 — 2mm4 et ÿ—x—2nnB; par conséquent, puisque 4 — B—aa -- bb, 
. nous trouverons z — mn (4 — B). La somme des carrés de y+ze y— x nous donne 

2yy -i- ax — km AA + hn! BB; donc yy a- xe — 2m* 44 + Ont BB; 
retranchant de là la valeur de zz, on troavé cette. expression pour rr 
rr — 9m* 4 4 + 2n* BB — mmnn (4 — By. 

- 96. Pour rendre cette formule plus traitable, supposous. m—f--g, iü—f-- gi de là on 

obtiendra Fr = af! + 8f*9g-r- [fgg + 8fg* 3- ag‘, où ' 
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v: 244 +-9BB—(4 — By— (A + By, 
g —844 —8BB, 
y 312 (44 + BB) -À- 9 (4 — B). 
En substituant ces valeurs de-«, 9, y dans l'équation précédente, nous aurons 
rr = (4 + B/f*-- 8(44 — BB) f* 3 + [12 (44 + BB) +2 (4 — B}] ffjg 
+ 8 (44 — BB) fg’-+ (4 + By g*. 
37. Pour ramener à présent cette formule à un carré, supposons que sa racine soit 
ar (4 -e B)ff2- & (4 — B) fg — (4 + B) gg, 
d'oü il suit | u 
rr —(4-- By f*2-8 (44 — BB) f*g —2 (4 + By ffgg + 16 (4— ULLA 
— 8 (44 — BB) [+ (A + B)*9*. 
Retranchant de cette expression la précédente nous obtiendrons 
49 = 324Bffg + 16 (44 — BB) fg, 


^*^ Tan H f — AA—BB 
d'où l'on tire | | Tr 
et, pr conséquent, 0 0" T=AA—BB, 
es n -- . mo. je — — 9 AP. - . 07-7 HEP D 


C'est. airisi qu'on trouvera les nombres f'et g d'après les valeurs de 4 et B qui sont. déterminées 
par les équations 4: aa-+.ab, B. ab —— bb. Puis, on prendra m — fg, ni — f — 9, et l'on 
aura les valeurs de x, y, 2, p, 4, qui, d'après les équations précédentes, sont. 

c — mm4á —nnB, y=mmA--nmB, z—mn(4— D), 

p = mn (aa -4- 2ab — bb),  q — mn (aa — 2ab — bb). 
Quant à r, nous avons eu 

r — (4 - B) ff - & (4 — B) fg — (4 + B) gg, 
et cette équation, à cause de m—=f--g, n —f — 9, devient 
r — mn (4 + B) 4- (mm — nn) (4 — D). 

Donc, il est aisé de développer les valeurs de c, y, z et p, q, r pour chaque valeur des 
lettres a et b. 

38. "Voici la maniére de s'y prendre pour trouver autant de solutions qu'on voudra. Aprés 
avoir pris à volonté a et b, on formera 4—aa 3- ab, B —ab — bb, puis f— 44 — BB et 
g——24AB, de là m—f--g, n—f—g. Ainsi, ayant déterminé ces valeurs, les nombres 
cherchés seront donnés par les formules suivantes: 


c — mm — nnB, p=mn (aa +- 2ab — bb), 
y=mnA+nnB, — mn (aa — 2ab — bb), 
x — mn (4 — D), r — mn (4 + B) + (mm — nn) (4 — B). 


Rapportons ici quelques exemples. 
Exemple 1. Soit a=1, b=2; nous aurons 4—3, B=—2; de là f—5, g— 12, 
i — 17, n— — 7, enfin les nombres cherchés seront: 
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æ—17.17.3+ 7.7.2 = 965, = —17.4.1 25 — 119; 

y — 17.17.3 — 7.1.2 — 769, Q——11.7.—1—833, 

z——17.7.5—=— 595, r=— 1,171 +- 240.5 — 1081. 
Cette solution se trouve déjà rapportée plus haut (28). . 


Exemple 2. Soit a=2, b— 1; nous aurons / — 6, B— 1, f—35, g — — 192, enfin 
m —23, n — V1, et par conséquent, - 


c = 23.23.6 —h7.47.1= 965, p=233.47.7 = 7567, 
y=23.23.6-+-57.547.1 — 5383, q — 23.47.—1=— 1081, 
z = 23.47.5 — 5805, r — 23.47.71 — 1680.5 — — 833. 


39. Il faut observer qu'il serait superflu de prendre les nombres a.et b tous deux impairs, 
puisqu'alors les nombres 4 et B seraient pairs, et par conséquent réductibles à de moindres nombres, 


Exemple 3. Soit a — 2, 6b — 3; mous aürons 4 — 10, B=—3, f— 91, 9 — 60, m—151, 
n — 31; d'oü résulte 
q — 151.151.10 + 31.31.3 — 230893, ., p 151.31.7 = 32767, 


y — 151.151.10 —31.31.3 — 925197, g=15.31.—17- — _ 79577, 
a 151-3119 60853,. .— . .  r=—151.31.7.+ 2180.13 57 316687, . 


":' Obsarvons ici que toûtes les solutions trouvées par -cette möltode, différent e ions de 
toutes celles qu'on tite des methodesipreckilenes: ^ —— ^5 5o 5 Zr HERES 
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VI 


Recherches sur le probléme de quatre nombres positifs et en 
‘proportion arithmétique tels, que la somme de deux quel- 
conques soit toujours un nombre carré. 


(Exhib. 1781 April. 23.) . 


1. Soient 4, B, C, D les quatre nombres cherghés, disposés selon l'ordre de grandeur, 
en sorte que 4 soit le plus petit et D le plus grand. Les six conditions à remplir seront: 
4a Bxpp Artzg, A+D=r=B-+C, B+D—ss, C+-D=i, 
de là 2rr z:pp-- M —3q71—.53, et enfin les quatre nombres cherchés seront exprime par les 
quantités pp, qq, rr de la manière suivante: — 
24 -—pp--qq—rr, 2B= pp--rr—4qq, 
2€ — qq + rr — pp, 2D = àrr — pp — qq. Ä 
Le nombre A étant positif, il faut que pp-4-qq > rr; quant aux nombres B, C, D, ils seront de 
même positifs d'après la condition 2rr — pp -1- t£ — qq +ss, si l'on prend p «t, q<s, ce qui 
doit avoir lieu d'après les expressions précédentes de pp, qq, tt, ss, où, par hypothèse, 
A<B<C<D. 
2 De plus, on voit que r doit être égale à la somme de deux carrés; ainsi soit r = axc-i-yy, 
nous aurons rr — (ec — yy)’-+ (2zy)*, et par conséquent 
Orr — (+ (za — yy) — 22y)* + (+ (a0 — yy) + 2ay)*. 
De il est facile de prévoir que l'égalité 2rr = pp + tt, ainsi que la; condition p «t sera remplie, 
si l'on prend 
p== (ee —yy)— 2ay, = (eo — yy) + 227, | 
où nous admettrons celui des deux signes + qui rend ax — yy positif. 
De méme, pour les nombres q; s, vérifiant les. conditions 


2rr = qq + 55, q«s, 
nous trouvons ces expressions 


| "oq (ra—yy)—9ay', 's=t(re—yy)+2x y", 
en admettant pour x. cette autre décomposition en deux carrés c 4 -&-y y. 
! Ayast p zm it (22 — yy) — bey, rt am -- yy, nous en ürons 
= (se — y) zc kay (ex—7yy) + kaxyy = (zm-t- yy)! az &ay (nz—yy) — rr + Wy (er yy). 
De mime, les | équations qr gay y)-—9»«'y', r-a vw -t-y y nous donnent 
g=rr Ebay (x & — yy) ' 
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Daprés ces valeurs de pp, qq, la condition pp + qq > rr devient 
rr cy (rz—yy)-*ey(rzzr-yy), 
où des deux doubles signes + nous admettons ceux qui rendent zx — yy, 2x — y'y positifs. 
3. Puisque r doit étre la somme de deux carrés de deux maniéres différentes, il doit étre le 
produit de deux facteurs de cette méme forme. Posons donc r— (2-6) (cc--dd), où nous supposerons 
ab, cd. Pour diminuer le nombre des lettres, | sait Lf zen f et z étant des quantités 
qui surpassent 1: on aura r — bbdd (ff 4- 1) (zz 4- 1), où nous pouvons supprimer le facteur carré 
bbdd qui sera commun à tous les termes de l'inégalité que nous aurons à considérer. Ainsi nous 
aurons r — (ff -— 1) (zz +1), 
d'où, pour les valeurs de x, y, x’, y’, vérifiant les conditions 
r—cmra-yy, r-ac'---yy, 
nous tirons shit, c —fi—1, y-zi—f, y —z--f, 
et de là ey (ee — yy) — (f t) (x —f) ((f4- 1) 2 —f 4- 13) ((F— 1) z -- f -— 1) — M, 
a! y (za —y y )2- (fs — 1) (z- f) (2-1) 5-- f — 1) (1): —f— 9-N 
ce qui change la condition . 
rr 2» + ey (ax — yy) + hr'y (a2 —yy) 


dans la suivante: rr2xM-EAN, 
ici, comme plus haut, on gardera ceux des deux doubles signes + Le rendent + M et N positifs. 
b. Pour que ces formules soient plus commodes, soit ae = Q, e étant, ainsi T P. une 


quantité plus grande que l'unité, Introduisant cette quantité dans les valeurs de (— p go 
tirées des équations précédentes, nous aurons ' 


go E 1 6G—f)(—1) 6-9 — P, 
gg = (fz — 1) (z-- f) (ex + 1) (z—60)—29, 
de sorte que la condition à remplir sera 


où il faudra toujours prendre les sgnen de manière à rendre + P, +Q positifs. 


5. En considérant ces formules, on doit remarquer d'abord que les deux lettres f et:e sont 
permutables entre elles, puisqu'en les remplaçant l'une par lautre, la valeur P se change en Q, et 
réciproquement. En effet, ayant Q LL on aura. aussi [= Ut de manière que lume s 
détermine par l'autre de la méme facon; puis, ces deux lettres se déterminent réciproquement l'une 
par l'autre par cette égalité fo — o — f — 1, qu bien (f — 1) (o — 1) = 2. | 

Observons ici que, dans le cas où f— 0, on a f—1—9-—1-— V2, et par conséquent 
f=e=1--V2; dans tous les autres cas, l'une sera plus petite et l'autre surpassera ce nombre. 
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Ainsi supposant o > f, nous aurons f< 1 + V2, e> 1-+-V2. Quant au vas f:=1; la valeur 
de o devient infiniment grande. 


6. Ayant posé r — (ff-+1) (zz 4- 1), on aura rr — (ff -- 1)’ (zz + dE et de. là 








rr _ 0--09* (+1), 
(f— 1-9: (f—1)* | ty ii LP Uta : 
Or comme Lite on obtiendra donc . . .. .  .. MEM EM 
| r _ (ff--M(u--1)? _ Ir (oot 1) 2 
(—1* nr  I-de—d +1) » 
. rf ) * 
ce qui donne - FE * (ff4- 1) (ee + 1) (x 2 0^ | 


la valeur du produit (f — 1) (o — 1) étant égale à 2, comme nous l'avons vu. Substituant , cette 


expression de : FD dans linégalité précédente, nous trouverons que la condition à remplir sera . 
la suivante. … , QF-- 1) (0o 2- 1) (zz 1? > 8 (C P0). 
7. Développant les valeurs des lettres P et Q, nous aurons TE : 
P — foz*-e (fo 1) (e — f) z— (ffoo 1 — (o — P?) xz — (fo 1) (e—f) :-- fe 
Q — foz'— (fe - 1) (e — P) *— (feo 2-1 — (0 — f£) zz (fe 5 1) (o— £F) x fe, 
où le coefficient de zz peut se réduire à une forme trés simple; en. effet, puisque — 
(e — f) — (e f)! — fe, . DO j 
ce coefficient s'écrira ainsi: ffoo + 1 + fo — (o -1- f )*. Mais nous avons vu (5) que o-- f—fo2—1; 
donc (+ f)? — ffoo — 2f o +1, Le conséquent, ce coefficient se réduit à cette forme très simple 
6fo. Ainsi nous aurons 
P=fe:* (fe) (Pr 6fezx — (fe - 06—f)z-efe. 
Q — foz* — (fo 3-1) (o — f£) z— 6fezz a- (fo 1) (e — f) x fe 
8. Les valeurs de P et Q étant déterminées par ces équations, nous aurons à ‘remplir cette 
condition - —— — (+ 1)(c0+1)(z+1)>8(EP+HQ); | sd 
de cette maniére nous sommes conduits au probléme suivant: 


*"-^ e . 
ED 1 


9. Problème, Le nombre f, et par conséquent.aussi Q, étant donnés, trouver toutes les 


valeurs de la lettre z qui puissent remplir la condition mentionnée. 


C'est par là qu'on parviendra à une solution complète du problème principal, attendu que’ là 
lettre /— — donnera les nombres a et b, et z=— -. pareillement c et d, desquels on tirera ensuite 
z,y,c oy qui conduiront aux valeurs de p. q; r et enfin à celles de 4, B, C, D. 

10. Solution. Commencons par observer que les valeurs convenables de z sont comprises 
entre certaines limites, tantôt plus et tantôt moins étroites, selon la valeur du nombre f qui est 


toujours plus grande que 1 et moindre que {+ V2, ou bien , selon la valeur de =" ina 





"id qui 
surpasse toujours 1 + ya. Ces limites peuvent étre facilement assignées, lorsqu'on connait les cas 
dans lesquels le premier membre de notre formule devient égal à l'autre, ou lorsqu'on connait les 
racines de l'équation. (+1) (991-1) (zz24- 1) — 8(+P+ Q), en ne tenant compte que de celles 
qui surpassent l'unité; car nous supposons z > f. 
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11. Comme cette équation renferme deux quantités connues f'et o, liées entr'elles par l'équation 


1 _ ee--1 
1170-1 
il sera utile d'introduire à leur place une seule lettre, qui puisse exprimer également l’une et l'autre 
quantité, ainsi soit — 9n, = = dn. 


D'où nous tirons pour les valeurs de f et Q cette expression 
n + y (nn — 2i — 1). 
Or, comme f est plus petit que Q, nous prendrons 
f=n—V{nn — 3n — 1), en + (nn —8n — 1), 
et de là nous tirerons 
fon, oç—f—2V(nn—2n—1) et'enfin fo zz 2n -- 1. 
Soit ensuite /(nn — 9n — 1) — k, de sorte que f=n—k, Q— n-- k, o — f — 2k. A présent 
il n'est pas difficile d'éliminer de notre équation les deux lettres f et o. 
12. Cela posé, commençons par le premier membre de notre équation, et comme 
(F1) (e 3- 1) = (fe —1) + (+0) 
et que f+o=2n et fo—1—2n, le premier membre prendra cette forme 8nn (zz -+- 1)", et 
l'équation à résoudre sera nn (zz-+1)"= + P-- (), Prenons maintenant en considération les valeurs 
de.P et Q,.savoir 
P fexta (fo 1) (o — f) z fen — (fo + 1) (o —f):-- fe. 
Q — fex'— (fe 1) (e — f) z— 6fezz e (fe 1) (e— f) fes 
comme fo — 2n -— 1, o — f — 2k, ces valeurs deviendront 
P — (9 2- 1) z*-- f (n a- 1) $25 — 6 (2n -- 1) zz — & (n - 1) kz -4- 2n +1, 
Q — (2n -4- 1) z' — & (n -i- 1) kz*— 6 (2n -- 1) zz -- & (n a- 1) kz + 28 + 1. 

13. Pour découvrir maintenant les valeurs de z dans notre équation, il faudra considérer avec 
soin les signes -+ et — que doivent avoir les lettres P et Q. Remarquons premièrement que 
lorsque. z > o, l'une et l'autre expression (4) sont positives; donc on les prendra avec le signe +. 
Mais si z est plus petit que f, alors P devient négatif et () aussi, et par conséquent il faudra leur 
donner le signe —. Enfin, si z se trouve entre f et o, la lettre P sera positive et () négative. 
D'aprés ces considérations on voit que, selon que z est plus grand que o, ou plus petit que f, 
ou enfin contenu entre Q et f, on aura trois cas à développer, nommément les suivants. 


Premier cas. 
Recherche des valeurs de z plus grandes que Q.- 
1%. Comme les deux lettres P et () ont le signe -+, nous aurons 
P -- Q — 2 (2n -+- 1): — 12 (2n + 1) zz -+ 2 (2n + 1), 
el notre équation développée à résoudre sera 
nn (z* 4- 2zz + 1) — 2 (An +1) (z* — 6zz + 1), 
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où, lorsque nn > 9 (2n + 1), le premier membre surpassera toujours le second, ét par conséquent 
toutes les valeurs de z, depuis o jusqu'à l'infini, répondront.à netre but, e nous aurons toujours 
pp--qq > rr. Cela arrive lorsque n > 2-+-V6. Or, dans le cas de n — 2-6 V/6,. on aura. 

k — y (nn — 2n —1) —y(5-2-2y6) 2 y3-- y2, ^ o n-c- k—(yY3-- yy van, 

[n ke (V8 +3) fa — 1). 
Donc cela aura lieu quand 
e» (V34-V2) (V2 4- 1),. f« (V3-+ 2) (V2 — 1), 
ou bien, en réduisant en fractions décimales, ‘lorsque 0» 1,5957551 et f < 1,303225%. — Ainsi, 
toutes les fois.que f — 1, 3032255, ou 0 > 7,99575&1, la quantité:z peut être! plus grande que o 
jusqu'à l'infini. . | | 
45. Passons maintenant au cas, où nn < 2 2 + 1), ce qui arrive lorsque n <'2+ V6, ou - 

lorsque f > (Y3-- V2) (v2. — 1) et, au contraire, e<(3-+-YV2) (V2+ D- Si nous retranchons 
dans notre équation le premier membre du second, nous aurons 


(bn +2 — nn) z* — (24 + 12 + 2nn) zz 4 In + 2 — nn. 
er 19n-+-6 ie 


Soit, pour abréger, aim 7 A, il viendra, aprés avoir divisé par In + 2— na, 


+ 
e e. l Ps 
€. 


E^ t— 24zz A- 1 — 0. | 
En résolvant cette équation, on a ur 4c y(4t— 1), ou enfin = Ver + + VE =). 


Or, de ces quatre racines de l'équation z'— 2/zz +1 — 0, la plus grande V(==) + Veez! -) 
est la seule qui surpasse 1, et de là nôus concluons que toutes les valeurs, depuis Q jusqu'à ce 
terme, fourniront des.valeurs convenables pour z. . » — — 000 oet aga d 
16. Supposons f=? 3; et par. conséquent o — 5; nous aurons n ur ^ 
4— 1252112 et $71 6,176058, 17! — 5,76056, enfin V (477) — 2,60, ves «9A, 
et de là z — 5, c'est-à-dire z ne saurait surpasser o que d'uite fraction extrémement petite. 
Al. eas. 27 TP . sc TP wur." ey 


P. os. rl 


Recherche des valeurs de z qui se trouvent au dessous de fi 


17. Ici P et Q sont négatifs, et notre équation à résoudre sera B | or 
RA (zz34-1))— — P — Q — — 2 (2n -- 1) z* nannte ser), 


laquelle peut être réduite à la précédente, en faisant z — ie car alors on aura 


nn (ve + 1)* — 2 (2n + 1) (6° ir 1) : e € 

Observons ici que les deux lettres v et z dépendent l'une de’ l’autre de la méme manière que f et o,- 
de sorte qu'on aura semblablement ez — 9 + z - 1. 

48. Ainsi nous aurons ioi, de méme qu'auparavant, les valeurs convenables de e entre les 

limites de o et co, 

être pris entre les limites de fe et 1. 








T, pourra 
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19. Pour abréger, mettons au lieu des nombres rapportés 7,59575&1' et.1,3032954 simplement 
eeur-ci: 7,5 et 1,3: D'après cela, on arrivera à cette conclusion importante: toutes les fois que o 
se treuve entre les limites 7,5 et oo, ou bien f entre 1,3 et 1, on pourra toujours prendre le nombre 
z, ou, eptre les limites o; et co, . ou entre celles de f et 1. -. 

20. Examinons à présent le cas où pe «27,5, ou f> 1,3, et commencons par le cas de 

—f-1-2-y2. Puisque f—e; on aura k—0 et nn —2n—1— 0, ou nn—2n--1, par conséquent 


PER —®_7, et enfin 


$(9n-1- 1) — nn nn 


— CR VEz)=2+V3=3,71320508, :—7*1— V3 — 1,7320508. 





Pour simplifier, nous remplacerons les nombres 3,7320508 et 1,7320508 par 3,73 et 1,73, et nous tire- 
rons cette conclusion: dans le cas, où f—@—1+V2, on pourra toujours prendre z, ou entre les 
limites o et 3,73, ou entre celles de f et 1,73. Il ne s'agit plus que de rechercher les cas où Q se 
trouve dans les limites 7, 5 et 1 + V2, ou f entre celles de 4, » et 1 + V2. 


21. Le cas traité précédemment par la supposition de f— — 3 €609:—5, nous donne e— 5, 
d'où il suit que z "1 i c'est-à-dire que, dans ce cas, z ne pourra différer de f que d'une 


fraction extrêmement petite. Il suit de là que lorsque l'on diminue o au dessous de 7,5 vers le 
terme 5, la valeur de z diminuera de plus en plus jusqu'à devenir sensiblement égale à f. 


QS 0) EE | 
o ej TEN Troisième cas, 
Recherche des valeurs de z qui se trouvent entre o et f. 


22. Dans ce cas, fa valeür de P' sera positive et celle de Q négative, et l'équation à résoudre 
sera nn (zz -- 1)! — P—20,' où nn (zz-3- 1) 8 (n-1- 1) k (z*— 2). Supposons ici 


: 8k(n-- 1) 
nn 


— M, ou 3-0 _ 9, 
nn 


nous aurons cette équation bicarrée z°— 492° + 2zz -+ 492 + 1 — 0, laquelle pourra être résolue 
sans qu'on ait recours au cube. 


23. Supposons z*— &9z* 4- 2zz + h9z + 1 — (zz — (11 — 1) (zz — Br. — 1); le produit des 
facteurs du second membre est z* — (o.-1- 9) z°+ (a8 —2)zz-(a-1-.2) z 4-1, lequel étant comparé 
avec de premier ' membre, nous donne ces deux conditions a+ 9 —M9, a6—2—2, ou bien 
eg -—H^, de là ma 9 — Vllair- 8 — ho) — «y (08 — 1) , ce qui prouve l'impossibilité de 
l'équation nn (z*<+- 2zz + 1) — 8 (n -- 4) k (2°—z) dans le cas où <A. Donc, pour 9<1, on 
aura, tQujours nn (z'-i- 2zz +4) —- 8 (n.-- 1) k (z*— z), et par conséquent toutes les valeurs de z 
depuis f jusqu'à o vérifieront la condition mentiounée (8). Ä 


, 9h. Pour trouver.]es valeurs de n qui rendent 8 «C1, nous prendrons l'expression de 2 qui est 
„er 1), 


aurons cette condition 


59 Où k= : V (an — 2n— 1). Ainsi, pour la: détermination de ces valeurs de n, nous 
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Q(n+ 1) V (nn — 98 —14) 
RS ou bien 'n D Lo Li: «0, 
qui se réduit à l'inégalité n* «c 3. (n + ty; de laquelle nous tirons 


9 a: 4) $4- M E 


n < —1-4-y3-—2,7320508. 
Il suit de là que, tant que n est plus petit que 27320508, n sera | plus petit que f, et toutes les 
valeurs de z depuis f jusqu'à o satisferont à notre but. | 





«i và + el enfin n< 


25. Passons maintenant au cas ou Ó > 1; alors, aprés avoir trouvé - 
a -- B — &À et «—8 — Ky (99 — 1), nous aurons & — 25--2y (58 — 1), 8 —25 —2V (2 — {); 
ainsi les deux facteurs de notre bicarré seront : 
ap R(9-Yy(980 — 1)z--1. et zz— 2 ($ — V(99 — 1)z — 1, u i 
qui étant égalés à 0, donneront les quatre racines de notre équation: . .. u: : … 
(— $-- y (98 — 1) + V[29 (9 + (99 — 1))], 
D a- V (99 — 1) — V[29 (9 + (99 — 1))], 
, 6 VI — 1) 4- V [29 (5 — V (99 — 1], 
| D — y(89 —1) — y [29 (9 — Yo — 1) Je 
Mais il n'est pas difficile de remarquer que 
2 + y (99 — 1) - (V(223) = VE 
donc les expressions trouvées pour les racines de notre équation se réduisent aux suivantes: 
| 9 + y (899 — 1) + Y (9 (9 + 1)) + V (8 (8 — 1), 
I VII —1)—Yy(8(9--1) —V(9(09—1), ^ ^ ^" a 
9 — y (83 —1) + Y(89:a- 0) VIDA), à m 
o 9 y(95 — 1) — VII + 1)) + Y (8 (9 — 1)). 
De ces quatre racines nous n'aurons à considérer que deux | 
9 4- Y (98 — 1) + V(9(9 5-1) + Y(9(6 — 10), — 
9 — y (98 — 1) + vo + 1) VE 9 — N), 
car les deux auires sont plus petites güe 1. "D après ces valeurs de. z, qui rendent 
ce nn (zz 4- 1)* — 8 (n 2 1) k (z*— z) — 0, 
il n 'est pas difficile d assigner les limites. des valeurs de z qui vérifient la condition | 
DE nn (zz + 1) 2» 8 (n-4- 1) & (— 2). 
Pour cela, ‚nous remárquons. que la plus grande valeur de z; qui rend | 
nn(tz+ 4j — 8 (n-A-1).k (232—2) — 0, est IH V (93 — 1) a- V(9 (9 — 12)) a- Y 9 ( vn: 
donc toutes les valeurs qui surpassent cette limite donnent :: MEE 
en 2039. . nn (zz 4- 1)! — 8 (na- 1) k(2—2 2) 2.0 TE Br 
et par conséqéeut remplissent la condition na (zz -+ 1)?> 8 (n -t- 1) 'k (z* — z): Toutes les valéuts 
de + qui sbnt'au-dessous dé + (99 — 1) + Y (9 (9 + 1)y + Y (9 (0 — 0); et qui ne sont pas 
inférieures à l'autre racine de l'équation nn (zz +- 1 — 8 (n a- 1) k (z5— 2) — 0, 


65s. 
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qui est 0 — y (89 — 1) -- VII +1) — Y (9 (0 — 1), 
rendront hn (zz 4- 1)! — 8 (n + 1) k (z35— 2) <0, 
et par conséquent ne vérifieront pas la condition nn (zz + 1)? 7» 8 (n 4- 1)k(z°— z). Mais, pass 
cette limite, toutes les valeurs de x rendront. de. nouveau an (zz 3 1)! — 8 (n -- 1) k(z*— 2). 
positif, et par conséquent rempliront Ja condition na (zz + 1)! > 8 (n- f) k (i — 2). 
Donc, cette condition ne sera remplie que pour des valeurs de z comprises entre les limites 
| 9 + y (90 — 1) 4- (9 (9 a- 0) + (SE — 1), | 





TIE 9 — y (99 — 1) + Y (9 (9 + 1) — V(9(9 — 1). 
26. Nous sommes en état maintenant d'assigner, pour chaque valeur proposée de f ou de 
em D des valeurs convenables de z entre f et o, en cherchant 2a DT, ou ="; 
puis k=Y(nn — 2r — 1), ou bien k — zen et enfin 9 — Lic qui déterminera 


les limites de z par ces formules irrationelles: 
IE y (99 — 1) a- V (9(9 + 0) + Y (9(9 — 1), 
8 — y(89 —1) + Y(9(9 + 0) — VE — 1). 

27. Ayant déterminé, d'après ces formules, les valeurs de z pour plusieurs nombres f ou Q, et 
les ayant jointes aux valeurs de z tirées des deux recherches précédentes, nous avons construit 
une table qui donne, pour certains nombres Q, les limites des valeurs de z, qui remplissent la 
condition (8). | | 

C'est ainsi que nous parvenons à la solution complète du problème principal. Si la fraction 
— est plus grande que 1-+-Y2, on.]a cherchera dans la première colonne de notre table, et 
slors l’autre déterminera les limites du rapport — — cz. Quant au eas. de < 1+ V2, on prendra 


Tf, et cherchant dans'là premibre éoloine la valeur de 0= Se on aura de même les 


limites des valeurs de - | 


-— - 


021 Table | 
qui représente, pour certains nombres o, les limites pour z. 
e Limite dez ol e Limites de x 
2,41 1,73...3,73. | 7,0 1,21...1,38, 6,25... 10,71 
3,0 4,71...3,81 | "L5 /1,00...1,36,  6,50.... 00 
3,5 1,66... . 5,00 | | .8,0 1,00...1,36, — 6,56... 00 
3,75 1,65...921, 2565... 11 9,0 1,00...1,35,  6,68....00 
bO -.: 1,61...1,80,  349...425 — — 10 .1,00...1,24 — 6,93... 00 
4,5 1,55...1,58,  &&0....58  . 41 1,00..,1,33, 7,0%....00 
5,0 1,50...1,50, — 5,00... 5,00 ». 43.  1,00...1,22, 7,21....00 
55. 143...1,45, — 5,88,.,559.—— 45: 1,00...1,2, 7,30....00 


60 .  £4£37...142, 5,78...683  .. co 1,00...4,30, — 7,59....00 
6,5 1,29...1,40, _ 6,0%... 7,82 Ä : 
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28. D’après cette table, on ne pourrait point assigner la valeur convenable de z = i » lorsque 
e— — — 5; car, pour Q — 5, les limites de z, à un centième près, concourent l'une vers l'autre. 


Mais, plus nous nous éloignons de ce cas singulier, plus aussi s'étendront les limites entre lesquelles 
la fraction — pourra être prise. 


Pour éclaircir notre méthode par un exemple, prenons = = k,.ou bien T = $3 l'autre 


fraction 1 pourra être prise ou entre les limites 1,61 et 1,80, ou entre 3,49 et 4,25. Ainsi soit 


b —1 
d —2 
a — 7 — 1.2 — 96 
y —5h.22- 1.1— 15 
a aq —yy-h51 

2x y — 780 
c'e —yy 2% y —-329 






x=h.1+1.2—= 30 
Y—=h2—171—= 1 







2xy = 60 
CE —— yy — 2ay — 839 


On prendra donc p — 329, q— 839 et r sera —30*--1*—26* -4- 15*— 901, et d'après les valeurs 
de p, 'q, r les nombres cherchés 4, B, C, D seront exprimés ainsi: 


— pr — 961 ..Pp--rr—gq __ 946191 
C | qq--rr— pp 1407481 | D drr—pp—qq 1623241 
— — 9 —— Q 9 cnp 93 S 9 


ces nombres étant multipliés par #, donneront pour la solution de notre probléme les quatre entiers 
suivants: . | | 
722, 32242, 2814962, 3246482. 
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VII. 


Considerationes circa analysin Biophanteam. 


.. Saepe ac multum mecum cogitavi, an non liceret eam analyseos partem, quae Diophantea 
appellari solet, veluti reliquas matheseos disciplinas, ad certa capita revocare, quibus constitutis 
universus hujus analyseos complexus perspici, et cuique problemati caput, ad quod referri oporteat, 
assignari queat, ut hinc principia statim innotescant, ex quibus cujusque problematis solutionem peti 
conveniat. Verum postquam complures  quaéstiones huc pertinentes omni studio pertractassem, sin- 
gulas fere sibi prorsus peculiares methodos et calculi artificia postulare deprehendi, ut propemodum 
totidem hujus analyseos capita constituenda videantur, quot problemata partieularia in hoc genere 
proponi possunt, Ex quo nullo adhuc modo intelligere licet,- quomodo pro hac analyseos parte 
principia generalia constitui, eamque in certas partes distribui oporteat. 

2. Divisio quidem hujus analyseos in duas partes statim se offert, quarum altera ejusmodi 
problemata in se complectitur, quorum solutiones ita. per formulas generales exhiberi queant, ut 
omnes plane solutiones in iis contineantur, ex iisque derivari queant. Altera autem pars ejusmodi 
quaestionibus solvendis versatur, quarum solutio generalis neutiquam in certis formulis comprehendi 
potest, sed ita institui solet, ut ex qualibet. solutione jam inventa aliae novae deduci queant, quo 
in negotio. tamen iterum ‘fere infinita varietas pro diversa problematum indole cernitur; et quoniam 
nunc quidem maxima pàrs problematum, quae in analysi Diophantea tractari solent, ad hanc alteram 
partem est referenda, multo minus methodi ad ca solvenda' accommodatae ad certas classes revocari 
posse videntur. | 

3. Neque vero illa divisio problematum inde petita, quod alia solutionem generalem, in certis 
formulis analyticis contentam, admittant, alla vero tantum solutiones particulares recipiant, quae 
tamen continuo ad alias novas perducant, tam certo est stabilita, ut haec duo problematum genera 
ob suam naturam penitus a se invicem dirimantur, cum utique evenire queat, ut problemata, 
quae ad posteriorem partem referenda videntur, certis adhibitis artificis generaliter resolvi queant. 
Cujusmodi est problema de tribus cubis inveniendis, quorum summa sit cubus, cujus solutiones 
antehac tantum particulares sunt datae, donec equidem ejus solutionem generalem exhibui, ita ut 
hoc problema nunc primae parti accensendum videatur. | 

4. Cum igitur hactenus plura problemata Diophantea sim perscrutatus, unde multitudo ac 
varietas methodorum, quibus ad ea solvenda uti convenit, maxime elucet, nunc aliud ejus generis 
problema, quod quidem apud auctores passim occurrit, contemplabor, quod ita se habet: 
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Invenire tres numeros v, x, y, quorum binorum productum, summa eorundem auctum, 
producat numerum quadratum, ita ut hae tres formulae vx-à- v--x , vy-4- v--y, xy-&-xa-y 
quadrata reddi debeant. 

Deinde vero eandem quaestionem ad quatuor hujusmodi numeros extendam, quandoquidem tum 
maximae difficultates occurrunt, dum baee quaestio, uti est proposita, generaliter resolvi potest, ac 
solutio tantum in numeris integris certa artificia postulat. 

5. Ad hoc problema resolvendum, ponamus e-1-1— 4, z--1-—B et y--1— C, ut 
sequentes tres formulae 4B — 1, AC—1 et BC—1 quadrata fieri debeant. Statuamus igitur 
primo 4B — pp +1, 4C — qq 3- 1 et BC — rr +1, eritque 4BC — V (pp-1-1) (qq--1) (rr2- 1). 
Quo jam baec formula facilius rationalis efficiatur, litteras p et q ut datas spectemus, ponamusque 
(pp + 1) (qq + 1) — mm -i- nn, ut sit m — pq +1, et n — p 3- q, fietque 

ABC = V (mm -+- nn) (rr + 1) = Y (mr + n)?-+ (nr — my), 
quae radix statuatur = mr-i-n-vt(nr— m), ut prodeat nr — m == 2mri -- nt + nr! — nit, 


m (tt — 1) — 2nt 
n (££ — 1)2-9m£. 


hincque r= 


(mm 2-no) (tt -iÀ- 1)* et 4BC — (mm nn) (tt 4- 1) 


(n(tt — 1)-—- 9m)? n (tt — 1) + 9m » unde ob BC — rr + 1, 


6. Erit ergo rr+1— 
reperitur | 
— tt 1 


(pp-t- 1) (tt-- 1) 
B — t (tt — 4) -- 9mt e 


C — m een 
— n(t— 1) 4- 2mt 


existente m — pq 1 et n—p3- q. 


; etob mm--nn-— (pp -- 1) (qq ^ 1), 


7. En ergo solutionem maxime generalem nostri problematis, in qua adeo binos numeros p 
et q pro lubitu accipere licet, ita ut binae formulae 4B — 1 et 4C — 1 datis quadratis aequentur; 
et cum littera © etiamnunc arbitrio nostro permittatur, pro tertia formula BC — 1 infinita quadrata 
reperiri possunt, unde hoc problema sine ullo dubio ad primam partem, ubi solutiones generales 
exhibere licet, erit referendum. Verum cum hoc modo terni numeri quaesiti plerumque: prodeant 
fracti, si solutiones in integris desiderentur, alia artificia in hunc finem adhiberi conveniet, quae 
hic exposuisse juvabit. 

Solutio problematis per numeros integros. 


8. Quoniam numeros p et q ut datos spectamus, solutio ita facilius obtinetur. Posito 


AB —pp--1 et 4C—gq—+1, ut sit pti a cols 


A 7 À 
. . __ (pp--1) (qq 5) E ^m -i- nn — AA 
erit statım BC—1-—7—4——1———— ) 


quae forma cum esse debeat quadratum, sumatur 4 — n — p — q, seu p — q + 4, fietque 

_ a+1 _ + | 

B—A+2qg+—— e& (= 

unde numeros A et q ita accipi conveniet, . ut 4 sit divisor ipsius qq -+ 1. Quare necesse est pro 
L. Euleri Op posthume. T. I. | 17 
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4 capi summam duorum quadratorum, ac tum semper pro q infinitos valores assignare licebit, ut 
gg +- 1 divisienem per 4 admittat, veluti ex sequentibus exemplis patebit: 
1) Sit 4/ —1 et g=u, erunt tres numeri quaesiti 4 — 1, B—uu+2u+-2 et C — wi. 
2) Sit 4 —2, sumique oportet q — 2u — 1, unde prodeunt numeri quaesiti: 
4-2, B-9uu--9u--1, € = 2uu — 2u + 1. 
3) Sit 4 — 5, sumique oportet q — 5u + 2, unde duae resultant solutiones 
4—5, B-5uu-2-1h5u-- 10, C — 5un a- hu 1 
4-5, B—5Suu+- Gu+ 2, C— 5uu —t -—-1; 
sicque binis 4 et C duplex valor ipsius B respondet, scilicet 
4-—5, C-5uu--hu--1, B= Suu+ 1hku+ 10 | 
vl  B—5Suu— Gu+ 2. 
b) Sit 4 — ff+-9g et k minimus numerus, cujus quadratum unitate auctum per A sit divisibile, 
kk +1 


ut sit Tex Jam ponatur q.— (ff -- gg) u + k, eruntque tres numeri quaesiti 


A=ff+gg, C— (ff--gg)uua-9ku--h. et B — (ff--gg)uu4- 9 (ff-i-994- k)u-- ff 4- gg À- 2k ah, 
ubi observo, si ambo numeri k et u capiantur negative, ut valor ipsius C maneat idem, tum pro B 
alium insuper prodire valorem 

B — (ff -- 39) uu —2 (ff -— gg — k)u -- + gg — 2k -- ^. 





9. Alio autem modo prorsus singulari solutiones in integris facile inveniri possunt, qui 
ita procedit: Capiantur binae fractiones — et — tam parum a se invicem discrepantes, ut sit 
ad — bc — + 1; inde formetur tertia — 
Quo facto tres numeri quaesiti ita se habebunt: 

A=aa+bb, B—cc+dd, C=(c+ta)ÿ+(d+b}, 
namque ob ad — bc z— +1, erit. AB= (ac + bd) +1, 
AC — (ac -- aa -e- bd 3- bb)* +1, 
BC z— (cc + ae -— dd + bd) ^- 1. 
10. Hinc simpliciores solutiones obtinentur sequentes: 


; quae ad utramque priorum simili modo erit comparata. 















e € 6-1-0 

3° a? b+d C 

0 1 

T — f[-- ?f-- 2 
1 f-1 | 

v TH 9ffa- + 1 
1 f f--1 

$' 9-1 — à; + 6f+ 3 
E 6 d 1f. - 10 
3^ sri 9 Sf — A f 
4 f f--1 

3" 37-1’ 37 10f—+14f—+ 5 
1 f f—1 

3'  3r—1 34 10 — 26f + 17 


unde patet has solutiones convenire cum praecedentibus. 
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11. Datis autem duobus numeris 4 et B, ut sit 4B— 1 — [] — pp, tertius C infinitis modis 
inveniri potest sequenti modo: Cum tam 4C — 1 quam BC — 1 quadratum esse debeat, statuatur 
primo productum 4BCC — (4 + B) C ^- 1 = (mC + 1)*, unde reperitur 


4-0 Bom _ (Arm)? _(B-+m)® 
C— m?’ unde fit d—1= m et Bi uw 


Tantum ergo superest ut AJB—mm=pp--1— mm reddatur quadratum puta ==na, seu ut sit 
mim + nn — pp 3- 1. Hunc in finem sumantur duae fractiones a et a, ut sit aa-1- ao — 1, fiatque 
m — ap -Y- a et n — «p — a, ex quo habebitur 
C— A+ B 3-9 (ap+a) 
(ap —a)* 


ubi sumtis pro lubitu duobus numeris f et g, capi oportet 
L9 ad alb. 

12. Hinc adeo plures valores pro C in integris inveniri possunt; sumto enim f— 1 et 9 — 0, 
prodit C — 4 -- B 3- 2p. Deinde posito f=2p et g — 1, prodit 

C — (4 A- B) (&pp + 1) + 2p (kpp + 1) (pp + 3). 
Tum vero etiam sumendo f — #pp +1 et g — 2p, fit 
C — (4 + B) (16p°+ 12pp + 1)! -*- 2p (16p°+ 12pp + 1) (16p* + 20pp + 5). 
Porro, positio f — 8p*-i- &p et g — kpp + 1 dat quoque duos novos valores integros. Ex quo intel- 
ligere licet, in genere formam tertii numeri € fore 
C — (4 + D) M*-- 2pMN, 

ubi quantitates M et N has series recurrentes constituunt: 


a 


M= +1, hpp--1, 16p'-— 12pp+ 1, 65p*-À—. 80p*—i- 2&pp + 1, etc., 
N=+1, hpp+3, 16p'-- 20pp -1- 5, 65p°-+-112p* + 56pp + 7, etc., 
quarum utriusque scala relationis est &pp +2, — 1, ita ut in genere sit 


M- (YU --pp) À- p)* + (V (4 2- pp) — Hr e N— (V --pp)-2- p)? 4-71 — (Y & -- pp) — p^ 
m Qv (1 24-pp) TT Ip ———— 


Vel posito 2p — q, et denotante n numerum parem quemcunque erit 


M— qa euo 07909 qiu TES ps + ete. 


N —q"-4- Is + cerne gi + rar -Ie-9 ir etc. 


13. Problema 2. Invenire quatuor numeros, ut binorum productum una cum summa corun- 
dem binorum faciat quadratum; ' seu, quod eodem redit, invenire quatuor numeros À, B, 
C, D, ut binorum producta, unitate minuta, sint quadrata, sicque hae sex formulae 
AB—1, AC—1, AD—1, BC—1, BD—1, CD—1 
fiant quadrata. 
Pro solutione hujus problematis spectemus duos numeros 4 et B tanquam datos, ut sit 
AB —1 -—pp, seu A4B=pp+1, mM 


* 
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ac sumto aa-1 ou — 1, statuatur tertius numerus € = 4B 309-02), Simili modo sumto 
, (ap — a) 
bb -- 98 — 1, ponatur quartus numerus D — c sicque jam erit satisfactum his 


conditionibus | 
AB —1-—[]. 4€C—1-—[), BC—1—[), 4D—1-—[) BD—1—0[], 
ita ut tantum restet sexta conditio implenda, qua esse debet CD — 1 — [], quae propterea dat 
(4 -i- B*2- 2 (4 -- B) ((a 4-5) p - a a- 8) -- & (ap + o) (bp + 9) — (ep — ay (8p — 5)* =D, 
cui ita satisfieri oportet, ut simul fiat 4B — pp + 1. 
1*. Praeter a, «, b, 8 spectetur etiam p ut datum, et cum sit 


1 AA 4 
B="T- et A+-B= T, 


quadratum effici debebit haec forma: 
A* -- 2 4* (a + b) p + 2 4* (pp + 1) +24 (pp 3- 1) (a -- b) + (pp -+ 1)* 
-- 24" (a+ 8) + *4* (ap + a) (bp + 8) +24 (pp -— 1) (x + 8) 
— 4" (ap — a) (8p — )', 
cujus radix statuatur 
44 - 4 (a 4- b) p — pp — 1 


+ À (a+ 8), 
unde nascetur haec aequatio 
AA (a+ b)* pp 
+ 344 (a+ b) (a+ 8) p 
+ 44 (n 8) = &4 (pp-- 1)( b 
— 4414 (pp + 1) = P (a 3- D p rap), 


— hA 4 (ap + à) (bp + 8) 
+ AA (ep — a) (6p — b) 
ex qua elicitur — — 


À = 4(pp 3-1) ((a A-b) p -1- a i B) 
((a-1-0) p i-a - B)* — 4 (pp -i- 1) — A(ap-1-a) (bp 4- B) (ap — a)? (Bp — 0)? 


15. Quanquam haec solutio neutiquam est generalis, siquidem ex formula quarti ordinis est 

derivata, tamen quoniam numeros a, a, b, 8 cum p pro arbitrio assumere licet, dum sit 
40 -- ax —1 et bb--98—1, 

innumerabiles suppeditat solutiones, circa quas nil aliud desiderari videtur, nisi quod numeri pro- . 
deant non solum fracti sed etiam praemagni, ac subinde etiam negativi. Simpliciores autem solu- 
ones ex casu quo e — 0, 8—0 et a— 1, 6 — — 1 obtinebuntur, ubi fit C— A+ B -- 2p et 
D — 4 -- B — 2p, existente 4B — pp + 1; tum igitur erit CD — 1 — (4 + B) — pp — 1 — []. 
Quare si statuatur Gc By — qq + pp + 1, erit (4 — B)'— qq—3, ex quo fiat 4—B — q—Tr, 


ut prodeat q—M et 4 — =. Jam invento q sit A B — 2p 2-5, fietque 
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P MN " e da- p.i, 


Si hic capiatur r — 1, erunt numeri quaesiti 





ss-+-2s-+-5 — 9e 
I = —. B=*" n3, C=*, D=s, 


Posito r — 2, ut sit qg= habebuntur 


À = 1680-65 B — 16ss —Ss+-65 65 


64s Ge ^" C — i6; D=s, 
qui fient omnes unitate majores sumto s — T 
... 389 233 _6 E, 
__ 15, _4 EC _13 _15 
et sumto 87: 4 — 37 B—1, C — à D=7 


16. Praeterea etiam solutio particularis notari meretur, qua sumtis b — —a et 9 — — a fit 


Hr a poti, «ob poU 
prodit haec aequatio A’ 24 4 (pp + 1) + (pp + 1)* 
— &4 4 (ap + a)* = [1], 


— AA (ap — ay 
qua reducta ad hanc formam (44 — pp — 1)*-- 44 («p — a) (+ — (ep —a))-—[J], evidens est 


hoc fieri sumendo «p — a — 2, seu p =’ » hincque 











A+-B-+ 2021) 
pm C——————3  — a (AA- B) 2- Aa -À- 9 t p — AD = 4-3 
= = s m m,  — e = TR — ? 
ubi adeo A pro lubitu accipi potest. 
eO f— 99 2f 
17. Si hic ponamus a — 7-0 et a = T5 et pro m et n sumamus numeros quoscunque, 
quatuor numeri quaesiti prodibunt sequenti modo expressi: 
m (1-99) ^ (9/f 2-99) 
A C Bean ^ 


- C— (m -i- In)? f-+ (m — n)* gg D— (m — In)? + (m -1- n)* gg 
v Smnfy ? u Emnfy ? 


quae solutio, etsi est particularis, tamen satis late patet, ob quatuor numeros f, g, m, n arbitrio 


nostro relictos. Sit, exempli pr f=1, 9=2, et m=5, n—6, erunt numeri satisfacientes 
A —À B — 7% C= D=T unde fit 


48 —1—(1), 4c—1— (Àj, 4D —1— ($5) 


=) mi), ei Sy 


134 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica. 


Cum autem hae solutiones omnes in numeris fractis consistant praeter simplicissimam, quae est 
A=1, B—9, C=J5, D-—1, 


quaestio oritur satis curiosa, num praeterea non aliae solutiones in numeris integris reperiri queant? 


18. Problema 3. Invenire quatuor numeros, ut binorum productum dato numero n auctum 
sit numerus quadratus. 
Sint A, B, C, D quatuor numeri quaesiti, et cum AB-+n esse debeat quadratum, ponatur 
A —naa—bb et B—ncc— dd, ut fiat 4B—(nac—Ubd)'—n(ad —bc)*, quare dum sit ad —bc— #1, 
haec conditio adimpletur. Quare ejusmodi fractiones — et — investigare oportet, ut sit ad—bc— t1, 


quod cum facile praestetur, idem eveniet in fractionibus --— et 5 cum utraque illarum con- 


junctis. Statuamus ergo | 
A=ma—bb, B=nc—dd, 
C=n(a+c”’—(b+-d, | D—n(a—c)y—(b—dy, 
nihilque aliud superest nisi ut CD 2- n. reddatur quadratum , hoc est 
nn (aa — cc)’— 9n (ab — cd)* + (bb — dd)* 
— On (ad — bc)* -—[]; 
+ n 
seu ob (ad — bec) = 1, 
nn (aa — cc)! — 2n (ab — cd)*-- (bb — dd)* 
—n ' = À, 
quae autem aequatio tantum solutionem particularem continet. | 
19. Solutionem autem generalem, ut supra impetrabimus ponendo 4B — pp — a, tum quia 
pro C esse debet tam 4 £C-À-n — [] quam BC-+-n= [|], ponatur productum 


nn -- n (4 -- B) € 4- ABCC = nn + 2nCz + CCxx, 





__n(4+8B —9z) |. n(A—a)* 
fiet = EB" et AC+n= EE) 
unde patet ee quadratum esse debere. Statuatur ergo 


ax B=m—pra=ny, seu am — nyy —pp— n. 
Simili modo ponamus e» — nzz — pp — n, ut obtineamus 


443- B — 2z A-- B — 9» 
vy £s 


ac superest, ut reddatur quadratum 
(4+ B)! — 2 (x +0) (4 + B) + nyyzz + hace. 





At ob B — 7977 et A+B= TE, habebitur 
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A! — 24° (© +0) + 244 (pp — n) — 24 (pp — n) (= 4- 9) +-(pp—n) 
+ nd ÁAyyzz . 
+ bd dao 


quadrato aequandum. Statuatur radix Ad — 4 (2 +0) — (pp — n), eritque 
44 (v -- 0) — 444 (pp — n) — nA Ayyzı — hd Áo + d (o ++) (pp —n) —0, 


_ Kat) (pp —) _ 4(e-i-9) 9p — 0) 
seu Amen — Gao 10? su dene Driwr U 


4— Á(z-3- v) pp — n) , 
^ fyys£ — 9n (yy -I- 3x) -- (6 -1- 2)* 


20. Solutio particularis satis concinna hinc obtinetur ut supra sumendo ? — — «e, ut fiat 
A-+-B — 92 A-- B-1- 9z 
—, + D — 


quadratum esse debeat haec forma | 
A°+ 244 (pp — n) + nd 4y* — &4 dox + (pp —n}, 
seu (44 — pp + n + nd Ayy (yy — ^), | 
evidens est hoc fieri sumto y — 2, ut sit pp — cz — 3n. Ponatur p — x — t, fiet 


z=y atque (= 





, existente 4B —pp —n-—«cx—nyy: cum enim 














a tt et 35 —tt seu So Jeu tt t g oet 
= P— T9? P— Im € =, 
. __ (me — t (9n — tt) 
hinc AB — — dám ^^" 
Quocirca habebimus 
00 £4 fmt — g (nem — t) 
Tg” Sft C 
C n9 m — (9-98 D _ n (— 39)* ww — (f-- g)* tt 
m Bfytw . — Sfyiw | 
Circa hanc solutionem notari convenit esse € + D — =. 


21. Problema 4. Jnvenire quatuor numeros, ut binorum producta singula, summa nume- 
rorum aucta, fiant numeri quadrati. 


Inventis, per problema praecedens, quatuor numeris 4, B, C, D, quorum binorum producta dato 
numero n aucta fiunt quadrata, statuantur numeri quatuor quaesiti md, mB, mC, mD, et cum 
sit mm (4B -1- n) quadratum, seu mmAB + mmn — [], efficiendum erit tantum, ut numerus mmn 
aequalis fiat summae horum quatuor numerorum m (4 + B+ C 4- D), unde statim reperitur mul- 
tiplicator quaesitus 

— 4+B+0HD, 


Quodsi ergo numeri A, B, C, D ex S praecedente accipiantur, ob C + D — = habebitur 


Hic igitur non solum quatuor litterae f, g et t, u, sed etiam numerus A pro lubitu accipi possunt, 
ita ut haec solutio latissime pateat, etiamsi non sit generalis. 
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22. Quoniam autem hic numerus n arbitrio nostro relinquitur, ex aequatione $ praecedentis 


pp = «x — 3n statim. sumamus nM, ut sit AB — 1e hinc ponamus 








4 em et pfe, erit 


dac B S MEC 0 3092 


3/9 
hinc C= RZ is 
p — 20-3» (+61 — 3952. 
12% 


Nunc igitur ob A+B+C+ D — 3007309 7079) 


; erit multiplicator communis 


— 607-39)»--307— 3gg)2. 
2 (ex — pp) 


23. Possunt hic adeo bini numeri 4 et B pro lubitu assumi, unde fit 








9p-i- a — 722 et -2p—x— T hinc 
p— d et g— —H, atque 
n— (94 — Bf) (4 —Bf) — 

TT 716 fog , tum vero 
c — 4? 349g — BF D — A+B __349g+Bf 
4 ág —— 7 4 Af 
. e o 3(A4- B) Le . 
ac denique multiplicator m— —,.—- Si hic ad fractiones tollendas ponamus 


A=hafg et B—H#bfg, erit C — (a -- b) fg + 3agg — Uff. et D (a +6) fg — 3agg a- Uff, 


EN EN — — 6(a+-b) fg . 
atque n — (9agg — bff) (agg — bff), tum vero m (agg — agg — Wf 


2&. Si sumamus f=1 et g=1, erit A=ha, B=hb, Cha, D—92b—2a et multiplicator 


6 (a -- b) 6(a-4-5) 
7 (9a— b) (eb) — (V—e)—92)' 


qui ut fiat positivus, capi debet b > 9a; sit ergo 


1) a=1, b—10, erit A=h, B=M, zh, D-—18 et m= Si LT. 
2) a—1, b=11, erit 4—5, Bb, Ch, Do20 e mot ls, 
3) a=1, b—13, et 44h, B—52, Ch, D=M et m—j—4 


unde quatuor numeri quaesiti erunt integri 
m4-7, mB=9, mC-=7, mDz=-42, quorum summa est — 157. 


Hic autem "ud potest, quod duo quaesitorum numerorum sint aequales, quod etiam evenit 
sumendo [= 
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25. Ut igitur numeros inaequales nanciscamür, sumamus f — 2 et g — 1, fictque 
_ _ 5e — —65— EM CUN M 
4 —8a, B—8b, C—5a—2%b, D—6b—a et Ph — (Ga — 4b) (a — 88) ^^ (d$ — 9a) (46 —a)' 
unde casus simpliciores erunt 


1) a= 5, b=1, hinc A=W, B= 8, C=23, D 1 et m—= 7, 


Ponamus etiam f— 3 et g — 2, ut consequemur 
A=2, B=2b, C—18a—3b, D—15b — 6a 


36 (a+-b) 4(a-+-b) 


et /— MEHR 096) ^ (Aa—b)(4a— 96) 


sicque patet hinc praecedentem solutionem enasci. 


26. Verum solatio adeo in integris prodit ponendo f'— 5 et 9 — 1, unde fit 


30 (a -&- b) 


A=20a, B= 20b, | C—8a — 90b, D—300--2a et m — (b — 9a) (35b— a) 


Sumatur jam a — 19, b — 7 fietque 
4 — 380, B = 180, C — 12, Dz958 et m— ml 


Quare quatuor numeri quaesiti erunt 
I. 575, 1 175, DHL 15, IV. 310, 


quorum summa est 975 — 25.39. Alii numeri integri sunt 
I. 505, IL. 96, lll. 36, IV. 26^, 


quorum summa est — 900. 


27. Hinc etiam solvi potest hoc problema, 
quo quaeruntur quatuor numeri ejusmodi, ut binorum producta, summa omnium minuta, 
fiant numeri quadrati. | | 
Solutio enim ex praecedente facile deducitur, dum pro multiplicatore m numerus capitur nega- 
tivus. Unde in numeris integris sequens sojutio obtinetur: 
I— 80, II—2*, N=8, IV—, 
quorum summa est 156; quibusque hoc modo quaestioni satisfit 
80.2 — 156 — 176& — &2*, — 80.8 — 156 — 484 — 22, 
80.44 — 156 — 3364 — 58*, 24.8— 156 — 36 — 6”, 
* 2&.55 — 156 — 900—309, — 8.55 — 156 — 196 — ti. 
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este 


28. Adjungam hic problema prorsus singulare, olim mihi propositum, quod vires analyseos 
Diophanteae emaine transéendere videtur, quandoquidem solutio ad formulem sex gradus quadrato 
aequandam perducit, dum adhuc operationes istius analyseos non ultra quartum gradum sunt pro- 
motae. Problema autem hoc, cujus tandem unam solutionem sum adeptus, ita se habet: 

. Anvenire duos numeros, quorum productum ita sit comparatum, ut sive addatar, sive 

subtrahatur tam summa quai differentia eorum, semper prodeant numeri quadr.ti. 
Positis ergo numeris quaesitis et E À: requiritur ut sit "n 

| tam ay 3- n (z A- y) == quadrato 
quam zy&n (x — y) = quadrato. 
Cum nunc sit 44 -- BB -- 24B quadratum, capiatur ay ita, ut duplici modo in duo quadrala 
resolvi possit. Henc in finem posito zy = (pp +- qq) (rr ss), erit duplici modo 
vel | 4 -—pr--qs et B—ps— qr, 
| vel A—ps+gr et B—pr— qs; 
quare statuatur n(z+y)—2(pr+gs) (ps—qr) et 
| n(æ—y)=2(ps + gr) (pr—gs), ut fiat 
V(ay +n(æ + y)) = pr + qs + ps — qr 
. V(y — n (z 37 y)) — pr 2 qs — ps + 
Y (ay ne — y)) = ps + qr pr— qs 
Y (ay — n (z — y)) = ps + qr— pr - qs 
29. Jam factae positiones praebent | | 


zy — (pra-qs)(ps —qr) — pprs+-pgss — pgrr — qqrs 
T—y  (ps+-gr)(pr—gs)  pprs —pqss-- pqrr — qqrs 


rs (pp — qq) | ; | 
unde fit Y — $1 (s Y Ponamus ergo = mrs (pp — qq) et y — mpq (ss — rr), eritque 





€ + y — m (pr + qs) (ps — qr) 


ideoque. nan, us numeri quaesiti fiant 


1 
— g4mmrs(pp—qq) et 


sie 3|& 


= à "pq (ss — rr). 


Nunc ob ay = (pp -t- qq) (rr -+ ss), habebimus hane aequationem resolvendam 
munpqrs (pp — qq) (ss — rr) = (pp + qq) (rr +55); 
quae utique ita est comparata, ut per nulla artificia adhue cognita confici possit. * 
30. Facile autem perspicitur id effici oportere, ut haec fractio quadratum evadat 


pa(pp — aD (pp-20) _ — 
° rs(ss — rr)(rr--ss)  —? 
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tum igitur ob mm = E 
; = — (pp-qa)rra s) y — (pp--qg)(rr-css) 
em CE TE CET ET EE 


dummodo formulae pq (pp — qq) (pp +- qq) et^ rs (ss - — rr) (rr - + $5) rationem quadratam inter se 
teneant. 


31. Ad hoc praestandum alia non patere videtur via, nisi ut simplicioribus numeris pro 4 ct 
B assumendis, hujus formulae 4B (44 — BB) (44 -- BB) plures valores evolvantur, donec duo 


occurrant rationem quadratam inter se tenentes. Hoc modo reperi istam conditionem impleri sumendo 
p — 12, 9—1, $5— 16 et r — 11, unde fit | 


Pa (pP — qq) (pp + 4) —%.3.5.11.13.29 et 
r$ (ss — rr) (rr + ss) — 144.3.5.11.13.29. 
Quamobrem ambo numeri quaesiti sunt 
5.13.99.29 1984 — , 
|... 8.3.5.27 ^ 8.84  —— 
y — 5.13.90.90 _ 5.84 


T 
— ER 
n 





" 3214. 132. i P 
qui duo numeri si dicantur À et B, fit 
29.329 9541 9.33 — 399. 
V(A4B+4+B)= uin  Y4B—A4-—989)-— TE a8? 


841 8M $4.3 St 
V(4B--4—B)—icguim 443 — V(4B— 4-- B) — esi pnl 
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VIII. 
De quadratis magicis. 


(Conv. acad. exhib. 1776 Oct. 17.) 


6 1. Quadratum magicum dici solet, cujus cellulis numeri naturales ita sunt inscripti, ut 
summae numerorum per omnes fascias tam horizontales quam verticales, tum vero etiam per binas. 
diagonales prodeant inter se aequales; ita si latera quadrati in x partes aequales dividantur, numerus 
omnium cellularum erit zz, et singulae fasciae tam horizontales, quam verticales, quin etiam binae 


diagonales continebunt & cellulas, in quas ergo omnes numeros naturales 1, 2, 3, #...... ax ia 
disponi oportet, ut summae per omnes fascias memoratas evadant inter se aequales. Cum igitur 
summa omnium horum numerorum, ab 1 usque ad zc, erit ez 3 =), summa uniuscujusque fasciae 


erit =, unde si fuerit à» — 3, summa per singulas fascias erit — 15. 


$ 2. Hinc ergo in quotcunque cellulas totum quadratum fuerit divisum, summa numerorum 
per singulas fascias dispositorum facile assignari poterit, unde istas summas pro singulis hujusmodi _ 
quadratis per omnes fascias assignasse juvabit 


c zm e(1 i) 
1 1 1 
2 k 5 

3 9 15 
4 16 3+ 
9 25 65 
6 36 111 
7 49 175 
8 6h 260 
9 81 360 

etc. 


ubi c denotat numerum partium, in quas latera quadrati dividuntur, ax numerum cellularum in 
quadrato contentarum et (1 +ax) indicat summam omnium numerorum per singulas fascias 
dispositorum. | 

$ 3. Ut jam certam regulam investigemus, hujusmodi quadrata magica omnium ordinum con- 
struendi, plurimum intererit observasse, omnes numeros ab 1, 2, 3, etc. usque ad zx hac formula 
ma --n repraesentari posse. Si enim loco m accipiamus successive omnes valores 0, 1, 2, 3, * 
usque ad c — 1, tum vero pro n omnes numeros 1, 2, 3, k.....æ, manifestum est hinc omnes: 
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plane numeros ab 1 usque ad zx provenire, siquidem cum omnibus valoribus ipsius m singuli valores 
ipsius x ordine combinentur. Cum igitur hoc modo omnes numeri quadrato inscribendi per formulam 
mæ-+n exbiberi, ideoque per duas partes repraesentari queant, in sequentibus perpetuo partes - 
priores mz simpliciter litteris latinis a, 5, c, d, etc., partes vero posteriores nm litteris graecis 
a, 8, y, Ó, etc. designabimus, ubi evidens est pro quovis numero x multitudinem tam litterarum: 
latinarum, quam graecarum esse — x, quandoquidem valores litterarum latinarum erunt 0x, 1x, 
2x, 3x usque ad (rc-— 1) x», graecarum autem valores sunt 1, 2, 3, #....x. Neque vero hic 
certus ordo in istis litteris tam latinis, quam graecis stabiliri est censendus, cum' quaelibet litterarum 
latinarum pro lubitu sive 0x, sive 1x, sive 2x, etc. significare possit, dummodo singulis valores 
diversi tribuantur; quod idem de litteris graecis est tenendum. 

$ *. In posterum igitur quilibet numerus quadrato inscribendus per aggregatum ex littera 
latina et graeca repraesentabitur veluti per b + Ó, sive per a+ etc. ita, ut singuli numeri per 
duas partes :sint repraesentandi, tum enim si singulae litterae latinae cum singulis graecis conjungantur 
manifesto omnes plane numeri ab { usque ad ax resultare debent, tum vero etiam perspicuum est 
ex diversa harum litterarum combinatione etiam semper diversos numeros oriri, neque ullum nume- 
rum duplici modo exprimi posse. 

$ 5. Cum igitur omnes numeri per aggregata ex littera latina cum graeca repraesententur, 
pro constructione quadratorum magicorum haec regula principalis constituatur, ut primo litterae 
latinae singulis quadrati cellulis ita inscribantur, ut earum summa per omnes fascias eadem prove- 
niat, ubi cum istarum litterarum numerus sit = x, cellularum autem omnium numerus — xx, evi- 
dens est quamlibet litteram « vicibus repeti debere. Simili autem modo quoque graecae litterae | 
cellulis ejusdem quadrati ita inscribi intelligantur, ut earum -quoque summae per omnes fascias eva- 
dant aequales. Sic enim etiam summae omaium numerorum ex littera latina et graeca compositorum 
per omnes fascias inter se erunt aequales. Tantum igitur superest, ut in hac dispositione singulae 
litterae latinae. cum singulis graecis conjungantur, quandoquidem bac ratione nullus numerorum 
ab 1 usque ad ax praetermittetur, neque ullus bis oecurrere poterit. | 

$ 6. - His regulis in genere traditis singulas species quadratorum pro cellularum numero per- 
tractemus, ubi quidem statim apparet,"a novem cellulis esse incipiendum, quandoquidem in quadrato 
in quatuor lantum cellulas diviso talis dispositio locum habere nequit. Praeterea hic in genere 
animadvertisse juvabit, cum pro qualibet specie numerus litterarum tam latinarum, quam graecarum 
sit — c, omnes autem fasciae totidem cellulas contineant, praescriptae ; conditioni satisfieri, si singulis 
fasciis omnes diversae litterae tam latinae, quam graecae inscribantur. ‚Sin autem eveniat, ut in 
quapiam, fascia eadem littera bis vel ‘ter occurrat, semper, necesse est, ut. summa omnium litterarum 
in eadem fascia occurrentium aequalis sit. summae omnium litterarum sive. latinarum a+ b+<c-+-d+- etc., 


sive graecarum o -4- 8 + y + Ô + etc. 


I. Species quadratorum in 9 cellulas divisorum. 


6 7. Cum igitur. pro hac specie sit æ— 3, totidem habebimus litteras latinas a, b, v, totidemque 
graecas o, 9, y, at vero litterarum latinarum valores hic erunt 0, 2, 6, graecarum vero 1, 2, 3. 
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Nunc igitar a latinis a, b, c incipiamus, ac facile erít eas nostro quadrato, in 9 cellulas divise, ita 
inscribere, ut in singulis faselis tam horisontalibus, quam vertioalibus omnes hae ttes literae occurrant, 
veluti ex hoc schemate videre licet: . 





ubi etiam in altera diagonali eaedem tres litterae a, b, c reperiuntur, in altera. vero eadem littera 
c ter repetitur; facile autem intelligitur fieri plane non posse, ut in ambabus diagonalibus simul 
omnes litterae fiant diversae; haec autem circumstantia nihil turbat, dummodo summa istius diagonalis 
scilicet 3c aequalis sit summae reliquarum fasciarum a + b-+ c, hoc est dummodo fuerit 2c —a -1- b. 
Unde manifestum est pro c sumi debere 3, litteris vero a et b assignari valores 0 et 6, sic enim 
fiet 2c — a-1- 0. Pro lubitu autem poni poterit sive a — 0, sive b— 0; hoc observato summa ex 
singulis fasciis resultans est a + b + c — 9. 


$ 8. Simili modo litteras graecas in tale quadratum distribuere licet; talem antem figuram 
ordine inverso repraesentemus: : 





ubi necesse est ut sit 2y — a - 8, ideoque y=2. Sic enim si singulas cellulas prioris figurae 
cum singulis. hujus figurae ordine naturali combinemus, patebit, quamlibet litteram latinam cum 
singulis graecis combinatum iri, ita ut ex hac conjunctione omnes numeri ab 1 usque ad 9 resul- 
tent; haec autem combinatio sequentem producet figuram: 





ubi notetur binas litteras junctas non productum, sed aggregatum designare. v 
6 9. Cum igitur in hac figura sumi debeat c—3 e y —2, ita ut litteris a et b valores 


0 et 6, litteris autem « et | valores 1 et 3 tribui deheant, si sumamus = 0 et b— =6, tum vero 
& — 1 et (9 —3, sequens orietur quadratum magicum: | ! 
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ubi quaelibet fascia mec non ambae diagonales.summam dant 15. Si valores litterarum a et 5, item 
a et 3 permutare velimus, facile intelligitur, inde tantum situm quadrati mutatum iri. 

$ 10. Haec quidem dispositio tam latinarum, quam graecarum litterarum per se satis est per- 
spicua, sed praecipuum momentum in hoc est positum, ut facta combinatione, singulae litterae 
latinae cum singulis graecis conjungantur, id quod in nostra combinatione casu evenisse videtur. 
Ut igitur in hoc negotio nihil casui tribuamus, ante omnia observemus ordinem litterarum graecarum 
a, 8, y nullo modo ab ordine latinarum a, 5, c pendere, unde pro qualibet fascia definita cum 
litteris latinis cognomines graecas combinare licebit, ita ut « cum a, 8 cum b et ‘y cum c 
combinetur; ita. si prima fascia horizontalis statuatur ac, 59, cy, quoniam in nulla fascia sive 
horizontali, sive verticali eadem littera graeca bis occurrere debet, facile patet secundam fasciam 
horizontalem fore by, cc, aß; tertiam vero c, ay, be; unde hoc quadratum resultet: 





ubi quia in diagonali sinistra eadem littera graeca a ter occurrit, necesse est, ut fiat 3a—o 4-9 -1- y, 
ideoque 2a — 2 -4- y, quamobrem hinc valor ipsius « determinatur, scilicet « — 2, quemadmodum 
vidimus sumi debere c — 3; hinc autem nulla nova quadrata magica nascuntur. 


$ 11. Quanquam in bac prima specie dispositio litterarum graecarum mulla laberat difficultate, 
tamen pro quadratis plurium cellularum plurimum intererit, certam regulam | tradere, secundum 
quam litterae graecae rite inscribi queant, postquam latinae jam debite fuerint dispositae; hunc in 
finem eligatur fascia quaepiam media sive horizontalis, sive verticalis, sive etiam diagonalis, ita ut 
ad utramque partem istius fasciae in cellulis inde aeque remotis, ubique duae litterae latinae diversae 
reperiantur, veluti hic evenit in columna media verticali, circa quam in prima horizontali reperiuntur 
litterae a et c, in secunda b et a, in tertia vero c et b, ubi binae litterae diversae sibi ubique respondent. 


6 12. Postquam autem talis columna media fuerit inventa, in ea singulae litterae latinae cum 
graecis cognominibus combinentur, tum vero in locis utrinque respondentibus litterae graecae cog- 
nomines permutentur; hocque modo ista figura resultabit: | 





uM certi sumus cum singnlis latiois litteris omnes graecas combinari. Ceterum, ut conditioni diago- 
naium satisfiat, necesse est, quemadmodum jam notavimus, ut sumatur 2c — a+b et 2y — a+. 
Haee autenv figura nen discrepat ab .ea, quam supra $ 8 invenimus. Denique hic observasse juvabit, 
quomodocunque fasciae sive horizontales, sive verticales inter se.permutentur, inde in summis tam 
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fasciarum horizontalium, quam verticalium nibil mutari. In diagonalibus autem hinc ingens discrimen 
nasci poterit: ita si prima columna verticalis auferatur et ad sinistram apponatur, orietur haec figura: 





ubi ob fascias diagonales sumi debebit 2a — b + c et 29 —— a -1- y, id quod in omnibus transposi- 
tionibus est notandum, quae observatio in sequentibus speciebus maximi erit momenti. 


II. Species quadratorum in 16 cellulas divisorum. 


$ 13. Cum ergo hic sit 2 — 5, quatuor habebimus litteras latinas a, b, c, d, quarum valores 
sunt 0, #, 8, 12, totidemque etiam litteras graecas «, 8, y, Ô, quorum valores erunt 1, 2, 3, &. 
Primo igitur tali quadrato quatuor istas litteras latinas ita inscribamus, ut tam in omnibus fasciis 
horizontalibus, quam verticalibus, omnes hae quatuor litterae oécurrant, atque ut hoc etiam, si 
fieri potest, in ambabus diagonalibus usu veniat. 


$ 14. Quoniam igitur inter has litteras a, 5, c, d nullus ordo praescribitur, eas in prima 
columna horizontali ordine inscribamus, tum .vero etiam fasciae diagonali sinistrae, ubi in cellula 
secunda hujus fasciae diagonalis vel litteram c, vel d scribi oportebit, scribamus igitur c, et jam 
reliqua omnia determinabuntur, dummodo caveatur, ne eadem littera bis in eandem fasciam sive 
horizontalem, sive verticalem inferatur; hoc modo nanciscemur sequentem figuram: 





ubi adeo etiam altera diagonalis omnes quatuor litteras continet, ita ut hic nulla conditio circa 
valores litterarum a, b, e, d praescribatur. Hic quidem cellulae diagonalis secundae etiam inscribere 
potuissemus litteram d, verum figura hinc resultans, non aliter nisi situ ab hac figura discreparet, 
ita ut haec figura omnes casus possibiles complecti sit censenda. 


$ 15. Jam pro litteris graecis inscribendis, quoniam nulla datur fascia media, neque inter 
horizontales, neque verticales, fasciam diagonalem a, c, d, b pro media illa accipiamus, mox autem 
deprehendemus, in cellulis utrinque aeque remotis et respondentibus ubique binas litteras inter se 
diversas reperiri; unde regula supra $ 11 data tuto uti licebit. Primo igitur litteris in hac diagonali 
dispositis jungamus graecas cogmomines, deinde in cellulis respondentibus litteras gpaecas cognomineg 
permutemus; hocque modo sequens. figura formabitur: 
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$ 16.. In hac igitur figura omnes quatuor litterae tam latinae, quam graecae in omnibus fasciis 
tam directis, quam diagonalibus occurrunt; unde quaterni valores numerici his litteris pro lubitu sine 
ulla limitatione tribui possunt. Cum igitur quatuor litterae 2% variationes recipere queant, hinc 
omnino 576 diversae figurae formari poterünt, ubi quidem plures tantum ratione situs a se invicem 
discrepabunt: : | 

$ 17. Neutiquam vero hinc concludere licet, in hac figura omnia plane quadrata magica hujus 
Speciei contineri. Praeterea enim plurima alia exhiberi possunt, ubi non in singulis fasciis omnes 
quatuor litterae tam latinae, quam graecae reperiuntur, nihilo vero minus conditiones praescriptae 
adimplentur, tales autem formae per transpositionem columnarum sive horizontalium, sive verticalium 
oriri possunt, veluti si in superiore figura prima columna verticalis in finem transponatur, orietur 


haec figura: 





ubi quidem in omnibus fasciis tam horizontalibus, quam verticalibus omnes litterae tam latinae, quam 
graecae etiamnunc reperiuntur, verum in diagonali a sinistra ad dextram descendente duae tantum 
litterae latinae occurrunt scilicet b et c, graecae autem pariter tantum duae o et à, Contra vero 
in altera diagonali tantum hae duae litterae latinae. a et d, graecae vero ut ante, tantum « et à 


$ 18. Ut igitur haec figura conditionibus praescriptis satisfaciat, non amplius singulis litteris 
singulos valores numericos tribuere licet, verum haec limitatio adjici debet, ut pro litteris latinis 
fiat b--c — a-1-d, pro graecis autem ut phriter sit a-1-Ó = 8+7, quamobrem si sumamus a —= 0, 
statui oportet d — 12, ut fiat b—% et c—8, vel vice versa e — & et'b—=8. Simili modo pro 
graecis litteris si sumátur «o — 1, fieri debet Ó — b, tum vero  — 9 et y — 3. Unde nascitur 
istud quadratum magicum determinatum — | | 


te D. 
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ubi manifesto summa per singulas fascias est 34. Tales autem formae limitatae plurimis aliis modis, 
‘ per transpositionem columnarum formari poterunt. 


$ 19. Neque vero etiam absolute requiritur, ut per singulas columnas sive verticales, sive 
horizontales omnes litterae tam latinae quam graecae occurrant, verum etiam in his columnis fieri 
potest, ut tantum binae litterae sive latinae, sive graecae ingrediantur, dummodo earum summa sit 
. Semissis omnium quatuor. Pro hujusmodi autem figuris condendis, operationibus peculiaribus opus 
est, pro quibus vix certae regulae praescribi possunt, dummodo litterae tam latinae, quam graecae 
ita disponantur, ut non solum per omnes fascias debitam summam efficiant, sed etiam cum singulis 
. latinis omnes graecae combinentur. ' | | 


6 20. Ut hujus operationis exemplum demus, statuamus primo esse a3- d — bc, ae litterm 
latinas ita disponamus, ut sequitur | 





ubi per omnes plane fascias summa numerorum est eadem, pro litteris autem graecis per diagonalem 
sinistram cum singulis litteris latinis graecae cognomines combinentur, quandoquidem circa hanc 
fasciam utrinque binae litterae diversae dispositae reperiuntur, quibuscum igitur litterae graecae 
permutatae conjungantur, unde sequens nascetur figura 





ubi ergo pro litteris graecis necesse est, ut capiatur q-4-Ó — 9-+-y; ita si capiamus 4 0,. b — b, 
e€—8,dz- 12 et al, 38-4, y. 3 et à — 5, orietur istud quadratum. magicum . | 


$ Di. Plures aliae hujusmodi figurae formari possunt, cujusmodi est sequens: 


Hs eo ras 3 dH 
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ubi manifestum est pro litteris latinis sumi debere a+d—b+c, pro graecis autem a +0 — 8+y, 
unde si, ut ante, valores sumantur, orietur sequens quadratum magicum: | b | 





$ 22. In his omnibus formis tam litterae-latinae, quam graecae per omnes fascias eandem 
summam constituunt; fieri autem potest, ut ne hoc quidem usu veniat, verum tamen summa omnium 
debitum valorem obtineat, cujusmodi anemalias recensere eo magis inutile foret, cum pro talibus 
casibus nullae certae regulae tradi queant, quamobrem ex sequentibus speciebus eos casus potissimum 
contemplabimur, quibus significatio litterarum tam latinarum, quam graecarum nulla restrictione 
limitatur. | 


III. Species quadratorum in 25 collulas divisorum. 
$ 23. Hic igitur ócturrent tam quinque litterae latinae a, b, c, d, e, quam graecae o, 8, y, 
Ô, €, quarum illarum valores erunt: 0, 5,,10, 15, 20, barum vero 1, 2, 3, &, 5, ambos igitur 
harum litterarum ordines cellulis quadrati ita inscribi oportet, ut in singulis fasciis tam horizontalibus, 
quam verticalibus, atque etiam díagonalibus omnes litterae occürrant. 


$ 2*. Primum igitur huic quadrato pet supremam fasciam horizontalem litteras latinas ordine 
inscribamus, deinde fasciam diagonalem sinistram litteris compleamus, ita ut in nullis reliquarum 
fasciarum eadem littera bis occurrat, id quod plus uno modo fieri potest. Hac-autem fascia constituta, 
altera diagonalis sponte impletur, ut in figura annexa videre licet : u 
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Deinde sub cellula media scribi debet a et super ea d, unde columna media verticalis jam erit 
completa, tum vero reliquae fasciae sponte se produnt. 


6 25. Pro litteris graecis non opus est ad fasciam diagonalem confugere, sed si consideremus 
columnam verticalem mediam, utrinque in cellulis respondentibus deprehendimus binas diversas litteras, 
quamobrem in hac fascia singulis litteris latinis adseribamus graecas cognomines, et in locis respon- 
dentibus litteras graecas cognomines permutemus, quemadmodum in figura fecimus. 


6 26. In hac igitur figura nulla plane limitatio praescribitur, sed tam pro litteris latinis, quam 
pro graecis quoslibet numerorum respondentium accipere licet, quare cum quinae litterae 120 permuta- 
tiones admittant, hinc omnio 14400 variationes oriri possunt. 


$ 27. Quodsi etiam hic fascias sive horizontales, sive verticales inter se permutare velimus, 
plures alias formas impetrabimus, quae autem ob diagonales plerumque certas determinationes postu- 
labunt, veluti si hic prima columna verticalis in finem transponatur, orietur sequens forma: 





ubi quidem in omnibus fasciis tam horizontalibus, quam verticalibus omnes litterae occurrunt; verum 
ut simul diagonalibus satisfiat, tam haec summa 3c -1- b + d -- 3à -- -+s, quam ista 


3a 24- b -- c -- 96 ma 2- 9 


praescriptam summam omnium latinarum et graecarum litterarum scilicet 


d 4-6 4-c--d -i- ea 4- 8-2 y 2-02 € 


conficiat, quamobrem hine nascentur hae duae aequätiones 
2c 4- 20 — a 2- e-- a2 y et 2a -- 2s — d -- e A- y -- Ó, 
quibus conditionibus pluribus modis satisfieri poterit, quin etiam seorsim tam litterae latinae, quam 
graecae ita determinari poterunt, ut fiat 
1) 2e—a--e, 2) 2a—d--e, 3) 20—a--y e 4) L—7y+0. 
Evidens enim est duabus prioribus satisfieri, si hae litterae d, b, a, c, e progressionem arithmeticam - 
constituant, id quod fit sumendo d—0, 5b —5, a—10, c=15 et e— 20; duae reliquae conditiones 


adimplebuntur, si litterae graecae hoc ordine dispositae o, 8, Ó, &, y in progressione arithmetica 
procedant, id quod fiet sumendo a— 1, 3—=2, 0—3, «— et y — 5, unde oritur istud quadratum: 
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bie seilicet ubique eadem summa prodit — 65. 


6 28. Talis autem distribatio litterarum haud exiguam operam et circumspectionem postulat, 
praecipue in speciebus superioribus, ubi plura elementa prorsus arbitrio nostro relinquuntur, ita ut 
numerus talium figurarum continuo fiat major; verum si eam conditionem omittere velimus, qua 
nulla plane restrictio inter valores litterarum praescribatur, labor satis commodus reddi potest; si 
enim litterae c valor medius, qui est 10, tribuatur, reliquae vero arbitrio nostro relinquantur, eadem 
littera c alteram diagonalem complere poterimus, unde reliquae litterae ordine naturali sequantur, 
quemadmodum ex hac figura perspicietur: 





Nune in fascia media horizontali singulis litteris latinis graecae cognomines adscribantur, tum vero 
circa eam utrinque cognomines graecae permutentur; hincque orietur sequens forma: 





unde pate$ pro y medium valorem, qui est 3, aceipi debere; quedsi ergo hic sumamus ordine 
a=0, b—5, c—10, d—15, e—20 et al, 8—2%, y—3, do, e— D, 


# 


orietur sequens quadratum magicum: 


450 





6 29. Per regulam autem vulgarem circa formationem quadratorum imparium, quae ubique 
tradi solet, ista figura formatur 





quae num in forma nostra contineatur dispiciamus: ac primo quidem pro diagonali sinistra ob c — 10 
statui debet d — 1, a=2, y — 3, e—kh et 8— 5; tum vero b —0, d—20, a—15,e— 5. 
Ex quibus valoribus hoc ipsum quadratum nascitur. 


$ 30. Plures alias hujusmodi formas satis regulares tam in hac specie, quam sequentibus 
excogitare licet; unde numerus quadratorum magicorum facili negotio in immensum augeri poterit. 
Vix autem unquam certi esse possemus, nos omnes casus possibiles exhausisse, etiamsi eorum numerus 
certe non sit infinitus. Maxime autem sine dubio foret desiderandum, ut regulae magis generales et 
ad usum practicum accommodatae detegerentur, ne opus sit plerasque operationes quasi palpando 
peragere. Pulcherrimum enim certe incrementum theoriae combinationum binc esset accessurum. 


IF. Species quadratorum in 36 cellulas divisorum. 


$ 31. Quoniam hic numerus variationum nimis est magnus, et plurimae determinationes arbitrio 
nostro relinquuntur, afferamus hic tantum regulam specialem, qua litterae tam latinae quam graecae 
facile in ordinem debitum disponi queant, litteris scilicet sex latinis tales valores tribuantur, ut sit 
a+ f=b+e—c+d, similique modo pro graecis a+ Z — 8-1-& — y-1-0; tum enim ad simili- 
tudinem $ 20 singulis: fasciis horizontalibus binas litteres latinas conjugatas inseribamus, in'columnas 
vero verticales ejusmodi binas litteras graecas dispouamus, hocque modo obtinebitur sequens figura: 


, 4 uA fes") 


D "sls MEINEN 
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$ 32. Hinc autem jam satis clare intelligitur, talem litterarum dispositionem in omnibus spe- 
ciehus paribus. cum successu adhibere posse, pro speciebus autem imparibus methodus ante descripta, 
qua litterae medios valores tenentes per ambas diagonales continuo repetuntur, reliquae vero litterae 
hinc in ordine naturali se insequuntur, ita ut quotcunque cellulae in quadrato proponantur, semper 
in nostra potestate sit plurima quadrata magica construere, etiamsi regulae hinc traditae maxime sint 
speciales. 


4 u 
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IX. 


Theorema arithmeticum ejusque demonstratio. 


Theorema, quod hic proponere ac demonstrare constitui, jam pridem per litteras cum amicis 
communicaveram, quibus id non parum elegans et omni attentione dignum est visum, praesertim 
cum ejus demonstratio minime sit obvia, ac fortasse a plerisque frustra indagata. Sequenti autem 
modo istud theorema enunciavi : 

Si fuerint propositi numeri quotcunque inaequales a, b, c, d, etc. et ex singulis 
ejusmodi formentur fractiones, quarum numerator communis. sit unitas, denominalor vero 
cujusque. productum ex omnibus differentiis ejusdem. numeri a singulis reliquorum, ita ut 
hae fractiones sint: 


4 4 4 
(a—b)(a—c)(a—dhete” (b—a)(b—c)(b—d)ete? — (o—a) (e —b) (c — d) etc. 


tum summa omnium harum fractionum semper est nihilo aequalis. 
Ita si, exempli gratia, propositi sint hi numeri 2, 5, 7, 8, quatuor fractiones inde formandae sunt 


etc. 





N N 
3.5.6  x—3.—3)!  5$.3.—1^ 63.1 
quae ad has reducuntur 


eritque vi theorematis 
90 18 10 418 


Ne signa negationis molestiam creent, formatio harum fractionum ita praecipi potest, ut dispositis 
numeris datis secundum ordinem magnitudinis, sive'crescendo, sive decrescendo, pro quolibet ejus 
differentiae a singulis reliquorum in se invicem ducantur, hisque pro denominatoribus sumtis, nume- 
ratore existente unitate, fractionibus hinc factis signa + et — alternatim tribuantur. 
Veluti si numeri propositi sint 
3, 8, 12, 15, 17, 18 
ex singulis denominatores ita colligantur 


ex 3 5. 9. 12. 14. 15 — 113400 
8 5. hk. 7. 9. 10— 12600 
12 9. 4 3. 5. 6— 3990 
15 12. 7. 3. 2 3— 1512 
17 1%. 9. 5. 2 1— 1260 
18 15. 10. 6. 3, 1— 2700 
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E008 058 0 75143 5013 7 013 8 
eritque 113400 12600 ..3240 . 1513 1260 $700 — ' 
seu singulis per 36 multiplicatis: : A Y u 
| AI 1,421) 
x 3150 330. 90 49 35. 75 > 
un —9-4-35 — 75-90 — 4 
quod, fractionibus àd eundem denominatorem 3150 reductis, 191735750907 42 _ per se est 


3150 
manifestum. 


Casu quidem, quo duo tantum numeri proponantur, t Iheorema demonstratione non eget, cum 
sit. perspicuum esse - 
E RENNES 
| , a—b', b+a | 
casus autem trium numerorum a, b, c jam magis.est reconditus, neque enim statim liquet esse 

4 1° 1 
CC NC Cr DCE — | 
sed pro pluribus numeris, atque adeo in genere, quantacunque sit eorum multitudo, vix < quicquam 
juvat in casibus simplicioribus veritatem agnovisse. 
Verum etiam hoc theorema multo latius extendi et sequenti modo proferri potest: 


| Theorema generallus. 


Si propositi fuerint numeri inaequales quotcunque a, b, c, d, e, ff, etc., quorum multitudo sit 
—m, et ex uniuscujusque a reliquis differentiis Sequentia formentur producta: 
(a — b) (a — c) (a — d) (a — e) (a — f") etc. = 4, 
(b — a) (b — c) (b — d) (b — e) (6b —f') etc. — B, 
(c — a) (e — b) (c — d) (c — e) (c — fete: = C, 
(d — a) (d — 5) (d — c) (d — e) (d— f) etc. — D, 
(e — a) (e— 7 (e— c) (e—3) (e — f)e etc, — E, 


| etc., 

quorum singula. m— 1 factoribus constant; tum erit non solum ut ante 
4 — 4^ tf 147 14 7 
— + +. +44. + etc. = 0, 


| . 4 B c. D 
sed etiam hoc modo generalius: 
(oan n à 


- emos A: nh + a-. a 4 pete. mro 
A B C D E m. 


dummodo exponens n sit numerus integer positivus minor quam m—- 1. 


Ita in exemplo supra allato, quo numeri propositi sunt: 3, 8,.12, 15, 17, 18, .non solum 


1 1 1 1 4 1 
est ut ibi: .. 3434007 13000 * 3230 7. 4M ? 307.3979. |. | 
edi d verios in. sauentibus. froctionibus. aeque hàbet Jocii TEN 
(s ZEN DENN 8, 1 iu^ us 48 5 Dl tte ve 
113400 12600 ^ 3240 . 1018 1260 3700 — ", . 
3? 8t Qo 42° 15° 17* — 48* 
) 0 j 


113400 12600 * 3340 1519 ' 1260 $700 — 
L. Euleri Op. potthome. T. T." 20 
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s o 0 09 o 195 ^ 45° A9 2 amo oc aes — e 
113400 - 12600 ' 3940 ‘1519 ' 1960 2700” 
3* gt 194 454 qq Ast — 0, m 


113400 12600 ' 3240 1513 ' 13900 — 370 — 


neque vero ad altiores potestates progredi licet, cum quilibet denominator ex quinque factoribus constet. 


Demonstratio T'heorematis. 

MEE. 
(z — a) (2 AM) (ze-e)(m-—- e) eic; 
quam constat, dummodo exponens m sit numerus integer positivus, minor multitudine factorum in 
denominatore, semper resolvi posse in hujusmodi fractiones simplices: . 


Theorema hoc nactus sum ex consideratione bujus formulae 


A B C D 

tin tintin tree, 
quarum denominatores sunt ipsi factores illius denominatoris, numeratores vero quantitates constantes 
ab a non pendentes, quorum singulos sequenti modo definire licet. Cüm forma proposita his 
fractionibus simplicibus sit aequalis, per © — a multiplicando habebimus. 


z^ E B (xz — a) C(z — a) D (2 — a) 
de Jean ir z—b z—e æ—d + etc. 


quae aequalitas subsistet quicunque valor ipsi a tribuatur, quandoquidem litterae, 4, B, C, D, eic. 
ab æ non pendent. Vera ergo erit ista aequatio, si ponatur æ>== a, unde fit 


00g 
a-Ha-)a-a — 4 


sicque valor ipsius 4 innotescit, similique modo intelligitur esse . 


20 W EA 
B —à6-56-99-3 e? C — rc? 


sicque de reliquis. Cum igitur fractionibus simplicibus ad alteram partem transponendis sit 


(2—9(—9(0—9(6—2 es. a-a La orales Tara td 





habebimus utique, numero æ tanquam postremo horum numerorum a, 5, c, d,....x spectato, 


| ar nn D | 
(a—9(0—99—9--6—2 * 6-906-96-9...0-2 * (—26—56—-9.-(6-723 * ' 
| ) | 


tr eoa) — OR 1-97 9 


denofante e numerorum ' illorum petrultimum. | 2 


Haec est demonstratio theorematis propositi ; quae neutiquam ita est obvia, ut ista veritas inter 
vulgares, quarum ratio facile perspicitur, referenda videatur, nisi forte aliw demonstratio: faciliot 
reperiri poterit; quod autem ob eam rationem minus sperare Hcet, quod hoc theorema veritati non 
est consentaneum, nisi exponens - n sit numerus integer positivus, minor multitudine factorum in 
singulis denominatoribus. LL ' Miss | 
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Cum igitur sumto pro n numero majore, summa illarum fraefionum non amplius evanescat, ex 
ipso fonte, unde hoc theorema hausimus, pro quovis casu valorem istius summae assignare poterimus, 
scilicet posito factorum numero =m— 1, ideoque numerorum omnium propositorum a, 5, c, d,...æ 
multitudinem — m. Si fuerit n — m — t, vél n — m, vel n>m fractio in demonstratione assumta 

mn. boe 
(2 —a) (2 — b) (e — c) (z— d) ete. 
tanquam spuria spectari debet, quae partes quasi integras in se complectatur, atque huic ipsi parti 
integrae summa illarum fractionum formataram aequalis sit necesse est. 


Ita casu, quo n= m — 1, _pars integra est unitas, ideoque summa illarum fractionum — 1. 
In exemplo igitur supra tractato, ubi secundum demonstrationem signa mutari oportet, erit 


48° 17° 158 12° 8° 3° 


2700 1860 ' 1512 3240 + 15600 ^ 113409 ^ Î- 


Sin autem sit n — m, pars integra, ex fractione illa eruta, est 2 -1- a «t£ b -1- c-i- d 4- etc., seu 
summa omnium numerorum propositorum. Cum ergo in superiori exemplo sit summa numerorum 
propositorum — 73, erit 

18* AT 45°. . 42° 8° 3° 


2700 1260 ‘ 1549 3240 ' 19600 143400 — 13. 


Hinc facile. colligitur, quomodo-hae summae ulterius sint inveniendae. Numerorum scilicet pro- 
peeitorum a, h, e, d,...c primo sumatur summa, quae sit — P, tum summa productorum ex binis, 
quae sit — (), porro summa productorum ex ternis, quae sit — À item ex quaternis = $, ex 
quinis — T', et.cetera, quo facto -formetur series or 
| 1+-U+B-+6+Dd-+retc, ut sit 


A=P, B=AP—0, G—JBP—93Q-R, $—6P—iBQ-- XR— S, ete. 


atque | 
casu erit summa nostrarum fractionum 
n=m—1 | 1 7 
n —m 9( —P 


n—m--1 | B—?P—Q 
n=m-+-2 6 — PP—2PQ+R . 
n=m--3 D—= P'—3P'Q--2PR p —$ | 
n=m-+h € = P—4P?Q + 3P°R+3PQ—2PS—20R+T 
| etc. | 
Vel si ponatur summa ipsorum numerorum — %, summa quadratorum — ©, summa cuborum — , 
summa potestatum quartarum — ©, quintarum — © etc. erit ut sequitur | 


D— LP" + { PO+z 0’+4 Ipn-ie, ete. 


qui valores hac lege progrediuntur, ut sit: 
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u 4 == D " 
E (Co BEI) 
(o0 6 — gy (PB+ ON +0) 
D — ^ (PG + O8 + NA + 6) 
mE MM 2, ,0. ... 2 
Theorematis nostri veritate stabilita, baud abs re fore arbitror, si indolem formularum, circa 
quas theorema versatur, accuratius investigavero. Quaeritur igitur, si propositi fuerint. numeri quot- 
cunque a, b, c, d, etc., cujus indolis sit futura formula (a — 5) (a — c) (a — d) etc., quae ez 
differentiis cujusque à reliquis in se invicem multiplicatis producitur. Sit igitur multitudo horum 
numerorum propositorum — n, et assumta quantitate. indefinita z, inde formo hoc productum 
(z — a) (z — 0) (2 — c) (z — d) (x — e) etc. 
quod multiplicatione evolutum. praebeat MEME 
Br E "D. n—1i + Br ($z2^—?* Der! etc. 
Dividendo ergo per z— a habebimus 


(z — 6) (ze) (z—d) etg. = BE EP me 


Quod si jam. hic. ponamus ta, orietur. ca ipsa forma (a—5)(a— c) (a— d) etc. quami supra 
littera. 4 indicavi. : Tum vero ad alteram partem tem numerator quam denominator ia nihilum - 
ejusque propterea valor erit . TM 
s na^ ^ 1 — (n — 1) Ha  * a- (22 Bar _ (n — 3) Ga" — * -4- ete. 
| qui cum sit 
.a ".— Sa^ — 1 + Ba ara — Gr’ + Da" — ete, — 0, 


(Conclusione caret.) 
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Fragmenta arithmetica ex Adversariis mathematicis) 
dcpromta, 


A. Divisóres numerorum. 
a) De numeris formae mxx + nyy eorumque divisoribus. 


1. 
(J. 4. Euler.) 

Taeonema. Si formula max <+-nyy casu r—a et y—b praebeat numerum primum o, tunc omnes numeri 
primi in formula «+ kmnp contenti simul erunt numeri formae mzr-i-nyy. Quin etiam omnes numeri primi in 
hac formula a4q-t &mnp contenti simul erunt numeri formae mxx-i-nyy.' 

NB. Demonstratio adhuc desideratur. MN .. | . A. m. T. I. p. 13. 


2. 
(Lexell.) 
Si. formula MEC-HRYY äivisibilis fuerit per numerum integrum i, infinitae aliae similes formulae per 
eundem divisibiles exhiberi possunt. toon 

In genere enim haec formula m(gz.t- 8i)* -- n (xy 4-7 1)* per à erit divisibilis, quicunque numeri integri pro 
a, p, y accipiantur; semper autem numeros &, f, y ita accipere licebit, ut quadratorum radices ambae ax — fi 
et ay — yi infra 3! deprimantur, quin etiam altera ax =— Bi ad unitatem revocari poterit, quum enim numeri cz 
et i dentur pro fraetione +, quaeratur in numeris. minoribus fractio illi . proxime aequalis 7’ ita ut sit 
ar— i—-c1, quo casu invento sit altera radix ay— yi—r, atque bi duo valores &zz1 et y==r quasi princi- 
pales spectentur, tum vero reliqui ordine in hac tabella exhibentur: 


y 
r 


2r — ài 
3r — di 
hr — Ôi 
| 5r — Ói 
Jam' pulchra hic occurrit quaestio, quinam horum valorum pro x et y producturi sint minimam formulam 
mzz-i-^yy, quae cum minor sit quam E (m-+-n)ii, quotus certe minor erit quam 4 men, ideoque erit vel 1, 
vel 2, vel 3 etc. 

Exempli gratia, sit formula proposita 3zz-1-2yy el sumatur x=—7, y—-2, ac prodit mumerus 155, cujus 
divisor sumatur —i—31, ut jam proxime fiat TT sive a9 et f—2; tum enim fit 


Qv & © IO = S 


() Tomus I p. 4 ad 346, ab A. 1766 ad med. Apt. 1775; tomus nl p. 1 ad 246, inde usque ad Janium 1779; tomus III p. 1 ad 
'184, inde usque ad mortem Euleri, 1783. 
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ax—fBi—63—62=—+1, et altera radix ay—yi= 18—31 — —13—r, 
unde fiat sequens tabula: 
z 1, 2, 3, M 5, 6, 7 


y 13, 5, 8, 10, 3, 15, 2. 
Minima formula hinc nascens erit secunda: 3.2?-1-2.5?—62, quod per 31 divisum dat quotum minimum 2. 
À. m. T. I. p. 94. 95. 





3 
Taeorema. Si fuerit numerus primus formae p—8n-+-5, constat semper dari formam aa-3-1 per illum 
numerum p divisibilem, tum vero nulla hujusmodi forma xz-—«yy unquam erit per p divisibilis. Contra autem 
pro numeris primis formae p—8r-+-1 datur etiam forma aa-1-1 per p divisibilis, tum vero dabuntur formulae 
æx+ayy per p divisibiles. ) | 
Demonstratio eo nititur fundamento, quod priori casu numerus a semper sit non-residuum, in posteriori 
vero residuum; illud autem inde ostenditur, quod numerus residuoram sit #n-+-2, inter quos quilibet numerus 
utroque signo +- et — occurrit, unde multitudo diversorum residuorum erit 2n+-1 , scilicet impar; sin autem 
numerus ille a inter residua esset, haec multitudo prodiret par, quod esset absurdum. 


À« tn. T. I. p 114. 


A. 
(N. Fuss I.) 
Taeorsma. Si formula naa-+-bb divisibilis sit per numerum p, semper dari poterit formula n-+-gg divi- 


sibilis per eundem numerum p, ita ut g € 3 p. 


DEMONSTRATIO. Quaeratur primo formula generalis nxx-+-yy per numerum p  divisibilis, quod fit su- 
mendo r—-&a— fp et y—eb-— yp; tum enim ista formula erit ca (naa-1-b5) — 2p (naa --abp) -A-pp(nBB --yy). 
quae ergo per p est divisibilis. Jam eemper numeros c et Brita acdpere licebit, ut fiat «a — fp—1, ideoque 
= 1, quaerendo scilicet fractionem + 5 proxime aequalem ips À re Cum igitur sit 4 — ob —vyp, numerum y 


eemper ita accipere licebit, ut fiat y non solum. minus quam P sed etiam minus quam qp 


‚PROBLEMA. Quand. füranıla naa+s-bb .divisibilis est per mumerum 5, quotum ex: divisione resultantem per 
formulam. integram exjirimere... — 


Sorurıo. Cum igitur detur numerus ÿ, üt sit n-3-gd divisibile per p, pohatur en = r sumaturque 





— qa+-pd eritque naa-+-bb — naa-+-ggaa-+-Zpgad-+-ppdd, quae ob n—pr —qq abit in ironique + pli, quae 


ergo per p divisa dat raa -4- 2qad -4- pdd. Quod autem. peni possit b —qa-i-pd, sive ut —r semper sit numerus 





integer, inde patet, quod etiam detur formula n +97 per p divisibilis, ideoque etiam naa-t-aagg, quarum diffe. 
rentia bb —aagq per p divisibilis erit, unde cum "ul ! supponatur numerus primus, vel b-1-aq, vel b — aq per p 





divisibile, utrumvis perinde est. Quia ergo ! , 1 integer sit — = à, ideoque poni semper, poterit b — ga-t- pd. 
: ] boo. 00, 9 UIT Up o1 0 uh 6C 


MEN E \ m | A m. T. IL p. 203. 
Be 
^ Tesdntu4.: Odin hütherus primus formae 8524-1. sehper in forma æ#+:2yÿ éontihetur. 


Demônsrrario. Sufücet ostendisse: semper exhiberi posse formam 4*-- DB* per ‘8m +1 divisibilem. 


*i pst 


" et n accipianiur ; scilicet | primi ad ni. Ergo an — ben, vel an pin erit .  diviaibilis. Facile autem demon- 
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stratur non omnes nitmeros c^ -- D" divisibiles essb. Déntir ergo tasus,' quibua forma a*^-1- 5" est divisibilis. 
Habebitur ergo summa, duorum biquadratorum divisibilie. A* -s- B*. Quare cum sit &*-t-b*— (aa — bb)! -4- 2aabb, 
propositum est demonstratum. — Ita eum 97.in forma 8n-1-1 contineatur, : reperiter, 97 -=5?+-2.6. - 

THEOREMA. Omnis numerus primus formae 8n-+-3 simul in. forma zx -1-2yy continetur. ., 

DrwoxsTRATIO. lterum sufficiet ostendisse, dari formam 4*-4- 2B* per 8n+ 3 divisibilem. Cum igitur 
haec forma a5^7 ?— 5*^7** semper sit divisibilis, quicunque numeri pro a et b accipiantur, erit vel a.a*^— b.b*^, 
vel a.a*^-1-b.0*" divisibilis, Jam sumatur acc et b — 2dd ut a.a*^ fiat quadratum A? et b.5*" duplum qua- 
dratum, puía 2B*, sicque vel forma A*— 2B?, vel A*-34- 2p: divisionem admittet per 8n-4- 1. At vero demon- 
stratum eat, formam A* — 2B* alios divisores non admittere, nisi vel formae $n -+- 1, vel formae 8n — 1, unde 
sequitur alteram formam A4*-1-2B* divisibilem esse. Ita cum sit 107 —8.13-1- 3, reperitur esse 107 —3?4-2.7?, 
hocque semper unico modo, quod ita demonstratur: 


e 


Sit paa 28 simulque P—cc-+-2dd, numerüs P necessario est compositus. Cum enim sit 


' dá -A- 25b — cc 34- 2dd, erit aa — ce — 2 (dd — bb), 
unde are 2(d-b) p E _ E = ._ 
sequitur m Y Erit ergo a+c—ap et d-i- b— a4, d — b — (ip et a—c—26q. Hinc 


9a — ap + 28q et 2b = aq : — Bp; quare cum &P — &kaa -4- 2.&bb. erit &P — (aa -1- 288) (pp +-2gq), sicque &P 
certe duos habet factores, quorum neuter unquam esse potest neque 1 neque &; sequitur P ad minimum duos 


habere factores : 3 — 1*-- 2. 1? 59 = 3*-- 2.5? 
11— 32-2 2.1? 67 —1:-- 2.3? 
19 — 1?4- 2.3! 83 — 9*-4- 2.1? g 
43 — 5? +-2.3° 107 — 3*-1- 2. T*. 


Notandum ‘hic, praeter cásum primum, in omnibus reliquis alterum quadratum semper per 9 esse divisibile. 
mu | - À. m. T. HL p. 180. 181. 


6. 
Tugorema. Proposilis numeris quibuscunque a, b, c, d, si numerus formae abpp-+-cdgg multiplicetur per 
numerum formae acrr-i-bdz, tum productum: semper continebitur in hac forma bexz-r-adyy. 
 DruonsTAATIO facile patet. Sumto enim z —apr -1- dqs et y ——bps — cgr, postrema forma bez +- adyy 
reperitur productum .binarum praecedentium. A. m. T, III, p. 182. 
(Golovén.) 
Tasonzus Productum ex duahus hujusmodi formulis aa -+ db -4- bb et cc-+-cd-H.dd semper ad similem 
formam zz-i-zy-i-yy reduci potest. Est enim duplici modo: 
= vel æ—ac+b(c+d) et y — ad — bc 
vel etiam xz —ad--b(c-t-d) et y — ac — bd. 
Ita si fuerit a—3 et 5 —2, tum vero c—1 et d — 5, erit aa +- ab 4- bb — 19 et ce-- cd -- dd — 31; prior 


ur resolutio dat : Ei oi —13, binoquo its + - 4 y = 589. 
wi 37 Ty "UY A. m. T. II p. 904. 


a t (Loxatt.) 
. Tuzonsma. Si formula SRE y per aliam sui. similem Pr weitet, prodáctum 
prodit hujus fotmse ©  ... - 
bon ai ci- Bey many. eriíque map et yaq bp a 
.ConorLAnium. Ita si fuerit a — 1, 28 —1 et y —1, erit MOREM 
existente m 3—.ap -— bg et y — aq +- bp +-bq. 
Nota Editorum. Casum specialem , quo B 0, vide Comment. arithm. T. II, p. 901. 


^ 


À. m. T. I. p. 96. 
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TukgonEMA. Si formula anpp-+-bfeg ducator in formulam adrr-+-aßes, prodactam erit: 
ab (aapprr -+- BBqque) Haß (kappıs-x-bbggrr) == ab (apr - Beu-3-a] (epa -t-bqn)*, 
hujus ergo produeti forma est abex-+-aßyy existente. 2 — apr -t qs .et y —- aps qv. 
(Conf. pro casu a b — 1 Comment. arithm. T. II, p. 901.) 
ProsLema. Formulam auxx-+-bByy in aliam ejusdem generis transformare. 
Sorurıo. Ponatur xz —bómp-- (nq et y—anp — cmq et prodibit 
aa bb mmpp -+ ac B nn qq + bG aannpp 4-bB aa mmqq = — abmm (abpp a- afi qi) + af nn (a qq + app) = 


(ab mm + af n) (abpp + a. qq). | 
p pp P qd) -—: A. m. T. L p- 499. 


4. 
(N. Fuss 1.) | 
THEOREMA. Si numerus formae zz-t-nyy divisibilis fuerit per numerum pp-i-n44. quotus semper erit nu- 
merus ejusdem formae A1--nB*. ; 
DrwoNsTRATIO. Cum numeri x et y ad pp-i-nqq debeant esse primi; et p et q quoque äint primi inter 
se, quicunque fuerint numeri x et y, semper per p et q ita repraesentari possunt, ut sit a = ap +- fi et 
y—p-r-9g4. Hoc modo formula rz--nyy abit in hane: pp (0a nr) +99 (BB -- n88) + 2pq (xp nyê), quae per 


pp + ngq divisa praebeat quotum 4, ita ut sit 


pp (a + nyy) + 99 (BB + n88) + 2pg (aß + nyd) — App + nAgg. 
Hinc igitur patet fore A=aa-ı-nyy, 5À — 81-60 et a -A-nyÓ — 0, unde jam patet formam ipsius A esse 
CX -A-nyy. Tum eüam erit n4 — Aß-Hnöö. et aB+-nyô — 0. Ex ultima fit Ê = — * Ponatur ergp 
| Ê— af. et B——n"yf, erit. 8B -+n00 — nff (aa + nyy) — A, ande 1- ff (aa +- »yy). 


Cum igitur sit A= aa +my, sequitur fore f — + 1. His valoribus fit 


LI 


LT -—oOpa-nyg et y —Jyp a. 


Hinc fit Ex --nyy = pp (aei-t-8yy) A-ngd (aa - nyy) = (pp 1-899) (ax-+-nyy), 
sicque quotas uti jam -vidimus. 4 — au + ny. 


4 


A. m. T. III. p. 184. 


| OR 
 TuronEMATA DEMONSTRANDA. F Si fuérit &na--55 numerus primus, efit demper hujus formae 22 — aw. 
II. Si fuerit &na — 06 numerus primus; erit semper hujus formae ayy — zz. 
- - N , À. m. T. IL p. 154. 





Teer a. 0M e . ; 
a E do t1. Del eben io 
THEOREMA. Si numerus mnff-+-99 ‘divisorem :habeat- primum giá 5557, tum etiani. quetoé.q, iex. liac 


divisione ortus, erit quoque ejusdem formae scilicet az, mn 


^Ex»&ticaTi0. (naerantar primo dıro:.numeri jet gi: ut sit la—up=+-tt, ‚deinde ut formula maf]-1- 99 
divisorem admittat p, alteram litteram f pro lubitu accipere licet, tum vero altera g ita esse debet corparete, 


ut sit g — nAbf — vp, quibua notatis cum sit. nn 99 PI epistente CUPS litterae c et d sequenti 
modo determinantur , — , | Lt ee 


eme et d 2c myiaf nd — 14. u 


Uu. 


ı A. m. T. IT. p 904. 
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"by: De diviseribus Rumerorum .fortnae fa":+ gb”. oo. 
. s - . 10. : e. 
D. (Ledell.) vn 
ProsLema. Si:fermula .fa*-4- gb” divisorem hábeat d, invenire infihitas alias similes formas fx”-+-gy” per 
eundem numernm 4 divisibiles. : 
SoLurıo. Capiatur z— mac yd, et g—mb 3-»d, et quaesito satisfiet ; si enim u et v» —0, res est manifesta ; 
sin autem multipla ipsius d accedant, omnes termini post primos ex evolutione nati, per se sunt divisibiles per d. 
ProsLema. Invenire omnes divisores primos formulae z*4-y*. Cum haec formula sit factor hujus x°—y?, 
demonstratum est, omnes ejus divisores contineri in forma 8n-4-1, quod etiam hoc modo ostenditur: Cum formae 
a*-1-b? omnes divisores sint formae &n-i- 1, ponamus formulae aa-+-bb divisorem primum esse kn-i- 1—d; tum 
ergo etiam omnes forinulae $z-i-yy per eundem numerum erunt divisibiles sumendo z*—ma-t ud, y*—mb2-»d.. 
Pro nostro ergo casu hi ambo numeri debent esse quadrati. Pro priore sumto u—0, hoc fiet si m—app, 
ut fiat x—ap. Saperest ergo, "ut et haec" forma y*—abpp 3-vd fiat quadratum, idque sive positivum sive negalivum. 
Ponatur ergo abpp + vd — + qq et res huc redit, ut abpp + qq divisibile fiat per d, et quia statui potest a 1-4- b?— d, 
quaeritur ergo quibus casibus formula bpp +99 divisibilis fieri possit per d. Varios ergo casus evolvamus: 


.l Sit d—5, erit a—2 et b—1. unde formula pp + divisarem habere deberet 5, id quod fieri ne- 
quit, neque vero 5 continetur in forma 8n +1; atque hine vicissim concludere possumus, neque 2pp-i-qq, nec 
2pp — gg unquam divisibile esse per 5. 

Il. Sit d=13, erit a=2 et b=3, et nunc quaeritur an formula Gpp--gq divisibilis esse possit per 13, 
id quod negari debet, quia 13 non est formae 8n+-1. 

IT. Sit d=17, érit a—1 et b—À, nunc quaeritur an App 3-04 divisibilis esse possit per : 17, quod utique 
sfirmandum, verum est etiam 17— 8n-i-1. 
. Iv. Sit d—29 erit a—2 et b—5, et quaeritur an 10pp qd divisibilis esse possit per 29, quod quia 29 
non est. 851-1, negari debet. 


ConoLLARIUM 1. Hic ergo distingui oportet duos casus, prouti existente b numero impari, : numerus a 
fuerit vel impariter par, vel pariter, par. Priori casu divisor d non erit formae 8&-1-1, sed formae Sa-4-5, 
ideoque hic casus est excludendus. Sit igitur 


‚ame? eb b—áRÀ cd, eritque .as-s- bb zs 16 (02-487) + 160 + 88 4.5. 
Ergo per talem divisorem nunquam divisibilis erit haec: forma (1660 = & (x = 28) + 2) pp - qq. Per numerum 
ergo primum 16 (o*4- 8?) 1-160 34-88 -1- 5. talis. formula 1648 +4 (28 + o) +2 nunquam est divisibilis. 
Conoctinium 2. Sin autem manente. beißt (ubi #’ etiam negative capere licet) sit a— ko, erit 


aa bb — 16 (aa + f) - 88 4-1, et nunc certi sumus, dari formulas Magen pp +9 quae divisorem 'ha- 
bent. 16 (oà PR 88 +1. Mt os rn. ZEE 20 


ConoLL ARUM 3. Si igitur yerum est, omnes numeros primos formae Bn 1 divisores esse posse for- 
muläe wir y* P sequitur  hostram fórmulam do e P ej omnes plane m numeros Sa-e-t in se continere 


siquidem fuerint. primi.  Kequeinus ergo. has’ formas et Teperimus " 

l “ +1 h . $a vr P. e. À I ” ) 
CM USO Re pe TE 

t [d "i _ N . , . . , a a $ $5.3 e « [ 

ubi n denotat omnes s plane numeros saltem eos, qui faciunt nt primos: 


id s" juptu s 4, 9, 8, 19,.32,. 80, 72, 99. : 
os rt: 37, 8&6, 79,106: - - 
1, 2, 7, 16, 29, 56, 67, 92 
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sive 2(9!-,4-8?) --8.—0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 38, 36, &5, 55, 66, 78, 91, 105 
: 29, 3, 5, 8 19,.17, 23, 30, 38, VT, 57, 68, 80, 93, 107 

8, 9, 11, 14, 18, 23, 29, 36, 44, 53, 63, 74, 86, 99 

18, 19, 21, 24, 28, 33, 39, 46, 54, 63, 73, 84, 96, 199 

32, 33, 35, 38, &2, 47, 53, 60, 68, 77, 87, 98 . . . . 

50, 51, 53, 56, 60, 65, 71, 78, 86, 95 . . . 

71, 72, 74, 77, 81, 86, 92, 99 . .. 

98,99. 
Hic omnes numeri non | occurrunt, sed excluduntur b, 7, 43, .16, 20, 22, 25, 26, 27, etc. at vero ex his om- 
nibus. 8n + 1 non fit primus. 


‚Si igitur À denotet pumerum impariter parem &n-:-2 et B numerum pariter parem sive In, et C numerum. 


imparem. 2n + 1, tum haec duo habentur theoremata: 

1. Per numerum primum A*-+-C* neutra formula ACpp + qq unquam dividi potest; neque etiam summa 
duorum biquadratorum, unde sequitur, si singula quadrata per Ate Ct dividantur, tum in residuis neque 
+ AC, neque — AC occurrere, sed cerio esse non-residua. 

- II. Sin autem divisor primus fuerit. B°+- C^, tum semper datur formula BCpp+ qq per eum divisibilis, ac 
propterea etiam summa duorum biquadratoru, atque in residuis quadratorum, per eundem numerum 
primum J*-1-C* divisorum, tam -4- BC, quam — BC reperientur. 

PropLema. Invenire omnes divisores primos formulae fa^ 4-gy*. 


Cum onmes constent divisores formulae faa-1-gbb, qni sive in formula faa+-988, sive in hac aa-3- fg BB ' 


continentur, sit quilibet eorum — d, per quem formula faa-+- gbb sit divisibilis; tum sumto X mat ad et 
Y — mb -: 8d, ut formula fX 2 Y? etiam per d fiat divisibilis, jam reddatur primo X quadratum, quod fit si 
m=app; tum vero erit Y — abpp-t-8d, quod etiam quadratum reddi debet, quod sit +gg, et nunc oportet, 
ut abpp3-qq divisibile fiat per d, eritque Y—-- 9g et X—dapp, quare sumto æ—ap et yq fiet fa --gy* per 
d divisibile. Huc ergo redit quaestio: quibus casibus formula abpp + qq dividi queat per memoratum divisorem d, 
qui est vel fan -1-gBB. vel &o-4- fg BB. | à | | 

Exemprum 1. Sit f—1 à g—2, ideoque d—ax+288, qui numeri sunt vel 8-1, vel 8n-1-3, quos 
valores percurramus. Sit | 

I. d—3, per quem formula au+-2bb divisibilis fit; si a1 et b—1, unde quaeritar ah formula pp--q 
divisibilis fieri queat per 3, -quod cum eveniat, eliam 3 erit divisor formulae z*-4-9y*. : 

Il. Sit d==11, ‚erit a—3. et 5— 1, hinc nostra formula 3pp-tqq divisibilis per 11, at ipsius 3pp--er divi- 
&ores sunt formae 12n-1- 1, 12n-1-7, formulae autem.3pp— qq divisores sunt vel 12n-4-1, vel 125 — 1, ideoque 
postremus casus quaestioni satisfacit , ergo datur formula z*-31-2y* per 11 divisibilia, ! "E 

IL Sit d—17, a—3, b—2, ergo formula nostra per 17 divisibilis erit Gppgqg, at prior 6pp-+qg non 
est divisibilis, neque etiam posterior, unde sequitur nullam formam x"+2y! dividi posse .per 17. 

IV. Sit d—19, erit a—1 et b—3 et formula per 19 divisibilis erit pp +94, id quod fieri poteat ponendo 
ex. causa p—1 et q=#, hine z—1 et y—&, atque formula ai 2‘ erit divisibilia per 19. 

V. Sit dsl, erit a——3 et b—&, et haec- formula nostra per &1 divisibilis reddenda üt 12pp + gq, sive 
haec 3pp-tqq, at 41 in nulla harum formularum 128 +1, f2n+-7 continetur. Ergo non à datur g*4-24* per 
41 divisibilis. ' G0 04 | 

VI. Sit d—843, erit a—5 et b=3, hino formula per -83 divisibilis 15pp gg, sive etiam m pp 3qq, id quod 
succedit, cum sit 43—3.4*— 5.1*, ergo datur forma x*-1- 2y* per. A3 divisibilis. Si x — ap — 20, y — 5, 
sive —=h, y— f. : m f 


Lem 


- 
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‚ VII. Si #59, erit a — 3 et b==5,. hinc formula 15pp-tge, sive Sgp+-39q, ubi manifesto 15.2* — 1, 
ergo 26, y —31, et formula x*-4- 2y* per 59 divisibilis. | | 
ConorLanrux 1. Videtur ergo, quoties fherit d—85-1-3, tum fore divisorem formas æt-+-2yt, nec non 
et hujus abpp + qq, at vero tum. Sunt ambo mumeri a et à impares; quoties ergo aa-t-2bb fuerit numerus 
perimus, semper datur formula abpp-t-qy per eum divisibilis, sive inter residua quadratorum reperietur vel 
+ ab, vel — 
Cororzarrum 2. Contra autem non omnes numeri $5»-1-1 excluduntur, quia numerus 113 — 3*-4- 2.2*. 
VIII. Sit d— 67, a=7, b — 3, formula 21pp + qq, vel 7pp = 394, p —5, 4— 6, vel x — 35, y — 18. 
ExzgwPLuw 2. Sumatur f—1 et g—3, ut quaerantur divisores formulae x'-+- 3y* et divisor d erit 
aa -1- 35b, erit ergo vel formae 12n + 1, vel mud 


"M, quod succedit quia 7—2.2*— 1, unde p — 2, 


Il. Sit d —7, erit a— 2 et b.— fl, et formula ^ 


BH. Sit d — 13, erit a— 1 età —2 et formula PR, quae est impossibilis. 








13 
Ill. Sit 4— 19, erit a— #4 et 5 — 1 et formula man, quae succedit: p—9, q— 1, æ = 36 et y=1. 
IV. Sit d —31, erit a—2 et b —3 et formula —n, vel “en, x 18, y—5. 


V. Sit d— 37, erit a— 5 et b—2 et formula Zn, vel mn, p=1,9—=8, 1—5,y—8. 


VI Sit d— 43, erit a4— & et b — 3 et formula SEN, vel wu, $12, y—8, x —=3, y— 


Hic igitur maxime est mirandum, quod solus numerus 13 hic sit exclusus. 





PROBLEMA suPERIUS de divisoribus fz*-4- gy* ita concinnius resolvitur: 

Sit d divisor bujus formulae, qui necessario erit divisor (alis formulae fa’-+-gb*. Cum igitur hae duae for- 
mulae faa-+-gbb et fx*+-gy* habere debeant communem divisorem d, multiplicetur prior per x“ et posterior per 
aa, horumque productorum differentia, quae est gbbz* — gaay*— g (bx* — ay?) (bx* -4- ay*) etiam nunc erit divi- 
sibilis per d; unde si d sit numerus primus, per quem neque f, neque g divisibilis esse potest, ob 

bx + aay* = (bx® + ay*) (bz? — ay*), 
necesse est, ut horum factorum aller bx?-cay* sit divisibilis per d. Quare proposito numero primo d, qui 
dividat formulam faa -4-gbb, «quoties assignari poterit formula bxx + ayy per d divisibilis, tunc etiam formula 
fx*-- gy* per eundem numerum d divisibilis erit. 
: Cororıarıum. Si datur formula bmx ayy per d divisibilis, etiam baee formula zz-tcabyy divisibilis erit 
sumto z—bx; hoc autem eveniet, si inter residua .quadretorum per d divisorum, occurrat awmerus -t- ab. 

TuükonkMaA: Quoties divisor primus d fuerit formae &n — 1, isque dividat formulam faa-4-9bb, tum semper 
dabitur formula fz*-i- gy* per d divisibilis. | 

Demonstrartıo. Cum divisor d sit formae in — 1, sive &n + 3, si quadrata singula per eum dividantur, 
inter residua omnes plane numeri occurrent, sive signo plus, sive minus affecti, ergo etiam occurret numerus 
vel + ab, vel — ab, dabitur ergo formula zz + ab yy, ideoque etiam brz + ayy per d divisibilis. 

ConorLAmiuM. At si d fuerit formae In+1, quia in residuis quadratorum non omnes numeri occurrunt, 
sed semissis adeo penitus excludatur, sive positive, sive negative capiantur, utique fieri potest, ut + ab inter 
ea non occurrat et tum nulla dabitur formula fe*+ gy* per d divisibilis. Observatum autem est (nondum vero 


demonstratum) omnes divisores formulae axx =: byy contineri in tali forma &abn -+- kk. 
| « 
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Hic jam duo occurrunt casus considerandi, prout vel ambo numeri a et b &unt impares, vel unus par et 
alter impar. Priori casu, semper possibile videtur, ut divisor.d im hac forma céntineatur, et vere si a fuerit 
numerus par, puta 2e, forma divisorum erit 8bca-1-kk, quae reducitur ad formam Bn-+- 1. :Quoties ergo hoc casu 
divisor d formam babet 8n-4-5, tum casus est impossibilis, unde sequitur haec conclusio: 

Quoties ergo d=8n-+5 fuerit dirisor formulas faa-1-ghb, inanperque ulieruter :4umerorum a et b por, tum nulla 
dabitur formula fx* -4-gy* per d divisibilis. - 

Tusonema. Si numerus primus formae &n-1-3 dividat formulam.fag-+-gbb, sive .aa+-fgbb, tum nulla da- 
bitur formula faa — gbb, sive aa —fgbb per d divisibilis, 

DEMONSTRATIO. Si enim formula aa+-fgbb divisibilis sit per d, tum inter residua quadratorum reperietur. 
— fg, at fg erit non-residuum, unde etiam nulla formula aa — fgbb divisibilis erit per d. 

Taeorema. Si numerus primus formae &s-1-1 dividat formulam faa +- gbb, sive a+ fgbb, tum etiam 
semper dabitur formula faa — gbb, sive aà — fgbb divisibilis per d. | 

DEMONSTRATIO. Quia d dividit formulam aa+-fgbb, in residuis quadratorum occurret — fg, ideoque ob 
formam in-+-i, ibidem quoque occurret -+-fg, ergo dabitur formula faa .— gbb, sive. aa — fgbb itidem per d 
divisibilis. 

' QConoLLAniux; Quoties ergo evenit, ut formulae faa-1-gbb divisor d—:5&n-1-1, non simul dividat formulam 
fx*-1-gy*, tum quia idem divisor est quoque formulae faa— gbb, forte erit divisor formulae fx*—gy*. Hoc au- 
tem secus evenit casu f—1, 9=2 et d —11. Etsi enim. 17 — 3?-+2.2? et simul 17 —2.3* —1, tamen neutra 
harum: formularum' z*--2y* et z*— 2y* per 17 est divisibilis. Quo hoc accuratius scrutemur, considéremus 
residua ex divisione biquadratorum naía pro divisoribus $n-4-1, quae eemper {antum numero n. 

Divisor Residua 


- 


5 1 
13 1, 3, 9 
(+1, +} 
17 IM —4 
+1, +7, -- 20 
2 M —5, — 6, — 13 
al up +7, + 9, +10, +12, + 16 


— 3, —5, — 41 | 
M MN -- b, +10, +16, +18 
— 1, —4, — 10, — 16, — 18 
Hinc. ergo discimus, si divisor fuerit formae 8n-1-5, tum numerum residuorum esse 2n-+-1, ideoque imparem, 
unde nullum utroque signo occurrit, unde, si formula fz'-1-gy* fuerit divisibilis, altera fx*—gy* certe non erit 
divisibilis, quod autem vicissim non valet, quia numerus non-residuorum triplo major est, quam residuorum. 
Pro (ali ergo divisoris forma vel neutra formularum fx*--gy*, vel unica saltem, est divisibilis. 

At si divisor fuerit formae 8n-1-1, quodvis residuum utroque signo affectum occurrit, unde si una barum 
formularum fuerit divisibilis, etiam altera erit divisibilis, sive vel utraque, vel neutra divisibilis erit. Hinc sequitur 
primo si divisor primus — 8n+-5 dividat formulam faa+-gbb, quo casu etiam dividet formulam fa a — gb, 
illinc autem pro biquadratis formula arx=+byy per d fuerit divisibilis, tum certe formula a'z*2- b y* non erit 
divisibilis. Deinde si fuerit d — 8n 34-1 et dividat tam formulam faa+-gbb quam fa a — gb b, tum si formula 

arzt byy fuerit divisibilis, certe etiam altera a xx + b yy erit divisibilis, et si illa non erit, etiam haec non erit. 
À. m. T. I. p. 218 — 993. 
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11 me or 2 » 
: (N. Fuss 1) | ' | 
ProBLema. Invenire omnes summas binorum biquadratorum z*-i- y*, quae sint divisibiles per datum nu- 
merum primum formae. 8m -4- 1 — 4. j 201 
Sozurio.* Cum haec formula æ"+-y" alios divisores non admittat nisi formée 2in+-1, sequitur formulam 
ar y* alios divisores ‘habere non posse nisi formae 8-1. Tales autem numeri sunt ' 


17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 193, 233, 241, 237, 281, 313, 337, 353, 401, etc. 


qui numeri. cum omnes sint summae duorum quadratorum, sit A— aa+-bb. Deinde ciim alter aumerorum x et 
y pro lubitu accipi queat, sumatur x—a, et pro y inveniendo quaeratur numerus quadratus formae iA + ab, 
qui sit pp Atque sumi poterit y — p, vel in genere y— À -- p. Cum enim sit pp — iA + ab, neglecto multiplo 
ipsius 4, quippe quod semper adjici. potest, erit y — p*— aabb, hinc ergo erit x*+ y ‘= aa (aa + bb) — aaá, 
ideoque x* +y divisorem habebit 4. Idem valor y —p valet quoque pro æ—b; tum enim erit 


z*--* — bb (aa + bb) — bbA. 





Praeter p autem dabitur alius valor q, ut sit p:q— 4:5, ideoque = ? , sive =, unde valor ipsius q 
semper erit integer. Sumto enim ” j 
4 6 6 
æ—=a et yq, erit za yf = a «a. PP et ob dnb erit a+ y*— ME. 


At vero a*-- b° semper habet. factorem aa + bb — A. Eodem modo patet , sumto z —b et y — q, etiam z*4- y* 
faclorem A esse habiturum. Sumto igitur sive a sive b pro x, tum pro y sumi poteril sive p sive g; unde patet, 
si pro x capiatur vel na vel nb, tum pro y sumi debere vel np vel nq, qui valores, cum semper multiplum 
ipsius A auferre liceat, omnes hos valores infra LA deprimere licebit. Praeterea yero ad singulos hos valores 
quaevis multipla ipsius À addi possunt. Hoc. modo pro quovis divisore A tabula construi poterit duabus constans 
colummis, quarum prior binos valores ipsius x, altera vero binos ipsius y exhibebit, id quod exemplis illustrenaus. 

L Sit A— 17 — £-—- 1?, erit a— 1 et b—%4. Nunc igitur erit C gp 175 -- &, unde statim sumi potest 
87 el pz-2 et ob 1:& —p:q erit q— 8. Hinc 





1, & 2, 8 
: 2, 8 b, 1 
3, 5 6, 7 


ubi, quia c et y eunt permutabiles, secundi valores, utpote in primis jam contenti; omitti possunt, ita ut tabula 
duos tantum casus involvit, scilicet pro æ, 1, & et 3, 5, et pro y, 2, 8 et 6, 7. lta v. gr. sumto xz — 5, 
sumi poterit y —6; quia igitur 5*— 625 et 6*— 1296, erit z*-1- y*— 1921 = 17.113. 


IL Sit 4A— 841 — M-1- 5*, eritque a— & et b—5, ideoque pp:— in + 20, ideoque n — & et p — 12. 
Jam &:5— 12:4, ergo q— 15. Hinc pro divisore &1 nostra tabula erit: 






c y 
1 
2, » 
k, 5 12, 15 
7, 19 16, 20 . 
8, 10 11, 17 


lla sumto z=1 et y—3, erit 2*-1- y*—82— M .2. 


4 
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Simili modo tabulam construximus pro sequentibus. 
A=73 A= 89 





Sit A=89 sumto xz — 5 et y==7, erit z*4- y!= 3026 — 89.34. 


Cum hae tabulae facillime ex positione litterarum a, b, et p, q construantur, istam positionem pro singulis 
divisoribus À hic apponamus: 


b P» d A a, 6 p q A a b Pr 4 


, 12, 63, 85 | 353| 8, 17 | 131, 146 | 569 | 13, 20 | 150, 187 
.13, 77, 96 | &01| 1, 20 | 4&5, 98] 577 | 1, 24 | 152, 186 
15 | 32, 120 | 409 | 3, 20 | 39, 198| 593 | 8, 23 | 121, 171 
16| 4 6% | 433 |12, 17 | 8%, 82] 601] 5, 24 | 214, 295 
16 | 19, 117 | 349 | 7, 20 | #4, 195 | 617 | 16, 19 | 173, 246 - 
19 | 16, 65 | 457 | 4, 21 | 86, 223] GH | &, 25 | 10, 258 
20 | 48, 1821 673 | 12, 23 | 95, 126 


Hic igitur praecipaum negotium in inventione quadrati pp —"A-+ab consistit, quod autem sequenti modo haud 
difficulter praestabitur. Cum enim semper dentur numeri p et q, minores quam 34 eorum complementa etiam 


» Qo © 00 00 QU 4n | © 





erunt << À, semper ergo dantur. quatuor tales numeri minores quam A, quorum duo erunt pares et duo impares, 
atque cognito uno, reliqui tres facile inveniuntur. ° 


Quaeramus igitur numerum imparem pro p et cum sit pp — nÁ-tcab, tum vero pp << A4, singulos numeros 
A tentando non ultra 1n — A progredi opus est. Deinde, quia: A —: aa-1- 5b — 8m-1- 1, numerorum a et b alter 
erit pariter par, alter vero impar, unde productum ab habebit vel formam 8i-4-, vel 86. Pro priore casu, quo 
ab — 8i+-4, quia A est 8-1, quadrata autem imparia formam habent 8í-1-1, nt talis forma oriatur, sumi debet 
$:—5, vel n—8Ba-+-5, sicque casuum examinandorum numerus octies erit minor. Pro.altero casu, quo ab——8m, 
numeri pro n sumendi erunt 1, 9, 17...8i-+-1. Inter hos autem numeri etiam statim excludi possunt ii, qui 
desinunt in 3 vel 7, tum etiam ii, qui sunt formae 3í— 1. Praeterea vero etiam ipsam formam pp — n4 - ab 
in alias similes transformare licet. Si enim fuerit ab-1-a4 — ffA, erit pp — ff(nA-- A); tum vero si fuerit 
GÁ-1- À — ggB, erit etiam pp — ffgg (nA3- B) et ita porro. Inter quas plurimas formas plerumque casus sponte 
se produnt, quibus quadrata emergunt. Ex his autem egregia theoremata deduci possunt: 


I. Si fuerit A— aa-1-5b — 8m+-1, haec formula nA=ab semper quadratum reddi potest. 


Il. ‘Si fuerit A— aa-1-bb — 8m-1-5, tum ista formula nA-=ab nunquam quadratum fieri potest. Ita si 
4=—5, ob a=2 et b=1, haec forma 5n +2 nunquam esse potest quadratum, quod per se constat. 
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Deinde sumto a — 2, b—3 et 4—13, haec forma 43n=6 nunquam quadratum esse potest. Item 
ai A— 29, ob a—2, b==5, haec forma 99m + 10 nunquam fit quadratum. - z 


ALIA Sorurio problematis praecedentis. Sit 8m-4-1 — aa-1- bb — À esseque oportet 
: ee | 


Jam sit proxime 73 , ita ut sit ag — bo, — --1. Sit nunc &—c et sumatur p— VfA-- fec et g— arum 
et cum sit zz —ap—bq et yy— àq--bp, erit rt (aa+-bb)(pp+-9q), erit itaque = (a8 — da )ee==ce 
at yy=(aa-+-bb)fA+-(air +-b6)c, quod ergo esse debet quadratum. Sit nunc e=n4-+-d, fiet yy— jÂ + (aa. -4-58)d. 


Ex zMPLUM 1. Sit aa+-bb — M4 — 4, erit a—5 et b— +, hinc ı=+ , proxime hinc & — 1 et B=1. 
Sumatur porro c=1, eritque d —1, ergo w=Mi+9=0 , unde sumto i—0, erit y—3 et æ—1, eritque 
£*-4- y*— 82 — 2. M. | 

. Exewrium 2. Sit A—601, erit a—=2 et b—5, tum vero a —5 et p=1. Sumto ergo x=1, erit 
d=1 et yy — 6015 + 125, hinc sumto £—6, erit y — 59. 

Jam x pro lubitu. sumi potest, verbi gr x =. erit y=5% =+601i, unde omnes valores redigi possunt 

infra 300. À. m. T. III. p. 171—174. 


' 12 _ 
. De divisoribus primis formae a*-1- 2b*. 

Primo patet banc formam alios divisorés habere non posse, niai qui dividant formam a*-4-25?, qui omnes 
continentur vel in hac forma Sn +1, vel in hac 8n-1-3. "Ac primo quidem omnes numeri primi hujus formae 
8a -1-3 possunt esse divisores cujnspiam numeri formae a*--2b*. Longe secus aulem res se habet de altera 
forma 8^ +1. Non enim omnes numeri primi in hac forma contenti divisores esse possunt formae a*-1- 2b*, 
sed tantum sequentes: 73, 89, 113, 233, 257, 281, 337, 353, 577, etc. Hinc ergo excluduntur hi numeri ejus- 
dem formae: 17, 41, 97, 137, 193, 241, 313, 101, 409, 433, 449, 457, 569, etc., neque tamen ulla ratio > patet; 
qua has duas species numerorum formae 8n-1-1 'a se invicem: distinguere liceat. mE | 

Ad divisores formae a* -+23* supra allatos et in formula 8n-1-1 contentos insuper accedunt 601 et 617. 


Est enim 601 divisor ipsius 194-2. 5* et 517 divisor ipsius 1 16*-3- 2.74. . 
| ' t À. m. T. IIl. p. 181. 182. 


13. 
PROBLEMA. lnvenire cxponentem e, ut formula a'—l* per datum numerum A fiat divisibilis, si quidem 
numeri a et b sint primi ad A. 


Sozurio. Sint p, 4, r, s numeri primi, et considerentur sequentes casus 


si Á—p, X .erit e—p—1 
«Amp. e—=p(p—1) 
«„ d=p. o e—=p'p—1) 

"n A=p | eph !(p—1) , 
« dp «6m (p— 1)(q— 1) 


 ácpqr « ezz(p—1)(g—1)(r—1) 
| (€ Amp N ^ !(r—1) 
Conörtanivm 1. Hinc si loco a seribatur a? et b? loco b, etiam "haee formula a*— bP“ erit per A 
divisibilia. " : EN CE s. 
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Cororzarıum 2. Hinc si exponens:e divigorem habeat n, ut ait e — dn, tum semper deri poterit forma 
z^— y" per À divisibilis. Cum enim q^— 1^. ait divigibilis, sumatur z — a7 et y — 0^, vel etiam & — 7-1 a4 
et y — 53 3- BA, vel adhuc generalius æ= [a mai et y — [13 3- BA. | 

NB. In his formulis, ubi productum (p.— 1) (q—1) (r — 1). occurrit, snfficit ejus loco : minimum commune 
dividuum numerorum p—i 1-1, r—1, scribere. | " 

Quoniam formula gh—y^ praeter z—y nullos habet divisores, nisi in forma in+1 eontentos, "sic casu 
n—5 formae z— y', praeter z— y, divisores eunt 544-1 hoc est: 11, 31, #1, 61, 71, 101, 131, etc. Si ergo 
proponatur formula x5 — 1, eaque casu z—a divisorem habeat 52 -+ 1, eundem divisorem habebit casibus 
æ — a*, g —a, zx — at, ete., Sicque ex uno casu reliqui omnes deduci possunt, cum sit | 

a — a^ + M(51+1), 
unde sequens tabula est confecta: 
| generatim 


(— 2} + 14M 





Valores x 











N 4, 1— 2+ 5&-4- 3+ 9r etc. ; 
n 31 | 1+ 2+ 3+ 8+ 16--etc. (+ 2+ 31M 
1 | 1— -- 16+ 18-1 10—+- etc. (— WE MM 
61 1— 3+ 9— 27+ 20-+ etc. (— 3 = 61M 
71| 1-—- 5+- 25— 17— 15-+ete. (+ 5#+ 71M 
101 | 1-—  64-:36— 14— 17-rete. | (— 6)*£101M 
131 | .1+ 534-.58-- 61— Mıretc | (MEI M 
(11*) 121 | ,1--. 3 9+ 27 Biete | (+ 3 +121M 
(10) 1331 1—161-4-632— 596 1-124 -1- etc. | (4-121) 21331 M 


minimus. autem valor ipsius x ex proprietate supra allata reperitur. Ita si divisor —31 quia «*?^— 1 divisorem 
habet 31, sumatur 2 af, fiet. x°— 1. Sumatur a — 2, erit = 642-2. 31, unde miuimus —2. lta si p—101, 
quia a!09 — 1 divisibile per 101, sumatur z*—a!99, sive - "S 101 M. . 


Ut formula x°+-y° divisibilia fiat. per 37, numeri x et y ex sequenti achemate 


(504004 7 0 (8 .@ t " 
= 2.12, 145. . . y (16, 12, : 9 . , 
Ser! 3, 1, k 13, 18, 5 


scilicet ex eadem linea horizontali sumi debent. 


- At ut z*--4* divisibile fiat per 61, x et y ex sequenti schemate sumuntur 


1, 13, 14 11, 21, 32 
2, 96, 28 22, 19, 3 
x (8, 9 5 y (17, 3 6° 
7, 30, 24 =: [a6, 25, 20- j 
8, 18, 10 7^" \27, 15, 12: 


singulis autem his numeris adjici intelligenda est + 61M. Hinc casus simplicissimus est 2*-4-3*. Singuli autem 

hi terniones in unica forma comprehendi possunt, quae simplicissima est An, $n, 9n, vel in hac 1n, 13n, 14n. 
PROBLEMA. Ut formula x 5— 1 divisibilis fiat per divisorem idoneum A, valores ipsius x definire. 
SoLuTio. Divisor À necessario debet contineri in hac formula À = et 


ai 
valorem idoneum pro 4; tumi autem Ires: habebuntur - Välores principales pro x, qui sunt 1, +a, aa, quibus 
adjici potest 2- MÁ.. Ita si sumalur a==2, erit des, ideoque vel 4—32, vel A——T, et tum ert 2— 1, 2,8. 


Si 4 —3, erit A— ED ideoque vel 4—7, vel 4— 13, eritque z—1, 3, 9. Si ah, erit Amin 


, cujus factor quicunque dabit 
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ideoque vel 4= 13, vel 4=M 3.7, tum o1, 4, 16. Si a5; erit ac er ideoque 4 21, vel 
4-31, x —1, 5, 25, etc. 

PmonLEMA. Ut formula z'9—1 divisibilis fiat per 4, valores ipsius à sssighare. 


SOLUTIO. Hic debet esse À — 23 ac twm quinque habentur valores principales pro c, scilicet 1, a, 


aa, a*, a’, quibus adjici potest MA. Sic sumto a— 42, erit 4= Sen vel 4=11, vel A— 31, eritque 


x—1, 2,4, 8, 16. Si a— 3, erit 4— 1, ideoque vel 4— 61, vel A—191, hinc æ—1, 3, 9, 27, 81. 














3+1 ’ 
Si a—4, erit 4— "ET, vel 4—205, vel A— 314 — 11.31 et 2— 1, &, 16, Gb, 256. Si a=—5, erit 
SH, ideoque vel A— 521, vel A— 781 — 11.71, z — 1, 5, 25, 125, 625, etc. 


b+1 
NB. Omnes divisores primi hic sunt formae 10n +- 1, Dato ergo tali divisore, veluti 131, quaeri debet 


numerus a, ut 3'-t- 1 divisionem admittat per 131, quod hoc casu non evenit, nisi sumatur vel a — 42, vel 
& —53, vel a4— 58, vel 4— 70; tum enim habebitur x» — 1, &2, 70, 58, 53. 

Quando autem divisor À datur, in forma 10n + 1 contentus, valor litteraé a boc modo eruetur. . Cum. À 
debeat esse divisor formae a'— 1, capiatur aD", erit a*—— 5", semper autem est D!0"— 1 divisibile per 
10n-+-1, ideoque vel d’”-+-1, vel 5^— 1, quocirca sumi debet a—b". Ita pro casu 4— 131 est n—13, ideoque 
a—b"*; sumto ergo b —2, erit b'*— 8192, quod divisum per 131 relinquit 61, et valores ipsius x erunt 1, 
61, 61*, 61*, 61*. Est vero 61*— 3721, quod dat 53, et 61.53 dat 42, et 61.42 dat 58. Sicque x — 1, 61, 
53, 42, 58. Eodem modo si proponatur 4—151, erit n — 15 et a — 19, a*— 59, a'— 65, a*— 8. 

Ut formula xz*--y* divisibilis fiat per 97, nufneri x et y ex sequenti tabula desumantur 


x . . y 
1, 33, 22, 47 8,:27, 18, 12 
2, 31, 64, 3 16, 43, 36, 2% 
& 35, 9 329, 11, 25, 48 
5, 29, 13, M 49,.38, 7, 37 
. 10, 39, 26, 15 17, 21, 14, 23 
46, 13, 42, 28 29, 19, 45, 30 


ifa casus simplicissimus est 5°-+- 7°. 
Ut formula æ'°— 1 dividi queat per 11°, valores ipsius + erunt 
| — 4, 125, 596, 699, 161. 
Cum enim 31 — 2.112, ponatur z—=3-+-11?y, eritque #—1=2.11?+5.3*.11”y-+ etc. quod divisum per 
11* dat D 24-5. 3'y -1- etc. Tantum ergo y ita sumatur, ut 2-1-5.81y divisibile sit per 11, sive 2—2y, 


1 


vel 1— y. ' Sumatur y — — 10, erit z — 1207 — 124. 
À. m. T. IL p. 169—164. 


c) De numeris formae + 1. 
14. 
(Lexell.) 

Prosrema. Invenire numerum formae 2”-+-1, qui habeat datum divisorem. 

Sorurtıo. Divisor repraesentetur per simplices potestates binarii, et quotus quaeratur sequenti modo per 
partes; ubi tenendum est, quoniam tandem omnes minores potestates binarii in producto excludi debent, si ex 
aliquot partibus quoti prodierit productum 1-1-2"-1-etc. tum sequentem quoti partem esse debere 2”, deinde 
tantum notetur esse 2°--2°— 2*^* 1. | u 
22 
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Exsuroux I. Sil divisor zz «2.25, a6 prima pars quoti etit 1, et operaio sequenti medo institueter: 


Partes quoti Productum 
„4 1 m 9" +2? e 
. ua. ou, E Eee --. 
2 |. 28 + 2154 2074 gie 
910 210. 24 2i a- an + 215 
za. 20 giae. DU 2114 271 
913 | 2124 „au. 2114 914 Qu 
913 213.4. 920.4 9834 gi7_, Qn 
or gr. 9244 grey. gue . 
| gu a Dt gt... 220 c 
07 os 2| 281 214 9:9... 000. pts 
923 Qaae gi. Ua. Qu 


‘ergo forma est 2.2.1, cujus divisor est 1 -4- 27-4- 2* — 64 et 
quotus == 1 + 274-254 2104 911.4. 212... 219 4. 9M ge 219 4- 271.4. 93, 
Ex zuPLUM H. Sit divisor 73 — 1 -+- 2? - 2*. " 





- Partes quoti Prodactam 
| 4 . 4 +2? + 2° 
S. 2 2 + 26 + 2 -+ 2° + ,2' 
2t 2,2 + 210,2’ + 2° 
2: 2*5 +2 + 2114,28 +2 +204 211 + At 
2 z + 2° +,2+.,2 + 21° 
2! 1| 2 +,924+,214.,2 21% 
25 | 2 + 2114 2164 99 + 2104 2114 2184 215 
913 ‚22 215 + 215 + au 216 
218 ,213-4- 916.4. 219.4 Die. A" | . 
914 air 2’+ „22 + 214,204 2 Qo 4. 2 
915 „215 2184. 2114 2164 222 
| 91€ 9154-219 4- 2224 21 4 22° 
at? „217,270 4,279 4-215 4,210 4,279 4,281 4,270 
Qu | rl 2214 207 299 4-. 2?* 
g?2 | 27 +- + 2° + 228 + 2? 4-,2** 
923 | Qui, 204 914 Que. 9r. guia. Dis, 990 
924 2244, 2274 210 2*5-4- 231 
925 93 5-4- 2*5, 2114 2*6... 232 
936 „23° 929 4. 233, 4 227. 18,4. 2294. 290 4. 29 . 
930 204,924 2235 4- 231. 4. 934 


Plane non datur talis forma per 73 divisibilis. 
Exesrrum NL Sit divisor 41—:1-4- 2a- 2*, erunt. . 


parles quoti productum 
1. 1 + ,2?-+ 2° 
23 2 ,29+ 2° + „2! 
24 2 24,24 24 224,2 224 994 210 


ergo forma 1 -+-2!° divisibilis est per #1 et quotus erit 1 + 2?-4- 2*=— 25. 
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ExxuPLuw IV. Sit divisor 11 —1-#+ 2! -4- 2*, erunt 


partes quoti - productum 
1707 |o 46242 c0 
2 - : iae DE, Di. 914-23... 94 4 95 


unde 1 + 2! — 11 (1-1- 2). 


ExkMPLUM V. Sit divisor 13— =1+ 242, erunt 


partes quoti productum 
1. | c 2004 e Ie 2? 
2* 2 ,*- ,2°+ 2’+ +, 25+4- 2° : 
unde 2°+- 1 2213 (1 -4- 2*). Zu "EE 
ExemPLum VI. Sit divisor: 7 — 1 4-2 4- 2°; erunt ^ — "2 
partes quoti productum 
1 2] 5140-42-22 
9 2 + 24 24 9214 Dig. 2 
23 1 e giae 24 24 24 2° 
gt ] 5 24-25 2° 234 9, 0 
2 Uo De 24 D 24 2,2 
2’ 2 2 20 Pr 294 21 
27T DE 24 919,4. 994 14 21 
$1 i; c : | etc. * ” TE 2 00 io! are 


Pro hoc ergo divisore non datur forma  binomialis 1 4-2^; dantur autem trinomiales: 
4 2-2 4-2*, 41-2 2*4- 2*, 1-cd'e P. 1+2+2, 1+2+2, 14242, 1 4- 219 4- 211, 


(Erafft.) . 
PROBLEMA. Invenire numerum formae 2°— 1; "i habeat datum divisorem. 
SoLuTio. Primo notetur esse 
(0 1—12214-2-- 214-212-2142 71, 

sicque omnes potestates ab unitate usque ad maximam occurrere debent. Si igitur, ut ante, quotus per par- 
tes quaeratur; in producto ex aliquot partibus orto notetur minima potestas, quae adhuc deficit, eaque ipsa 
erit nova pare quoti. - 

ExzurLum I, Sit divisbr 2314 +2 + 2*-1- 24, erurit. - 


partes quoti  ' ' productum . ‘ ' | | t. Ut 
1 1+ 2 + 2:+ 2° | 
2 c 234,244 2° 2’ + ,25+- ‚2° " 
2* | Se 2'--,2*4-,2*-- 274 242 € 
2s 2*-- 274 294 219. — | 


unde erit ^ — 11 sicque 2!!—1 divisibile est per 23 quoto existente 
| 1 + 254-244. 2 — — 89. 
“ Nota. Forma numerorum perfectorum | est 2 1(27 — 1), quoties fuerit factor posterior 2^— 1 numerus 
primus. 


ExemPLUM Il. Sit diyieor 1424 2+ 2+- 2°, erunt 
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partes quoti | productum 
1 1 -—- 2 + 2? + 2* à 25 » 
2* 28 + 95 4 2° 4 9! +, + 2° + 27 4 95 
25 2+ 24 27 2° + 210... 2* + 210 21! 
2° 2 + 2° + 210.4 21!4- 213 4 212 
211 2114 284 913 4- „ar 21 + 21. 2144 „zus 
212 2144 2114 211. 2154 2174 2144 2164 2168 2174 2!* 
213 | als. 24 2154 2164 214 2164 2174 219 
215 2154 2164 2174 218.4 2204 2184 2104 2204 D?! 
917 217. 218 919 1. 220. 932 


ergo ^ —23 et 2**— 1 divisibile est per 47, quoto existente — 
217.4 2154 213. ,. 912.4 211.,-. 98.4 054- 2%. 1 — 178481. 
(Lexell.) 

Verum haec omnia multo facilius atque adeo multo generalius per sequentem methodum expediri possunt: 

PROBLEMA. Invenire exponentem x, ut formula 2*— a datum habeat divisorem — p. 

SOLUTIO. Quaeritur ergo potestas binerii 2*, quae per numerum p divisa relinquat residuum — a; notetur 
autem pro residuo a in genere scrihi posse a-i-Ap, loco a igitur sumatur ap, qui numerus cum sit par & 
fortasse per majorem binarii potestatem divisibilis, ponatur ap — 2^b, atque potestas 2° ^ ^ dabit residuum 
b, cujus loco sumatur iterum bp, quod sit — %0, sicque potestas 2* — ^— P residuum dabit c, sive c+p, 
quod sit — 274, sicque potestas 2* —a—p-—! residuum dabit d, atque hoc modo eo usque procedatur, donec 
ad residuum perveniatur — 1, quod cum sit residuum potestatis 2°, evidens est ultimum exponentem 

^£ —20— f —y-—60 — etc. esse debere —0, 


consequenter habebitur & —2aQ --  -A- y a—- Ó -1- etc. 
Totà haec operatio sequenti modo commode disponetur: Pro divisore — p: 
potestates residua sive 
2" 7 a . ap = %b 
27 a b bp —%e 
27—a—p .o e zbp—2d 
| g* —a—p—» d d -p-—2* 
gr—-a—B—r—9— | +4 |^ £g Borg 04- ete. 
ExxrwPLUM I. Quaeratur formula 2*-1- 1, quae divisorem habeat 6&1. Pro boc divisore 
| | potestates residua sive 
2* a—— 1 | 640 — 128.5 — 27.5 
277 5. |— 636 — — 2*.159 
/ Qg*r—9 —159. | . — 800 — — 2*.25 
271 — 25 + 616 = + 2*.71 
277 + 77 — 564 — — 22.141 
eg —14 [| +50= + 27.125 
4 : gr —21 4-125 — 516 = — 2?.129 
2728 — 129 512 — +- 2*.1 


27—n 1 2 . ergo 2 — 32 
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Exzurius IL Quaerere formulam 2°-+- 1, quae divisorem habent 99. Pro hoc divisore 


potestates . | residua ve. —— 00€ 
2* — 1 —1--29— 28 — 2.7 x mE 

_ gro E 7 . h36—,2.9 . eo jee ou à 
27m 9 — 20 — — 21.5 
gr — 4 —5 | 726—213 
27° 3 | 32 — 2*.1 
9*—14 | 1 a = 14. 

ExzwPLux Ill. Quaerere formulam 2°-+ 1, quae divisorem habeat 73. Pro divisore 13 | 
potestates residua give - | 

2” — 1 .. 2*9 
278 — +9 — 64 — — 29,1 
Q*—* — 1 72— 29 
g*-—13 u. 9 — 6 2— — 2*.1 | à 
2718 1 


unde apparet hanc quaestionem esse impossibilem. 
ExzurLum IV. Quaerere formulam 2* — 1, quae habeat divisorem 23: 


potestates residua . sive 
2* 1 2&— 2*3 
gro 3 | — 20 = — 2*.5 
g*—* | -5 — 98— — 227 | 
277 — 7 16— 2*1 
2r—n 1 ergo © —11. 
ExxmPLum V. Quaerere formam 2*— 3, quae habeat divisorem 19: 
potestates residua sive 
 * — 3 | —16——21 ? 
274 — 1 — 20 — — 21.5 
270 5 2% — 0.3 I 
2*—? —3 16 == 2*.1 
gro (4. | æ— 13. 


PROBLEMA GENERALIUS. Invenire exponentem c, ut formula AK*— a datum habeat divisorem Lp. 
SoruTi0. Numerus ergo AK” residuum dare debet —a, cui aequivalet a2 1p—R"b, unde numerus AK* —* 
residuum dare debet b, sive b-Ap—KPc, sicque numerus AR” 4— 8 producet numerum c, sicque hoc modo 
procedendo, donee perveniatur ad numerum A, quod quia nascitur ex AR, manifestum est esse debere 
t—a+fpf+y+0 rec. 
ExEMPLUM. Quaerere formulam 5*— 1, quae divisorem habeat 17. 


potestates | residua . ‘ sive ‘ potestates | residua sive 

5" 4 3= 5.7 Ts 6. | -M=-—58 
$7—! 7 -10=—5.2 570 —8 —-25——85 . 
5*—2 —2 15— 5.3 | 5*—* | —1 

$73 3 20— 54 ge 1 æ ==16 

5 — 4 & — 30 = — 5.6 | 


PROBLEMA. Invenire exponentem x, ut formula 27" +2" + 1 datum habeat divisorem p. 
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e 


Socurio. Cum rgo forntéla & "5. 27 residuum. habere debeat. fl, .sive — 1-4-A9, ponamus potestatem 
2” habere residuum r, atque ejus quadratum 2'* residuum habebit rr, ideoque illius formae residuum erit 
fr-i-r. Quseratur ergo r, ut fat — - ; (- 
rr--r— —--ip, sive hihi rat) Mà, unde 2r--1 — Y (Mp — 3); 
À igitur ita sumi debet, ut kp — 3 sit quadratum. Invento autem r quaeratur potestas 2" residuum babens r, 
quod est problema superius. 


Sit verbi gratia divisor p — 19 et quadratum esse debet 761— 3, quod fit si 1— 3, ergo 2r-4-1 — 2-15, 
consequenter vel r2], vel r = —8. 


' 
$4 ‘ . *« 98 * 
(044 071 U. ‘ ' pt, 


L Pro r =+7 2"  , resid. +7 0o —-42——2'3. 

27—* 5:5. —3 _ 16—2 i 
Bere. _ 1 binc 2 —6 
ideoque 2!*-1- 2*4- 1 divisibile:pér 19. .: - 
Hl. Pro rc- —8 ^ Q2* - red. —8 -21 
| 278 — 1 0-20 —2*5. 

Q*—s —5 0-Bm—-233 5 o0 
gere. ^ ung - f$ 
9* — 15. 1 u^ glide E 


ideoque 23*-,- 2124. 1 divisibile per 19. ‘” 2 2 
FT CT . - À. m. T. I. p. 143— 149. 


i 4 


i (4 Euler) 
Cum sit a*P—1 divisibile per 2p-i-1, si i 2p+1 faerit numerus primus, tum à vel aP— 1, vel 1 per eum 
dividi poterit. Duplicis ergo generis sunt potestates a, pronti vel fórmula 0? =. 4 , vel +1 fuerit divisibilis 
per 2p-1-1. | 
THEonsma. Cujus generis 'faerit potestas. aP ejusdem gera quoque erunt omnes istae 


1 I 07 . M 


ubi a debet esse primus ad 2p 1 el n quoque potest esse numerus negativus. | 


Praelerea vero etiam ejusdem generis erunt hae potestates 


" u aa p—ı, ap, ap et i in. genere am P7 5 pers . 
hoc autem. posterius tantnm valet, si a fuerit numerus positivus, ai epim sit negativus han ppsteriokes poiebtates 
ad alterum genus pertinent. Ratio hujus exceptjonis manifesta est: ai enim' p fuerit numerus par, perinde est 
sive capiatur -+-a, sive — a; sin autenr p sit impar, loco a sumendo —a, ipsa ‚pntopfas fit negative. ‚Sogn si 


formula (-t- a^-t- 1 fuerit per:2p-1-1 divisibilis, tum (—ay^3- 1 divisibilis erit. noon 


ÉxempLun! Quia 241 "per 2. 1+1 3 est divisibile, ubi a—2 et pz 1, ad ideni genus pertinebunt 
hae potéstates " — — . _ 
p 21, 25. gu 215, 217, 9*1. gui td up 
deinde etigm istae ; Q*,.26, 910 914 918 932, |, gán--? ! 
Examinemus casum 2*!, an 2*?!-,-1 divisibile sit per 43, sive an 2*} per-%3 divisum reign — 1, quod ope 
methodi supra expositae ita fibt - Fe eoa ios a. or tas E 
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disispr:. Àj c^ ‘. . ^^" twéidua 
291. /- ., ts de. AB m — 22,11 
2173 ,a4 . re en 
2:3)77* 1. Capiatun cubus :i 
QU» 1. At em 

Sg 0 _ 1. Dividatur 

nn QAR, 1, vel 

2 1 — 1 


quod cum sit verum, etiam prima formula est vera. | 
Examinetur jam potestas 2!5, num per 37 divisa relinquat — 1. Calculus ita fiet 


divisor: 37 o. residua : 
395 s. - —1--37—2*.9 
: 218—2 24-9—37——2*7 : 
gu —« el 170—812 — 8114 
21876 — 11 
ae — 1331 — -t- 1, quod etiam est verum. 


ExzMPLUM. Sit a—3 et m ori 3*-21-1 divisibile per 5; hujus ergo generis erunt omnes hae potestates: 
, 35, Bit, . 320, 326 MEN ge: o. . Mem hae 


» 3», 315, 3?1, zer, 3002-3, 
Examinetur 3** an per 53 divisa .relingnat. — 1: 
divieor: $3. . residua 
3?e + 1-+ 53 — 3,2 
gy... | + 2 7 
349 — 36 vel 30... + À 
31926 ve] 317 +8 
035 , 5 i5] ££... EN ; 
3* D + 128 vel 22 
33. M vel — 9, un 
quod cum sit falgum, residuum non erit -4- 1. vel — 1. tl | LaL 
.. Examinetur 3?! an per 67; diviga relinguat, + 1. T EE i 
QU. divisor: 67 residua 
Q 99 00. |. 1-8 134 — 3*5 
380 5 EE TN 
| 3" | o SERRE on hs 
ta | D E 125 vel —9 , , - | 
am QUAS 2. 25 vel —24 
323 un + 216 vel 4-15. uM 
gn vel 3 . . — 135 vel — 1 no 
quod quia est falsam, nostra regula confimpafur. - | , 
ExemPium. Sit a6 et fipri nequit p=—1, quia neque 641, neque | 1 per 3 est à divisibile ideoque 
excludunter -expopentes | 4, 13, 25, 37, 49, eic, tom etiam —— 


10, 22, 3%, 46, 58, etc. 
At 6'—1 est per 5 divisibile, sive 6* per 5 divisum dat residuum -+-1, ergo p—2, et idem dabunt hae potestates 


e 
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6, 62°, 6!5, 6:9, 6**, cte., tum etiam 
6,- 6',- 6**, 6*5 6°, etc. 
Examinemus potestatem 6°° num per 101 divisa relinquat + 1: 


divisor: 101 residua 
| + 1 + 101 = 102 = 6.17 
6* 17 — 101 = — 6.14 
6*® E — 14 — 202 = — 216 = — 6! 
6** — 1 
6*5 ' — 1 — 101 ='— 6.17 
Gt ; rt 7 
6. + 14 
e! o. d our — 196 -4- 202 = -4- 6 


quod quia est verum, patet regüla. -- - .- 
Examinetur polesias G** an per 67 divisa relinquat + 1: 


divisor: 67  . - residua 

‚3 1 c .: ‚+ 1—67— — 6.11 
e" 1 |'—11—67——6.13 
oen DE ^ —13-- 67 —--6.9 
630 ue. "+9 

e?" 44:81 vel + 15 

eu + 196 vel — 5 

6° Lou + 25 | 

e « + 350 vel 15 


6^ + 135 — 134% vel +1 


Utra formula #1 per numerum primum 2p-1-1 sit divisibilis sequens tabella ostendit: 


2p+1 2p + 1 2p +1 
_ pro a=2 pro a—=3 pro a=5 
Sn +1 2p —1 125 +1 3P—1 "Mi " 7-1 
85 +3 2P-1-1 120 +5 +1 20n +3 541 
| 20&-c"7 PH 
20n +9 y —1 
pro a—=7 pro à—8 pro a — 10 
28&3- 1 7P—1 32n+ 1 8—1 kOn+ 1  10P—1 . 
28n-- 3  TP—1 39n+ 3 Pr Monza 3 10 — 1 
285 + 5 7-1 32n-- 5 9-1 Kon 7 1-1 
28»-- 9 7-1 329n-- 7 9-1 nt 9 10-1 
Bi PH 32n+ I SP—1 k)nz-11 19-1 
28n +13 71 32n - 11 8P+-1 kn +13 10P— 1 
32n--13 +1 Kn-+17  109+1 
32n +15 Kn+19 10-1 


Kin 4-21 


2p+1 

pro a—6 
Zn ‘1 6^—1 
2ln-t 5 06 —1 
2k» 7 GP-+-1 
211 +1 

pro a—11 
Kan 1 4117—1 
Kan 3 1122-1 
bin 5 — 117—1 
jn 7 — 117-—1 
bin 9. 1V—1 
4-713 17-1 
Ein 3 15 11?--1 
Ein 17 — 1124-1 
Kin 19 117—1 


117: 
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pro a—= 12 . So) pro a=48 .:.|. oc pro a= {4 5.5. ^. grolac fb. «i 
Bei 19-1 698-40 11 . . B6n-c 1 W1:..|.: 60n2-. 5 AR 
Bes 194.1 - ^ 58942: 3 IP | B652- AH: | Gin Ta. 1-1. 
Bar T 129734-1.. | — 52a 5 — 1374-1 :56n + 5 ^ {47— 1 Ga Ant 
Bat 1-1 |: 5284-5 7 19-1 . 008682 9 — 17 —1 60»3-12  . 1574-1 
&8n--13 - 19—1 52n-- 9 — 13?—1- . 56n-c11 . 1 — 1. ; G0nzziT Bi 

1P+-1 52n3-11 19-1 5, 14/—1 6062749 . 19-1 
4972-1 5395-2-15 . 13/?--1 5692:15 — 1474-1 6002723 157-1; 
499— 1 5Qh-t-17 “131: 5652-17 .: 1874-1 60»3-29 : 1574-1) 
52n2:19. 1274-1. 5682549 ^ AI. "TP" 
592n3-21 19-71 56n-523 17-1 
52n+23 — 1y'—1 56n3-25  117—1 
59&--95 — 1y—1 56n--27 — 1873-1 


À. m. T. I. p. 211—913. 915. 916. 
, 18. | ou 
Turorxma. Si potestas a" per N divisa relinquat r, at potesías a7 residuum s, tum formula #—r7 pen 
N erit divisibilis. | | uu | | | 
DEMONSTRATIO. Cum a’—r sit divisibilis per N, tum eliam, d’’—r” erit divisibilis, ergo etiam aP7— r7. 
Simili modo cum a7—s sit divisibilis per N, etiam 4”7—# erit divisibilis; unde sequitur etiam #—r7 fore 
divisibile per N. Hinc si r — 1, tum s$/?—1 erit divisibile. 
TE&roBEMA. Si fueril r+AN— a^s, tum a? ^— s est divisibile per N. Hic ergo est r —a^s — AN et 


q—p-—2; erit ergo 
s?— (a^s — AN ^" per N divisibile. 
À. m. T. L p. 914. 


| 3 : 
videtur etiam esse numerus primus, id. quod examinetur. 


M. 
" XErafft.) | OT 
Si fuerit p numerus impar, tum Lun semper est numerus integer, qui quoties p est numerus primus, 











2 : nm , 
Ponatur es — y; erit sequens PT == en, .At ex priore est 27— 3y — 1; unde sequens erit 
a: — ky—1, unde formetur sequens series | 


p...5 3, 5 7, (9, 11, 13 (15), 17,  ‘ 19, etc. ac ua 
| 4...1, 3, 11, 43, (171), 683, 2731, (10923) 3691, 174763, etc. | 
Hinc suspicio confirmatur usque ad ultimum 174763, qui sit — a, ita, ut sit 3a— 21° 4-1; at bic numerus 
continetur in forma 2f*-1-g*, quae alios divisores non habet, nisi in eadem forma contentos; necesse ergo est, 
sit 174763 — 2r*-1- 5* idque, unico modo. Si ergo hic numerus unico modo in forma 2r'--5* contineatur, certo 
erit primus; sin autem pluribus modis contineatur, tum demum erit compositus; id quod non adeo difficile est 
explorare. Est autem e /—-—a . MEME 
114163 — 2.295? 1-713 — 2.9949?.,- 1891 — 2.293*4- 3065 .... (—— 2.171? 4- 341°). 
(Lezell.) 
At sine tanto caleule demonstrari potest hunc numeram esse primum. Si enim baberet. divisorem, is primo 
minor esset, quam radix quadrata hujus numeri, quae est &18, sive < 419. Secundo divisor iste continebitur 
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in forma vel 8&-1-1, vel 8n-1-3. Tertio. divisor etiam formam habebit 194-1-1, ubi À primo esse debet par, 
etit. ergo vel 43-8», vel 8n-+2,-vel 8n-t-&, vel 8n-1-6. Prima dat formam 8a-1-1, quae congruit cum priore; 
at A==8n-+-B dat 84-439, ideoque À — 8n-1-2 excluditur; similiter À — 80-74. dat 8n+5, unde. 1— Bub 
ekelüditur; a = 8n+-6 dat 8n-+3, quae valet. Duae esgo formae relinquuntur pro: À, 8a et 8&-1-6; 

‘ 4 «tgo ex: priorí:191-1-1 habentur: 1, 153, 305, 457, et ex posteriori 1943-1: 115, 267, 419. 
Hi-autem numeti, minores quam #19, omnes sent compositi. ' 

- t-Neque véro propositio supra memorata est vera, plures enim easus assignari possunt, quibus fallit. Cum 
enim numerus primus 2p-31-1 quoties fuerit formae 8n-+-3, sk divisor formnlae 2734-1, ob:p — kn-1- 1 utique 
fleri potest, ut p sit numerus primus; iis ergo casibus etiam formula = divisorem habebit 8n-1-8, hoc itaque 
evenit, quoties tam &n-1-1 quam 85-1-3 fuerint numeri primi, eujusmodi casus aunt: 

5, 29, M, 58, 89 
11, 59, 83, 107, 179.. 





À. m. T. I. p. 917. 


u 18 
( A. Euler.) | 
Ut formulae x°-+-1 divisor sit 17, erit .. ,.........…... æ— 2, vel 8, vel 9, vel 15. 
Ut'ejisdem formulhe divisor sit: &1, erit . .............. ti 9, vel 16, vel 97, vel 38, 
. . . 73, ert................ £—410, vel 22, vel 51, el. 63, 
inner 00. 7 t 89; erit .'...............æ—12, vel 37, vel 52, vel 77. 
In émhibus scilicet casibus, ei fuerit > — a, erit etiam ^ 


ze et —a et —d4 d More d 


d) De divisoribus et residuis numerorum quadratorum. 


19. 
THEOREMA, cujus demonstratio desideratur. 


4 H e 
DE AN * À :o.d. 1 


Si pro divisore d inter residua quadratorum occurrat ==r, tum etiam pro divisore Enr+-d, si fuerit numerué 
primae, inter zasidua quadratorym idem quoque xesiduum rs occurret. ‚Ita si sit d==7, inter residua qua- _ 
dratorum occurrit 2; ideoque quoties 8n-1-7 fuerit numerus primus, (eo divisore) inter residua quadratorum 
reperiatur 2 necesse est. 

^ Ratio in eo quaerenda videtur, quod si Sn-1-7 est numerus primus, tum numerus residuorum semper est 
4a-+-3, dum si non fuerit primus, multitudo residuorum multo est minor: scilicet pro 8n-41-7 — 15, multitudo 
 residuorum non est 7, sed tantum 5. 
u on A m. T. L. p. 210. 


| 2e. | 
^ "CTuükOREMATA DEMONSTRANDA. 
' L 8i per numeräm primum $n-#-1 omnia quadrata dividantur, inter residua occurret non solum ipse nu- 
inerus ^, sed etidm omnes ejos divisores et quidem singuli utroque signo affecti. 
Il. Si per numerum primum &s— 1 omnia quadrata dividantur, inter residua non solum occurret ipse nu- 
merus ^, eed'etiam omnes ejus divisores signo -#- affecti; iidem enim: signo — affecti erunt non-residua. 
Haec duo theoremata ita generalius proponi possunt: Denetante : numerum imparem quemcunque, 
. .J. si per numerum. primum &a--G quadrala dividantur, inter residua occurrent omes divisores pumeri &, | 
Adam signo -+ quam signo — affecti. 
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CororLrarıum. Hinc si &n:1+-ù est numerus primus et d aliquis divisor numeri #,: semper dari poterit 

femimule.'zs-idyy per iilum: sumerum: n 1-8. divisibilis. . uio at TREE TEE 

Hl. Si per numerum primum &«e— & quadrata dividantur, intet residua; .oecutrept ámnes divisores numeri 4 

positive sumti, ldem vero negative sumii. erunt. non-resblwa : 4 : er 

'GonouLanıum. Ergo si 4 fuord divisor quieungue numeri a, semper-dahuntut bujasmadi fornglae Er dp 

per numerum primum 4s — divisibiles: contra vero nulla dabitur talia formulu æx-5-dyg per hmüc!numerum 
primum divisibilis. 3 ; La E MEE te don Arm Tip 084 


- 48.4 78 cl. (9B | : tao cat 208 4 Bed 
" . Graf) . LL . ' 
PROBLEMA. : ; invenire, PMNEB DAT OR : primos formae &n-3-1, per. quos si quadrata dividantur, inter r rejidua 
occurrat datus numerus (54. ; ,, a L Qt dae | L 
| Sorurıo. Ante vidimus, si divisor primus fuerit kp. inter residua certo Qccurrere " ..Stataatur 
ergo kn -1-1 — &ap-r- 6, et qua s.pst impar, ponatur iz- 2c4-1, ut prodeat 
An 1 = hp hot, seu, n=ap-+dre. 4 
Quoties ergo faerit 1 A- Dee. quicunque numeri pro c et p statuantur, tum numerus. "e catisfaciet, 
siquidem .fuerit primus. __ T 
Conozraniuw - Simili, modo patebit, ut. diviaori | prime 44 — 1 conveniat | im residuis, numerus va, tum 
gumi debere n—ap—(d—6 :. . ’ | | | 
Formula autem c*+-c hos praebet numeros: 0, 2, 6, 42, 20, 30, 12, 56, ete. » quibus per a divisis sit 
quodvis residuum —r, quadyis autem non-residuum sit o, atque sequentia theoremata obtinebuntur:  ., 
. 1 8i fugerit, &n-31-1 primus et n:7ap+r, tum in residuig quadratorum per jn -1-1- divisorum occurrunt 
pumeri, -i-g et —4a,. ideoque dabuntur formulae a+ ay" et z*—ay* per jn-1-1 divisibilea; um vero etiam 
formula 9?^— 1 .gpoque erit, Gdivigiblie |... 5; +. a 4, ie Er 
Hl. Existente 4a -4-1 numero primo, si fuerit .& == ap-- e. tum in, residuis quadratirum ,négue -4-« neque 
a ocqurret, et negtra formula. 2’-Hay” et ea, vneque ptiam haec q*^—41 erit diviaibiljs per 2n-4-1; gum 
ergo a*^— 1 sit divisibilis, sequitur, formulam a'^-4-1 fore divisibilem per +1. "nn eos d 
Ill. Si divisor primus — ks — 1 atque & — ap—r, tum in residuis quadratorum occurrel +-a, non vero 
— a, ideoque dabitur formula qm— ayy per m — 1 divisis, non véro gz--ayy; tum v vero 9 formula g*^ —1— 1 
divisibile erit pet anie tote e. to tmt ot ' Us m 
JV. 3 ditisor primas. bn 1, at wc apo, ler residui quadéstobuin n non "occurret -4-à; sed. —a!. 
"M dubitur fortnula -æx-Fayy Briefe per m1, et jam formula Te 1, dive. ar divl- 
&ibiliz erit pep &a—1.-  , L " 
In his awtéti teorèmatibas praecedentie fére omnin cont?tentur, id à qud nova ostendamus exemplis. 
1) Sit'a-92, erit ri: 0 et.o zz f, unde seqeitur ' Uv um 
pro: I. s:2p, ideoque divisor «4-1 == 8p-4-1; sequentes igitur dabuntur formulae per Lar divisibiles: 
P: 00 map 2y*, mu Sutiet LR 4; +. ELE | 
„pro ik: — ergo An-41 at: Bp-+-5, per quem numerum acilicet primtm neütra foraularıı 2’? et 
2 — 2y*, at vero 27 +*+-1 erit divisibilis; 
pre "e et divisor primus in — 1. 1, per quem divisibilis érit formula a, tum vero etiam 
- ggwn—'!—t : -- 
pro IV. &z2p--f el divisor M — 1 :z8p—5, sive id per quem divisibiles erant formulae z?7-- 2y? et 
' A 3.44, aive rn 
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ir ‘Où iBit ax: 8, ubi 02:0, 2 et pb 4, ergo. : — ' 
pre L n—3p+0, vel 3p+2, ideoque Ia-+1 pH, 12p-+-9, ubi casus posterior est rejiciemine, ita, 
n best sit nt 1129-11, per quem divisibiles sunt i*-5:3y* et 3^— 1; 
pro II. & —3p-:-1 et divisor &n-i- 1 — 12p-1-5, per quem:divisibilis est formula 37^-4-1; 
pro IH. & =: 3p-1-0, 2, et divisor ka — 1 — 129p —1, sive aD, ques sponte excidit, per quens Formulse divi- 
ü: os: sibiles ty} et 37 1 —1; . t 2 
pro IY.;:n— 3p— 1, hinc 4a —1 — 12p — 5; formulae divisibiles "PT et 33^ — ! 4... 1. oo. 
3) Sit a—5, wir=0, 2, 1 et g=3 4, sive — —1, — 2. 
Pro I. n—5p+-0, 1, 2; &n-+-1—20p+-1, (5), 9; formula divisibiles a+ 5y et 513^—1; 
. pro I. n—5p—1, —2; En+1—20p—3, —7; formula divisibilis 527+ 1; 
pro HE. &— 5p —0, 1, 2; Ên—1:—20p—1; (— 5), —9; formulae divisibiles a’ —Iy?, 5*^—1— 1; 
pro IV. s=5p-+1, 2; 4n —1— 20p-1-3, 7, formulae divisibiles z*'-- 5y* et nt on. 
"y Sit a 6, #—=0, 2 et 9 — 1, 3, & 5, sive — —2, —1. | ' 
Prol. n—6p+-0, 2; 4n-:1-1 — 25p-i-1; formulae divisibiles »*-*-6y* et 67-1; ' 
pro Il. n—6p+-1, 3, —2, —1; &n4-1 — 25p-1-5, 13, —7; formula divisibilis 6*^4- 1; 
pro Ill. & — 6p —0, 2 ei 4a 221 — 214p — 1, 9; formulae divisibiles z*—6y*' et 671-1; 
pro IV. &—6p —1, —3, +2, +1; m —1—24p —5, — 13, +7; formulae divisib. z*4-6y* et 6?^77 14-1. 
Ubi! notandum! ét, unliatem hic perperám referri ad o, valores enim literarum r et Q inter se aequales esse 
debent et oporteret 1 ad r referre, ita ut pro 1 sit etiam 4e -31- 1 — 2&p-31-5, "quod etiam confirmatur per 
lésidua; si enim np, pro ’divisore' 5 ‘ütique occurtit: residuum 6,' ütpote 12-5. " '" ""- 

Idem inconveniens occurtet, quoties 'n est numerus par; id vero incongruum ita diluendum videtur: Cum 
per' üdivisorem 6' dividi debeant numeri 0, 2; 6, 12, 20, etc. utrinque diviso per 2, habebuntur numeri 0, 1, 3, 
6,10, eic.'pér 3 dividendi; are mänifestö dritur residuum 1 praeter praecedentia, quod ergo ex o expungi 
debet: Ita si a— 10, primo pro r reperimus hos valores 0, 2, 6; per binarium autem dividendo insuper acce- 
dunt ad f 1, 3, ita, ut valores ipsius r Jam sint- 0, 1, 2, 3, 6, ergo ipsius o: 

8, 5, 7, 8, 9; Ar-1-1—1, (5), 9, 13, (25); 4o-1-1— 17, 21, 29, 33, 37, sive 17, — 19, —11, 7, —3, 
hic ergo etiam numerus 9 ab ddr est transferendus. 


Do nern T ct ' 
Ver : autem solutio hujus difficultatis in indole numeri a est quaerenda, qui si faerit primus, valores. pre 
r.et o supra assignati recto, se habent; sin autem est compositus, valores quidem pro r oriundi recte se liabent, 
sed. non omnes per regulam supra datam, reperiuntur, sad aliunde insuper alij aecedunt. Ut enim formula 
(ab)" — 1 divisibilis sit per numerum primum 2x-1-1, id duplici modo contingere potest: priori quando a*— 1 
et ,5^— 1 divisionem, admittunt; si. enim a"— 1.est divisibile, erit etiam (a5)"— 5^; addatur formula divisibilis 
b*—1, prodit formula divisibilis (ab)" — 1, atque hos casus regula nosira suppeditat. Praeterea. vero formula 
(ab)"— 1 erit divisibilis, gi igfpe,.a 7-21. et &*-1-1, fuerint. divisibiles; cum enim ex priori sequatur (ab)"—-5* 
divisibilis, auferendo hinc b^-1-1 remanet (ab)* — 1 divisibilis. Hinc igitur novi valores ad r accedunt, qui 
supra ad o perperam ,exant, relati, Totum igitur. hoc argumentum accuratius sequenti modo.,simulque concin- 
nius pertractatur. 


, , Denotet 2m-1-1. semper. numerum, primum, et supra affirmavimus, si fuerit 2m-1- 1 — &ab-4-ij (denotante i 
numeros impares), tum ih residuis quadratorum tam -1-a quam — a reperiri; sin autem fuerit 2m-1-1 — &ab —ii, 
tum tanium -+-a in residuis occurrere; utroque autem casu, hoc est si 2m -41- 1 — bab + ii, formulam a" — 1 


divisibilem esse per 2m-1- 1. Hujus quidem demonstratio nondum perfecta habetur, sed tamen non longe abesse - 
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videmur, eum ewim quadraia per nramerum 9m-i-1 dividi debeant, ut residua .efuantur, : per 2m-1-1 — 4ab-- Ui 
Jividatur ipsum quadratun si, et residuum erit — hab, ideoque etiam —ab;. et quia diviser est formae 4a 4-1, 
etiam -1-ab erit residuum. Superest igitur tantum, ut demonstretur, tam -1-a quam -+-b seorsim ihter residua 
occurrere; si enim ambo essent non-reédua, nihilominus prodéctum ob fsret-residumn.. Ad hoc dilucidandum, 
proponatur divisor primus 2m -+- 1 == ab -1- (20-4- 1)*,. ita ut: ab certe. sit residuum, quoniam hie numerus plu- 
ribus aliis modis similiter exhiberi potest. -Statuamus 25m-1-1 — 41p-31-(24-313- 1)*, et. nunc etiam p certe erit 
residuum. Aequentur hae duae formuise inter se, et reperiemus p== db-1-00-41- 6.— qq — q, ubi. q pro .Jubitu 
assumere licet, sicque plura alia residua prodibunt, inter quae si occurrat alteruter numerus a vel b, etiam 
alter certe erit residuum. Ut hoc uberius explicetur, notasse juvabit, inter residua primum omnia occurrere qua- 
desta, deinde :si oecurremt numeri à, f, y,.etc.; etiam producta ex binis vel phoribns occurrent. t si oceurramit 
numeri c et ay, eliam y oocurret, et sl oceürrat cy*, etiam .o occurret; hoc igitur exemple Hlustrernus. UM 
ExrmPLuM I. Sita—2, b2-2, ideoque 2m-1- t —16-+-(2c+-1). - oo tom Ut te TT 
| 1) Sit c—0 eritque Penn 2,6, 12, hinc capiatur p—^4—2—82, ergo D certe est 
residuum. ME mM 
^ 9) Sit 2c-4-1— 5, erit p=tr6-g- 1=10- — (0, 2, 6, 12)'et sumto g—1, erit p—8—2.4, ergo 
2 residuum. - | | | 
a 3) Sit c —& sive 2ima-1.— 97; unde p — 24 — q0— — 95 sumatur 4—2, erit p— 18, ideoque 2 residuum. 
'  ExzuPLUM IL "Sí a—2 et b— 3 ei 2m 4-1 — 24 + (2c4- 1)*. Sit e=3, ut fiat 2m+1— 73, ergo 
p—6+.12—9— 1= 18 — 44— -d; sumatur 4-0 fit p—2. 3, ergo et 2 et 3 residua, 4 2M 
;, EXEMPLUM Iu. Sit a=3 el b=3 el 2m 4-1 — 36-+ (2o 1)* Sit c — 0, ut fiat 2m 1.37, ergo 
p—9—9-—4-—9-— (0, 2, 6); sumto g—= 2, p=3. Sit deinde. e—2, unde 25 -4- 1 — 61, hine | .., 
| 00,4. … p=9+6—-g— g= 15 — (0, 2, 6), . ergo p—15—12-—3. 
. Ex EMPLUM AV. Sit.ab2z2.3. 5,. eoque. 2im-t-1:328.3.5-«-(2e—-1)*.. Sumto cxz5, ut sit Pm-+-1—284, 
erit p=2.3.5-+-30 — qq — q — 60 — (0, 2, 6, 12; 20, 30, 4$, 56). : osa db 
At 60— 6 dat 54 — 6.9, ergo 6 est rewidunm, ergo: et 5, deinde p=60-12 —— 16, unde 3 est 
residuum et 2, sicque singuli factores 2,.3,.5 sust residua. .  . . ) 
^" ExkMPLUM V. Sit ab — 3.5.1 — 105, ideoque 2m-- f = Ber et sumto e=0, 2m-1- 1 — 421, 
unde p — 105 — q (q-4- 1) = 105. — (0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90; 110). ' 
Hinc 105 —30 — 75 — 3.25, ergo 3’est residuum, ideoque'et 33. Deinde le p 105—42—63—7. 9, ideoque 
7 residuum ut et 5; sicque singuli factores sunt residua. . - : 703, d 
Hinc ergo tuto concludi posse videtur, quotcunque etiam -factores habeat productum ub, singulos semper 
quoque inter NU occurrere, quod idem simili modo de altera forma &ab— (2c-9:1]* ostenditur; posito enim 
ep, erit Peer, Do 
ubi p certo est cdd 
ExemPLum I. Sit 2. 2, 2m -- 1— 16 — (2e + ip, semto e — 1, m +1 —7, ergo 
É p=h- ui a ei rs 
unde si q==0, petet 2 esse residuum. - Ut 00] 
Exemrrun IL Sit a — 2.3 — 6, erit art ide posito e — 0; Zm-4-1 —2, ergo 
p — 6r qq-1- 9 —.6 + (0, 2, 6, 12, 20), unde p—6-2-2:—8— —2. , 
ergo 2 residuum, ideoque et 3, sive p — 6-1- 6 — 12 — 3.4, ergo 3 residuum. 
ExemPLum lll. Sit «à — 2.2.3.5 — 60 et 2m -- 1 — 230 — (2c A- 1)* ; posito ' o 


c— 6, 2m-+1==239, unde p — 60 -1- (0; 2, 6, 12, 20, 30, 12, etc). | 
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‚Hine.p = 60-12: 722: 2:36, ebgo: 2. est rusiduun. Porro p. 60-920 —5. 16, ergo. 5 residuum , ideoque 
etiam; 3. ‚Bine ‘samto = m 19 rosivem,; Mino: etiam 5. Sumo suiem ex à Á 
9m-4-1 25191 primus, ergo: ; T ou " 
| p —99.— rel QE Ac qun Mi (RE 2, 6, 12, 29, 30, &3).. 
Hinc Salim pa 68: 3.16, dat: 3 pro. residuo; deinde p -50— 2.85 dat 2: peo residue. Porro 
EM 1 pc— 48 +2 =x 90 — 10.9, . enge 10. residuum, idesqée et: D, - - 
Í : Qmnqua à haeo prorsus eerte :videntue, tamen -demonstratio desideratum, 008 
! : to. ruta 0€ ve ' 
. Überior consideratio formulae 2m + 1 — hab 2 à ii, s. 
ubi. primo | keeruinundumn, quibusnam oasilius .a:inter residua reperiatur. Quim. ei: semper: est mumerub formen 
br+-1,. nogira formula ‚ta neferetur! bdbzic(&x-1-1),:.8t formula &r-e-{. oontimet.primg omnia quadreia imparia, 
quae quidem cum Lab Lumeros primos dare possynt, majora auiem infra ka deprimi. passunt, dum ab iis sub- 
(rahitur, ka quoties fieri possit , hocque modo pro quovis casn numeri a, formula v1 ceriog sortietur valores 
minores, quam ka, ac si a fuerit numerus primus, hoc modo omnes prodeunt idonei valores pro r2 1, qui 
autem pumeri hujus formae non fccurrunt, eos formula ko+1 indicemus, atque his numeris utriusque generis 
Ar 4-1 et ko +-1 pro quovis numero primo a definitis, sequentia habebimus theoremata. 
L Si fuerit Sm 1 — &ab- (kr+1), tum formula a"— 1 semper erit divisibilis per 9m--1,. ac cam 
signi superioris tam + a quam — a inter. residua quadratorum reperientur, casu ı autem signi inferioris, tantum 
‘+ a érit residuuin, et — a non-residuum. 


Il. Si fuerit 2m-+1 — hab - (HN), tum semper formula a+ 1 dividi poterit per '2m +1, tum vero 


pro signo- sápériore -+- eque a nec — à éri residuum, sive neque za ayy nec 22 —ayy unquam per 2m-+1 
dividi poterit. Pro éigno Autem inferiore —, inter residua erit i-a, sive formula #x-+-ayy divisibilis erit pet 
2m-1-1; probe autem ic néteturi:haec téntum vàlére, si u fuerit nomerüs 'pfimus, numeri enim compositi 
aljam. peguirunt. evolutionem:. Nune ígitur pro. aigulig umeris primis a exhibeamus numeros illes deplicis 


generis in formulis &r-1-1 nt hg-51 conteatos. - moe dues à "E 
tb qui eric 1,1.9, 47, 95, 38,144, 49, ST, ete o0 o loc o nt Du 

ko -31-1— 5,113, 21, 29, 37, 55,.53, 68, etc: - 0c o5 soe ID 
et 15 ai ah .189,. 25, 37, 69 61, 72, eto... DET 

kg diem 5117, 29,44; HA 65, 77, eto. € 


aee dà BE eris 1,, 9,21, 29, 41. 49, 61, 69,.81, 89, ete . 5! 
4-31 1—13, 17,133, 37, 53, 57, 73, 77, 93, '97, :ete.. 
S des aer AT 4, 19i le 42,. 9539, 57, 66, 84, etc. . 5. o. 
E Loi 5 13. . 17, en , 
ir-h1-— 1, 5,. 9.25, 37,185, &9, 53, 69, 81,| 89, -93, 97, etc. 
&o-1- 1—13, 17, 21, 29, pe 61, 65, 73, 85,|101, 105, etc. 
--1-—.1, 9, 17, 25 29; 49,|53, .61, 69, 77, 81, 101, ete. : . 
lor 73, 85, 89, 93, 97, etc. 
Hum 1, 9, 13, 21, 25, 33, 49, 53,169, 77, 81, 89, 93, 101, eto. 
140-1 5, 99, 37, A4, 85, 57, 61, 03,173, 97, 105, et. — 
unt 1, 3 9, 17,25, 45, 49, 61, 13:177, 84, 85, etc. 
kg -t- 1 —13, .44,. 29, ‚ds 37, M, 53, 65, sl, t | 
Bit (29, ,13, 25, 29, M, 49, 73, 77, 8f, 85, etc. 
bo+-1— 5,17, 21, 33, 37, 45, 53, 57, 61, 65, .89, eto. 


. «-u| 
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Geminas has series pro quovis numero primo a facile in infinitum continuare Jicet, eas Aulem: in períodos 
distinximus, quarum prima continet numeros formae &n-+-1, minores .quam &g, &ecunda periodus coritinet eosdem 
numeros -i-ha. Tertia. eontinet numeros; secundae periodi -+-4a et ita porro. 


Hine igitur pro casibus, quibus a est primus, judicare lioet, utrum- formula a? — fan &"«4-1 per-nhme- - 
rum primum 2m-i-! sit divisibilis; prius .agilicet evenit, quoties fuerit 2m-+1 == &ab-- (hr-1- 1), posterius vero 
quoties fuerit 2m -1- 1 — &ab 3- (&ko-1- 1). Circa has-series notari. oportet, in qualibet periodo contineri es 
terminos, ita ut in ordine &o-1-1 totidem sint termini quot in 4r3- 1; deinde omnes termini ordinis &r-1-3 vel 
ipsi sunt quadrata, vel tales, ut hr-4-1-24- kan fieri possit quadratum. Contra vero numeri ig+-1 omnes ita 
sunt comparati, ut formula Hi. +-ban nunquam fieri possit quadratum, quicunque numerus pro s capiatur. 


PnaosLkMa. Nunc videamus, quomodo judicium institui debeat, quando numerus a babet factorps, scilicet: 
tum etiam investigemub am terminos &r+-1 quam ko +1 tali numero a convenientes. 


Sozurio. Sit a— fg et f et g numeri primi. Quaerantur primo pro f numeri tam formae kr-4A-1 quam 
%0-+1, qui ita designentur /( (kr+-1) et f(kg-1-1), eodemque modo pro numero g habeantur formulàe Z(&r-4- 1) et 
£(ko-1-1), quo facto excerpantur omnes numeri binis formulis /(&r-i- 1) et £(&r24-1) communes, cujusmodi sit P, 
et ex praecedentibus patet, si divisor fuerit &fp-*- P — 2m--1, tum formulam f"'— 1 fore divisibilem per 2m-1-1. 
Simili modo pro divisore 2m-1-1 — 4gg2- P formulam y*—1 esse divisibilem. Fiat nunc p — gn et q—fn, ut 
prodeat communis divisor &fgn-- P, per quem ambae formulae f'"" — 1 et 9" — 1 erunt divisibiles, unde sequitur, 
quoque formulam (fg)"251—-u'"—1' fore divisibilem. Praeterea cüm aG"— 1 quoque sit divisibile, si tam 
["--1 quam g"--1 dividi queant, id quod evenit, si ex ordinibus /(&o-1-1) et #(ko-+-1) termini communes 
excerpantur, quam»; ob rem pro numero proposto a==fg ordo &r-1-1 primo continebit ommes terminos communes 
ordinum für-+1) et #(4r-+-1), praeterea vero etiam terminos communes ordinibus /(4o-4-1) et £(ko-1-1). Reliqui 
vero numeri formae. (a--1 hic.non eccurrentes ad..ordinem &o-4-1 sumt referendi, ubi ergo occurrent primo 
termini communes ordinibus f(&r-4-1) et £(&o-1- 1), tum vero etiam communes ordinibus £(kr-1-1) et f&o-1-1), 
hoc igitur modo pro numero a — fg facile , colligentur numeri ordinis &r-4-1 et ko31- 1. 


ConoLLAniUM 1. Si fuerit g — ff, ita ut. a fiat quadratum — ff; tum pro ordine 4r-+-1 omnes plane nu- 
meri ordinis &&-1-1 occurrent, alter vero ordo &o-3i-1 plane manebit vacuus, id quod etiam inde manifestum 
est, quod si a fuerit quadratum —ff, semper formulam a"— 1 — f*'" — 1 esse divisibilem per numerum 2m-+1. 


CoroLLırıum 2. Sin autem factores f et g fuerint dispares, ex praecedentibus ordinibus serierum facile 
, pro quovis numero a== fg termini utriusque ordinis colligensar,. quamadmodum ex sequentibus exemplis patebit. 

Exemrrun L Sit.5—2.3, ideoque 4a —2V, ‚et, terminus communis ordinum ?(&r-&-1) et *(kr-1-1) est 1 
cum sequentibus 25, 49, 73, 97; at vero terminus ordinibus *(ko-1-1) et *(ko-1- 1) communis est 5, unde in primo 
ordine tantum occurrunt 1, 5, at. pro ordine (ko-1- 1) terminus, communis ordinibus *(&kr-1- 1) et *(&o-t- 1) est 17, 
ordinibus autem *(#r-+-1) et *(&ko-1- 1) communis est 13. Qui ordines ita referantur , | 


ri — 1, 5,125, 29, 49, 53, 73, 77, 97, 101 
a—6, imd "+ | 


ko 1 — 13, 17, | 37. #1, 61, 65, 85, 89 
ExruPLuM 2. Sit a— 2.5 — 10 et 4a — 40. Hic termini communes ordinum ?(&r-34-1) et *(&r-1- 1) sunt 


1, 9, at termini communes ordinum (bo + 1) et (40 + 1) sunt 13, 37. At pro ordine &o-1- 1 sunt termini 
communes *(er- 1) et '(hg-t-1), 17, 33, at ordines Mr -4- 1) et (40-41) communes habent 21, 29, unde fit 


M1, &9, 53, 77, 81, 89, 93 
57, 61, 69, 73, 97, 


kr 34-1 = 1, 9, 13, 31, 


—10, ka = 
a 10 he —17, 21, 29, 33, 
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Exzweruw 8 Si a— 2.7215 et km — a "vro 
6080s "Maio dV 5, 9, 18, 25, 85,157, 64, 65,69, 81, 101 — 
ko -24- 1 — 17, 29,733, 37, M, MM 85, 89, 93, 97, 109 ^. 
ExkwmPLUM 4. Sita—3.5—15 et 4ka—60 : . :.. v 
kr 34- 1 — 1, 17, mas 77, 109 
ko -1- 1 —13, 29, 37, 51,173, 89, 97 | | 


ConoLLarium. Si fuerit a— ffg, quia factor ff in ordine r continet numeros, in ordine o autem nullos, 


termini communes ordinibus r sunt omnes, qui pro g habentur, at termini ordinibus e communes. sunt nulli, 
‚ergo pro hoc casu ordo Àr-i-1' congruit cum numero g, similique modo congruit 'ordo ko+-1. Id quod his 


casibus apparet " | 
Ar-- 1 — 1, 9, 17, " 33, 41, 49, | 65, 73, 81, 89 


ko-t- 1 — 5, 13, 21, 29, |37, 45, 53, 61, | 69, 77, 85, 93 
35149. aaccag | P7101 13, 25, 37,189, 61, 73, 85, | 97 
G-——*.9-— 1s, = 

Áo -i- 1 — 5, 17, 29, 41, [53, 65, 77, 89, 


a— 8, K= si 


‘ (Kraft) . 
Si fuerit kn -1- 1 numerus primus, in residuis quadratorum non solum hi numeri 4 — qq — q,. sed etiam 
omnes eorum divisores occurrent. 
Quia numerus residuorum diversorum est == 2n, omnia | prodibunt, si loeo qQ. subetituantur numeri 
0,1,2, 3... 2n — 1), | 
ergo | haec residua « erunt, ut sequen tabella indicat, ubi ultima columna estendit ea quadrata, unde baec residua 
nascuntur: 


n— 0 EU. 

n— 2 (2n — 1)° 

n— 6 (9» — 22° 

n — 12 (2n — 3)? 
" an—20 ^ . , (24—M* 
hat 38 4 


LA 


Nunc autem demonstrandum restat, etiam omnes factores horum: residuorum esse residua, quod eo magis est 


mirandum, quod cum etiam hae formulae 
IM 2-1) -b- n — 94 —4 


pariter residua exhibeant, tamen non omnes factores etiam futuri sint residua. 
À. m. T. I. p. 955. 


33. | 
| (N. Fuss 1.) 
Ossenvarıo. Formula &2-+1 divisihilis erit per sequentes numeros quadratos: 
I. per 5? si fuerit. z— 5+ 7 | : 


Hn. « 13° u a = 1371 70 
HI. « 47 « az —= 171% 38 


A. m. T.I. p. 926—935. 


LS 


Fragmenta ex Adversariis depromta. | ; 185 


IV. per 25? si fuerit. xz—251+ 57 
V. « 29 0. — xz—29'- M 
VL « 3T « x = 37% + 117 
VH. « 41! « a —M 9?t + 378 
VII. « 53% x = 53*t + 500 
IX. « 61? « c — 6171 + 682 
X. « 65° . x — 65°1 + 268 
XL ^ 73? . æ—131+ Th 
Hinc etiam valores ipsius x assignari poterunt, ut haec formula xx -4- aa per eosdem numeros fiat divisibilis; 
sicque xx <+- aa divisibilis erit per &1?*, si fuerit x — &1*1-1- 378a; ita hoc problema resolvi potest, quo quae- 
runtur valores ipsius x, ut haec formula xx + aa divisibilis fiat per (ff -4- 99)*. 
PnosLewa. Invenire numerum æ, ut xx -1-1 dividi queat per aa -4- bb. 
Soruri0. Primo patet, si satisfaciat x — c, etiam satisfacturum esse x — m (a*-1- b?) 3- a. Deinde sumto 


AES satisfacit, quia fit gm +1= "rte qui ergo numerus debet esse 


integer. Quia vero est æ — mb + m), debet esse ma-t- 1 divisibile per b. Quaeratur fractio — *. fractioni t 
epe ) 


bb 
« Ponatur ergo z— 





proxime aequalis, quod fit si ab — a— -—-1. Sumatur ergo m eritque 2— Bb-- ——.——- Cum igitur 
sit fa#1— ab, erit x — Bb+-aa. In genere ergo 2 — m(aa-1-b5)- («a+ Pb). \ 
PROBLEMA. Invenire numerum x, ut formula =*'-+-1 divisibilis fiat per a*-- &*. 


| ; | 
Socurio. Primo patet hoc fleri, si zz — — Ponatur ergo g ner Py gp! + M 0 Quae- 


„? ; 
ratur nunc fractio 7 proxime aequalis huic T? ita ut sit Ba — ab— +1, et sumatur np eritque x=— Bb*-1-aa, 
generaliter ergo x — m (a -4- b*) + (a ca). 


Potuissemus etiam ponere 


=") fiat igitur <= 


m (a* NP | : a* (ma? 2-1) 
bi ——» mag — 


bb 
Quaeratur nunc fractio I proxime aequalis ipsi ET ut sit ybb — da — - 1, sumaturque s» — à eritque 

br yan et generaliter z — m (a! -- b^) + (0bb +- yaa), 
quod ergo debet esse quadratum, cujus radix jam ante est assignata, unde patet hanc formulam 

m (a4- b*) + (yaa +- 0b) | | 

semper ad quadratum reduci posse, sive si omnia quadrata dividantur per divisorem a*-1-b^, inter residua certe 
occurret tam yaa-1-0bb quam —yaa—öbb. Sit a—3 et b—2 et quaeratur fractio — proxime aequalis ipsi 5 FL 
erit &— 13 et f — 1, hinc ergo erit 2—97m--47. Potuissemus quoque facere a—2 et 6 —3, et fractio 
z proxime = quod fit sumendo a —3 et f—1, tum erit s — Im 3-33. Patet ergo tam &7* -4- 1 


quam 33'4-1 divisibile esse per 97. | | | A. m. T. IL p. 147. 
) ' e) : Diversa. 
2A. 
(Krafft.) 


Formulae in producendis numeris primis foecundae: 
^l a*f-2-r2-17 dat: 17, 19, 23, 29, 37, #7, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227, 257, 289. 
H. z!--r-4 1 dat: 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251, 281. 
Jam autem demonstratum est, nullam dari hujusmodi formulam algebraicam, cujus omnes plane termini aint 
numeri primi. À. m. T. I. p. 294. 
L. Enleri Op. posthume T.1. 2h 
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25. 
(N. Fuss. L) 


Tuxonema. Haec formula x*^-1- "+1 semper est divisibilis per z=--x-+-1, dummodo n non sit mul- 
tiplum ternarii. 

DEmMonSTRATIO. Si enim illa formula multiplicetur per 2"— 1, productum z'^—1 semper est divisibile 
per z'— 1, ideoque etiam per zz-i-2-31-1, quia ergo multiplicator z"—1 non est divisibilis, necesse est ipsam 
formulam esse divisibilem. Q. e. d. , 

THkoREMA. Haec formula z*7-4-237-4-57-4-274-1 semper est divisibilis per z*-4-2*-3-z*'-44-2-4-1, dum- 
| mode exponens ‚u non fuerit multiplum ipsius 5. 
. . DxmonstRATIO similis praecedenti. . - 

Turonszma. Si capiatur angulus = x) 360°, haec formula z*^— 2z^c0&9-1-1 semper eat divisibilis 
per hanc æx— 2x cosó--1. 2o. AÀ.m. T.L p. 285. 


4 


36. 

TaronEma, cujus demonstratio etiamnunc desideratur. Si haec formula Emnk-+-maa-+-nbè fuerit numerus 
primus, puta P, tum semper assignari possunt numeri æ et y, ut fiat mzz-i-nyy — P. 

SK m—3, »—2, a—1 et b— 1, erit maa-t-abbz-5 et kamnk-i-5- 2bk4-5. Sumetur k-—9, erit 
P—53 et esse debebit 3xx+-2yy — 53, sit $—1 et y— 5. Plerumque quidem tales mumeri pro © et y 
dantur integri, interdum tamen nom nisi fraétos assignare licet, veluti si fuerit m==7 et &2— 2, praeterea vero 
&-——1 et )— 1, ita ut sit P—56k+9, unde sumto k — & fit P —233, qui numerus in integris esse nequit 


= Terry. At si capiatur 2—4: erit 233 = +2, ergo ay — 2, ergo y'— = et PERL 





27. . 
Tuzonzma. Non dantur tria biquadrata, quorum summa esset divisibilis vel per 5, vel per 29, quse 
sola excipiuntur. A. m. T. IL p. 161. 
| | 28. 
OsnsgnvaTiOo. Proposito quocunque numero primo p—2n-1-1, omnes numeri eo minores, qui sunt 


1, 2, 3, i. - 2n, semper tali ordine disponi possunt, ut certis multiplis ipsius p aucti, progressionem geome- 


ticam constituant, sive tales assignari possunt numeri z, ut progressionis geometricae 1, æ, z*, a’, at... . «^ 
si- singuli termini per p divisi deprimantur, ómnes numeri ipso p minores prodeant , uli ex sequentibus exemplis 
patebit. Notetur autem potestatem a?" hoc modo semper dare unitatem, propterea quod x?” — 1 semper per 
p dividi potest, unde sequentes potestates anti, int, zent 


elc. eosdem reproducant numeros, uti 
ab initio. 


I. Sit p—83 et n — 1 et progressio geometrica erit 1, z, xx. Sumto ergo z —:2, progressio geometrica 
erit 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, etc. 
I. Sit p —5 et & —2 et progressio geometrica: 1, c, x°, z*, etc. Hinc sumto xz —2 habetur 
1, 2, &, 3, 1, 2, &, 3, 1, etc. 
sumto:autepy -x — 3, erit en 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, t, etc. 


MI. Sit pzc T. et n — 3, erit progressio 1, c, x*, x°, z*, etc. Hinc sumto 22-2, erit ea 1,2, &, 1, 


wade. patet. hinc tantum terminos pares eriri, unde x ita sumi debet, ut fiat xx: —2 —7«, ideoque c 3, et 
progressio geomejrica erit 1, 3, 2, 6, &, 5, 1, 3, 2, etc. Loco x autem etiam sumi: posset alia potestas z^, 
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a modo À ad 6 fuerit primus, ita sumto A==5, cepi poterit æ == 5, .unde oritur 1, 5, : $ 2,3, 1, quae est 


prioris retrograda. Semper autem series retrograda aeque satisfacit. E 
t Ê s 1. | 


IV. Sitp—11 et & —5, at sumto z — 2 erit progressio 
1, 2, & 8, 5, 10, 9, 7, 
.9 3 4 5 6 7 
Hic autem primo etiam retrograda valet: 
1, 6 3, 7, 9, 10, 5 8, 4, 2, f. 
Praeterea posito x — x*, a, =, qui numeri sunt 8, 7 et 6, tum erit progressio: 
| (4 8 9, 6, & 10, 3, 2, 5, 7, 1, 
' eujus retrograda oritur sumto z —7. 
V. Sit p — 13 et & — 6, at sumto x — 2, erit progressio 
1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1 
] 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10 M 
Dein pro x sumi possunt numeri 6, 11, 7. Sumto igitur x — 6, ea erit 
1, 6, 10, 8, 9, 2, 12, 7, 3, 5, & 1, 1. 


REPLEXIONES GENERALES. 1. Perpetuo hic potestati x" conveniet numerus 2». Cum enim ejus quadratum 
z*^ det 1, erit x"— V1, ergo = —1—=p—1=2n. 


m yo 
on 
su 


2. Si potestati z^ respondeat numerus a, tum potestati z"^* À respondebit numerus p—s—Js-ci—a 


Cum enim sit 


m^-—-.-.a et a"— —1, erit gr am pa—2n+1—0. 


Sufficit ergo seriem usque ad medium 2» continuare, quia sequentes sunt complementa priorum. 


3. Posito UL ejus reciproonm vocemns i, give +. > ut prodeat numerus integer, quem designemus 
=! etc. da cam pH, si fuerit. ^— MET 





per a, ut sit « — —, eodemque modo f, 
a=2 3, & 5, 6, 7, etc. 
et a=]17,:9, 10, 8, 11, 2. 


Notetur enim complementorum reciproca etiam esse complementa. 
&. Coristitutis his reeiproais, si faerit 4—a, tum erit & fo, propimen, quod: productus potesiatie | 
est æ*—4, ideoque 4x21. Deinde vidimus esse x^^ —p—a, erit igitur g^— À ma. Ha wi-cngnito unn 
termine, simul quatmor innelescant, quod exemplie illustretur. 
Sit p=19, 4 29 


rd 





Hic igitur notetur esse debere b — «*, c— a", d — a, eic. Si ergo sumatur « — 2, erit b —, eb, d—16, 


tu vero & — 10, f — 5, y — 12, 0 — 6, unde formatur. haec progressio geometrica 
| + 
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.$, 29, &, 8 16, 13, 7, 14, 9, 18, 17, 15, 11, 3, 6, 12, 5, 10 
4 9 385 4 5 6 7 8 9 140 Ak 12 18 14 15 46 17 


Loco x autem quoque sumi possunt numeri potestati z^ respondentes, si modo À ad 18 fuerit primus. Cum 
' autem 18 — 2.3*, multitudo numerorum ad 18 primorum est 6 et valores pro À sunt 1, 5, 7, 11, 13, 17, unde 
pro x sumi possunt hi numeri 2, 13, 14,|10, 3, 15, unde sex progressiones geometricas formare licet, quarum 
tres erunt priorum retrogradae. 

ExxzuPLUM. Sit p—#41 et & — 20, et sumatur z — 2, unde progressio geometrica oritur 


1, 2, k, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 49 
4 9 3 4 5 6 7 8 9 10 


unde pro z*° prodit -+-1, ita ut sit 2*°— +1, unde patet esse xx — 2, ideoque z—Y (2-4-&1m) — 17 (posito 
$7) Factum hinc est sequens schema: 


M) 0| 1 
1147 | 11/11 | 21/23 | 31 | 30 
| 2| 2 | 121923 | 22|39 | 32 | 18 
3|3& | 12|22 | 23| 7 | 33 | 19 
ss lu) 5] 2ci37 | 36 | 36 
s|27 | 15| 3 | 25 | 1» | 35 | 38 
6| 8 | 16| 10 | 26|33 | 36 | 31 
7|13 | 12/6 | $7|28 | 3735 
8|16 | 18|20 | 28|25 | 38 | 21 

9196 | 19| 12 | 29 | 15 | 39 | 29 
10/32 | 20140 | 30| 9 | 401 1 


' Jam ad 40 valores ipsius À primi sent 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39. 
unde pro x accipi poterunt sequentes numeri: 17, 3&, 13, 26, 11, 22, 6, 12, 24, 7, 28, 15, 30, 19, 35, 29. 
Si sumsissemus x — 3, prodiisset progressio ' 

1. 3, 9, 27, 40, 
1 3 3 4 
sequeretur 3*— xz'?, ergo 3— x*. Supra autem invenimus esse 2 — zx", ergo & — z*, unde oritur 2 = - 
aive FE Te Ze 11. Cum igitur formula a*?— 1 semper dividi queat per 41 h. e. si fuerit a — z^, deno- 
tante À numero quocunque, ista formnla b*°— 1 dividi poterit per &1, si fuerit b— aa, h. e. si fuerit b—2*4. 
Quoniam igitur a*9— 1 — (a*9— 1) (a?°+-1), prior vero factor a*9— 1 divisibilis sit casibus «——2*^, sequitur, 
reliquis casibus, h. e. casibus a— z*^-*!, formulam a*°+-1 divisibilem esse per &1, h. e. si fuerit 

«— 17, 34, 27, 13, 26, 11, 22, 3, 6, 12, 24, 7, 14, 28, 15, 30, 19, 38, 35, 29. 
Porro quia a’°—1 divisibile per 4 si a— z*^, erit 5'?— 1 divisibile per 4 si à — z*^; hinc sequitur for- . 
mulam b'°+41 divisibilem esse per &$ si b—z*^--*. Porro a'—1 divisibile per #1 sí a— «5^. At a*—1 
divisibile per &1 si a—x1°4, ergo a*-,- 1 divisibile per M si a—xt, x5, z**, =”, etc. h. e. ai a— x194-* 5, 
Consequenter formula a*34-1 divisibilis per &1 his casibus: a= 27, 3, 1%, 38. Porro quia a*— 1 divisibile per 

. M, si a—2z!9^, et a*— 1 per M, si ax}, sequitur fore a*-14-1 divisibile per 41, si a fuerit æ*°4+10, qui 





casus sunt a — 32 et 9, hoc est in genere si a — kim. A. m. T. II. p. 170. 171. 


29. 
RRGULA FACILIS explorandi numeros formae &m-1-1, qui desinunt vel in 3, vel in 7, utrum sint primi, nec ne? 
:;. Sit N talis numerus, et a 2N subtrahatur quadratum proxime minus, desinens in 5, cujus radix ait 5e, 
sitque residuum — R. Ad hoc continuo addantur numeri 100(n — 1), 100(n — 3), 100(n — 5), 100(n —7), etc. 
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ut prodeant sequentes numeri: R, R-1-100(1 — 1), R+-200(n—2), R-+-300(# — 3), ete. Quodsi jam'inter hos 
numeros unicus occurrat quadratus, tum numerus propositus N certo est primus, vel per hoc quadratum divi- 
sibilis; sin autem vel nullus oecurrat quadratus, vel duo pluresve, tum numerus N non est primus. Sit N—:637, 
erit 2N—1274. Proximum quadratum in 5 desinens erit 1225 — 5?.7?, ideeque n—7 et numeri addendi nu- 
mero R==49 erunt 600, 400, 200, unde prodit 659, 1039, 1249, inter quos numeros unicum occurrit qua- 
dratum 49, unde numerus propositus vel erit primus, vel per &9 divisibilis. 

Sit N—1073, erit 2N—2146, proximum quadratum in 5 desinens —2025—:5*.9*, unde &—9 et R==121. 
Numeri addendi sunt 800, 600, 400, 200 eritque 921, 1521, 191, 2121, inter quos sunt quadrata 121 et 1521, 
ideoque numerus non est primus. 

Sit N—697, 2N—1395, proximum quadratum in 5 desinens 1225—52.7*, R—169 et numeri addendi 
600, 400, 200; inde prodeunt 769, 1169, 1369. . Hic duo occurrunt quadrata 169—213* et 1369-——37?, uade 
mumerus lle non est primus, est .enim 697 —17.4. 

Sit N—1697, erit 2N— 3394, proximum quadratum 2025 — 5*. 11*, hinc R=—369 et aumeri addendi 
1000, 800, 600, 400, 200; hinc prodeunt 1369, 2169, 2769, 3169, 3369, inter quos unicum est quadratum 
1369==37*, unde numerus est primus, quandoquidem per 1369 non est divisibilis. ' 

À. m. T. IL p. 186. 
809. 
(Golovin.) 
TasuLa exhibens per intervallum &20 omnes numeros, qui restant, deletis numeris sequentium formarum; 
3a-31-2, &n-1-3, Sn-1, 5n--&, 7n-1-3,. 7n+5 et 704-6. 
0 78 148 232 310 313 
18 85 162 238 312 378 
88 165 '| 240 | 322 382 


105 190 270 | 349 k903 


213 

271 

- 88 130 210 280 
60 133 217 282 | 351 

288 

298 


| Á. m. T. IL p. 198. 


31. 
(N. Fuss L). 
THEOREMATA NUMERICA. 

NB. Denotet hoc signum :: divisibile, ita ut a: p denôtet, numerum a per p esse divisibilem. 

THEOREMA PUNDAMENTALE, a me olim demonstratum. Proposito numero quocunque P, atque ab 1 usque 
ad P reperiantur z numeri ad P primi, qui scilicet cum eo praeter unitatem mullum habeant fsetorem com- 
munem: tum semper (a* — 1):: P. Hinc fluunt sequentia theoremata: ' 

L Si fuerit p numerus primus, cum semper sit (9—a)::p, si fuerit ab? erit. (aP—a) :: p*.. At si fuerit 
e«—bP, erit (G?— a)::p*. Et in genere si a—bW" erit (#—a)::p" #1. 
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EH. Si p, q, f, s, etc. fuerint primi inter se diversi, . fueritque -4:—87 —* erit (&*—e):pg. Perro si 
&zzs L4 — 1 0— 1) erit (al. a)npqr et ita porro. 

HI. $i fuerit tam (0”—y”):P quam (x^—y"):P, sitque mn, erit quoque (a —^—" —^): P, ubi 
quidem & et'y sint numeri inter se primi. 

DzwonxsTRATIO. Posterior formula ducta in 27" a priore subtrahatur, erit residuum 

Tyan yn n, 
quod ergo etiam est divisibile per P, et quia y" non est divisibile, necesse ost ut (2? 7^ — y #)::P. 

IV. Si ut ante tam (x"—y7):P quam (27— y")::P atque inter numeros m et *» maximus communis di- 
visor fuerit A. tum étiam (x4— y): P. 

DxwonsTRaTrto. Ponatur m—gÁ et w-vÁ, et quia A est maximus communis divisor, erunt u et primi 
inter se. Duri igitur poterunt nwmeri c et fg, ut sit a& — fv — 1. Hino igiter quoque erit. (a^ — 4900): P 
similique modo (zP^— y^). P, unde per praecedens theorema erit (z*" —P^.— y«n —/^),..p. Est vero exponens 
um fem ond prc, consequenter erit (ed — y^). — Aem. T. I p. 474 17. 


— —-—BD Q0] —- 


B. Partitio numerorum in summas polygonalium. 


89. 
EE EE (Léonard Euler) — — 
Caractère général ' pour juger, si un m nombre entier quelconque N est somme de' trois triangles, tous les nombres 
plus petits étant tels. 
Soit N— A un nombre moindre quelconque qui soit égal à ces trois triangles: Ap-+-Ag-+-Ar; ensuite, pre: 
nant pour a et b des nombres quelconques el posant A==ab, sil arrive que p —4, ou p—r, ou g—r soit égal 
à a—b, alors le nombre proposé N sera somme de trois triangles, et un seul cas de a et b suffit pour cela. 





(Lexell.) 
DEMONSTRATION. Ayant posé IN — ab—Ap-1-Àq3- Ar; soit p—gqg—a—b, et pour cet effet mettons p=x-+a 
et g=x-+b, de sorte que | N— ab — 4 (z-4-a) + A(x-+-b) + dr. 
Alors je dis qu'on aura = 4 (x +-a+-b) + Ax + Ar; 
car puisque A(æ + a-4- b) — ac -1-9 (a 4-0) 2 + (a-3-b tararb, 
on aura N= 1 (a2-1-2 (a-4- D) c 4-(a-3-0)* 1-2 1- a-4- D) + T + ár. 


Mais la premiére formule donne - | 
aet--9az--a*--2-—-a —— z*a-9bza-b?*--2-1-b 
N— ab m — —. + — 
. ce qui étant óté de celle-là donne ab=ab, ce qu'il fallejt démontrer. 


Conorr. 1. Puisque p—4—a —b et p=—x+4 et g==x+-b, on aura 


+ Ar 


pam, donc FREE IE: 
‚par conséquent, dès qu'on aura : : on 
N ae), il s'en suit NAH) she —a)-i-dr. 
Coaocı..2 Qu'on prenne bza, et dès lors il arrive, que No aad -mÁp-t dr, c'est à dies que ai deus 
de ces triangles sont égaux entre eux, on en. deduixa . | on. hé: 
^ E 2 N—A (p-+-0) --A(p — aj + Ar. | a 
ExkMPLE. Prenons N— 17 et successivement a—1, 2, 3, &,. etc. nous aurom 
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a-&1 donc.  175— 1—10--3--3 . ou — 1722140-6--1. 
ax-2, on aura #7— 4&—13—1-1-6--6 donc 17-£1-&» 1-15 
a-H3, oh auti 17— 9— 8—G+1-+1 done 17-26-1071 
ask, On aue 17— f6—.1—1--0-0 donc 172-1-8 12-15 


+ © D 


Caractères semblables pour la résolution des nombres &n quatre carrés. 


Soit le nombre proposé —N et un nombre plus petit quelconque N—22ab qui soit —pp-1-gg-t-rr-1-ss. S'il 
arrive que p—4—a—, ou bien p—q-r-a—b, g—p—a+b, alors on aura N—(p--by4- (1 —2a)*4-rr-4-15; 
car celle-là N=2ab-+-pp-+-pp — 2p (a —b)+{(a—b)+rr 4-8 

et celle-ci N= ap + autre 
sont évidemment égales. 

ConoLL. Prenant b—a, si parmi les quatre carrés dont la somme |! donne N — 2aa, deux se trouvent égaux 
entre eux, de sorte que N—2aa— —Qpp-i-rr-1-s$, alors on aura 

N — (p-1-a)* + (p —a)*-rr --ss. 
: ExxMPLExs. Soit proposé le nombre N=—71 et soit 


1. a=1, on aura 71—2—69—4+45+36+25 d'où l'on conclut 71=9-+-1--36-+25. 
, 2 Prenant a==2, on aura 71 —8—63—9-1-9-1-9-1-36, et partant 71—36-1-951- 1-1 25. 
‚..3. Soit a—3 et puisque 71—18—53—49-+4+0-+-0, il s'en suit I—49-+4-9+9. 
4. Soit a—k; puisque 71— 32—39—36-+-1+-1+-1, il y aura 71—36+1-+-25+9. 
5. Soit a—5; puisque 71 — 50—21——5-1-4-4-1-1-9, donc 71—9-1-&-4-49-4-9. en 
- | A. m. T. L p. 99.98. 
83. 
(N. Fuss 1.) TEES 


Paostkua. $i omnes mümeri minores quam N sint resolubiles in trus numeros irigenaien pr trèmés 
rem :N etiam in tres trigomales resoivere. 


BoLurTıo.: Sint ©, y ét x radieus rniumerorum trigonalium, quorum sumus sequétur nue N, Ma ut t 
EE N— r--5 — yy*y , 55-41-39 


| 3 9 2 | 
Jam consideretur numerus minor quicunque N—p, pro que radices trigonalium sint a, b, c, ut sit 
ara — bb--b — ce--c 
N— p-—— — : a —— A ——— 
2 2 
Sumamus autem hic esse b=a-1-d; tum vero statuatur z—e, ita ut esse debeat 


L è 











are W+y _ arca | eb 
3 " 3 33 a -P 
Fiat nunc 220 —n et y—b-##1 eritque mE . 27 








‚ze + — aa — (2n — 1)a-1-n(n — 1) et yy-i- y — 05-1- (2n 4-1) 5-1 n (n 2-1), 
quibus valoribus substäutis prodit 
| 9p a 2fn an Ban wn, sive p—(b—a)n--ow: « 
Cum igitur sit b-ca-+4 ideoque b«—a22- d, erit p—dr-+-nn. Hinc pro variis veloribus litterarum d et a littera 
p sequentes accipiet valores. Sit primo n—1 erit p— d+1 
existente $-—2 fit p—2d--h 
n— 3 - p—3d--9 
nl p — M-+16 
n — 5 p = 5d+-25. 
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Inde pro p sequentes oriuntur valores d=—2, — 1$, 0, 1, 2, 3, #4, 5 
# == 1: p | ° 0, 1, 2, 3, b, 5, 6 
" L— 2: p = 2, b, 6 8, 10, 12, 1$ 


n—3: p-— 3, 6 9 12, 15, 18, 21, 2 
TJ T p— 8, 12, 16, 20, 21, 28, 32, 36 


etc. etc. 
Unde pro diversis valoribus ipsius p resolutio numeri N in tres trigonales succedet, si fuerit pro numeris minoribus 
tum erit et - 
N-—1:b—a æ—a—1 y=—=b+1 
N_2 =a+-1 s=a—1 y —6--1 
b—a—1 zs=a—2 y=b-+2 


b=a +2 z=a-i y—b+1 . 
b=a—2 z=a—3: y=b+3 


b=a z—a—2 y — 5-22 

b—a—3 r—a—k y —b-2- 

His positis ambarum x et y inventio succedet, si inter ternas radices a, b, c, primo pro numero N— 1 fuerit 
b— a, sive si duae fuerint aequales. Secundo si pro numero N— 2 fuerit vel b — a-1-1, vel b—a—1, hoc 
est si differentia fuerit inter binas — 1, tum vero duplex solutio locum habebit. Tertio si pro N— 3 fuerit 
vel b—a+-2, vel b—a—2, hoc est si binae radices binario discrepent. Quarto si pro numero N— & fuerit vel 
b—a--3, vel b—a, vel b—a— 3, hoc est si differentia inter binas radices fuerint vel —0, vel —3, Quinto si pro 
numero N— 5 fuerit b— a--& h. e. si differentia inter binas radices fuerit = +4. Sexto si pro numero N—6 
fuerit vel b—a+5, vel b—a-1, hoc est si inter radices binas occurrat differentia vel 1, vel 5. Quamobrem 
si demonstrari posset, semper unum saltem horum casuum locum habere debere, tum demonstratum foret, 
omnes numeros esse summas trium trigonalium. Quod cum de minoribus numeris certum per se sit, pro ma- 
joribus autem continuo plures casus examinandi occurrant, eo minus dubitari potest, quin resolutio semper ait 
locum habitura, idque plerumque pluribus modis, quo accedit, quod pro majoribus numeris fere omnes numeri 
N—p pluribus modis in tres trigonales resolvi possint. Quod quo clarius pateat has resolutiones ab ipso initio 
numerorum secundum ternas radices contemplemur: 


b—at+3 z-—a—1 y—6+1 
| 


radices 

numeri a, b, c | vel radices, vel radices 

1 0, 0, 1 | Hinc ergo examinemus numerum N—13 et habebimus 

2 0, 1, 1 | a, b, c 

3 1, 1, 110 0, 2 pro N-1=12: 0, 3, 3 

& | 0,1, 2 t 4, 1, & 

5 |1,1,2 2 2 3 
, 6 102 2/0, 0,3 pro N—2=11: 0, 1, & 

7 1, 2, 2 | 0, 1, 3 pro N—3:==10: 0, 0, & 

8 1, 1, 3 1, 2, 3 

9 2, 2, 2 1 0, 2, 3 pro N—&— 9: 2, 2, 2 

10 0, 0, & | 1, 2, 3 | | 0, 2 3 

11 [0,14 pro N—5— 8$: 1, 1, 3 

12 0 3, 3 | 1, 1, & | 2, 2, 3 etc. - etc. 
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PnaosrEMA. St omnbs humeri minores quam. N fuerint" summae quatuor ueäfstoram, ifeum numerum N 
in quatuor qusdrata resoNere. : D 


SoruTio. Sint pro numero quocunque minore N— p quadratorum radices a, 9; f, ÿ, utide ro nüniero N 
statuantur radices z, y et f, 9, ac ponatur z—a--a et y==b-+-ß, eritque ab hoc N-ep subtracto 


p— 2aa -4-ao 4-2b6 + AP. ! 
Jam sumatur «—-—n et f—-#n, ut fiat p—2n(b — a)-+-2nn; quare si fuerit b—a-4-d, habebitur p—2 (nd-1- n5), 
qui numerus duplo major est quam casu praecedente, pro numeris trigonalibus; unde eadem criteria locum ha- 


bebunt, quae ante, si modo numerus p duplo major capiatur. Ita resolutio numeri N—p succedet ' 


si pro numero N—2 fuerit b—a ' emm erit: z—a—1; - y—=b+1 


N-ı b—a4-1 $—aGa—1,  y—b4a-1 : ! By 
N—6 b—a+-2 æ—a—1, | 0y—b-2-1 . 
u N—9 - T b—a4F3 0c g-—à—1, yo | 
EE tb . sza—2,. y—b+2 
N—10 B —=4+4 _. etc. . etc. 
|, etc elc. 


Hic ergo patet, pro hoc casu numerum criteriorum esae duplo.majorgm. quam casu praecedente: Verum quia 
hic quatuor occurrunt radices, etiam hic.multo probabilius est, inter quaternas radices occurrere duas, quarum 
differentia sit vel 0, vel 1, vel 2, vel 4, .vel ett. Quin etjam plerique numeri pluribus modis in quatuor qua- 
drata resolvi poterunt, unde hoc judicium aeque eertum esse potest ac praecedens. 

PaosLEMAa. Si omnes numeri minores quam N fuerint resolubiles in quinque numeros pentagonales, ipsum 
numerum X in tales partes resolvere. 

Sozuria. Sint pre Bumero N—p radices quinque pentagonalium a, b, fg, h, unde pro ipso numero N 
statuantur quinque. radices c, y, f, g, À, ac ponatur z—a-1-c et y=b-+-ß, eritque 

der — 2 3aa—aN __6aa-+-Iaa — u Ivy — y EN F)= SZ, 





ung t 


2, M 2 | 2 2 
 unde fiet pe Ban + TS I2 MES + gif + PE. 





Sumatur nunc a=—n et B—-t-^' eritque p——3n (b — a)-- 3nn ; quare si fuerit b—a+-d, fiet p—3{(nd+-nn), ita 
ut hoc casu p sit triplo majus quam pro trigonalibus, unde eadem criteria locum habebunt, ‘sf modo ipso p 
valor triplo major tribuatur; hinc igitur resolutio semper succedet | 


si pro numéro N— 3 fuerit da 
B N—6 ^" b—a+1 


N; S07 —=4+2 
- 2m Var} 
| 
" ZEN e d bz=# . … 7 \. 


ex quibus criteriis, si unicum tantum locum habuerit, resolutio AÀumeri N certe suocedit. Hic quidem triplo 
paueiora habentur criterie. Verum inter quisque radices reperientur binae, quarum differentia sit vel 0, 
vel 1, vel 2, vel 3, etc. Praeterea vero etiam plerique mumeri multo pluxibus modis in quinque pentago- 
nales resolvi possunt. 


3 1 7 -—- . \ ) 


PROBLEMA GENERALE Circa numeros polygonales quoscunque, quorum laterum numerus sit — 7. 
Sí omnes numeri minores quam N resolvi quednt in x numeros polygonales, etiam ipsum numerum N in tales 
resolcere. 
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Sorurio. Sint pro numero quocunque mipore, Np, vadices polygonslinm. €, à, hp ^, ih ek. Tum 
vero pro ipso numero N radices x, y, f, 9, A, i, k, etc. Sit autem in genere az—4-1-0, grade. P, 04 quia 
radicis æ numerus polygonalis est 


1 1 
e g 73520 -—)2, 





posito 2 —4-4-«, iste namerus polygonalis erit 





Y (r—2)0-- (7 — 2) n + 3 (T —2)an — 1 (x — Ma (ra. 
unde si subtrahatur polygonalis ipsius a, remanet 
da Ma — (s - Le; 
hinc ergo si N—p ab N subtrahatur, relinquetur 
6e — 2) où + + du et (Le (r— 208 Ur 7720 Rh £. 


Sumatur nunc a=—n et d=-+n fietque p^r — 2)(6 — a)-- 0r Dun; quamobrem si fuerit b=a-+-d, erit 
p (t —2)d-C(r —2) nn — (r — 2) (nd + nn), 
ideoque z—2 vicibus major quam pro numeris trigonalibus; quocirca criteria ita se habebunt: 
Si pre numero N— (*—2), fuerit b—a 


N—2(»—2), = «+1 
N —3(x—2, b — «24-2 E \ 
b 3 
N-4(n—2), 1 mar 
bz-a 
etc. etc. 


Nisi ergo omnia haec criteria fallant, nemerus N oerte in rr memeros polygonales resolvi potest. Pro theoremate 
igtur Fermatii demonstrande requiritur, ut demonstretur, feri eunine mon posée, nt omnia plese haee cri- 
teria simul fallant. | | 

Scaorıon. Quemadmodum haec criteria deducta sunt ex consideratione binerum radicum x et y, cum 
binis datis a et b collatarum, ita etiam simpliciora eriteria exhiberi peequnt, si wnich redix xz cum a comp» 
retur, manente y=b. Tum igitur erit 
m | pr (r — 2) ax + 2 (x—2) aa — (x —&)a; 
quare si capiamus &—0O, fiet 

rf DES 1 
p= ZT —2) aa — (Tr — bo. 
Quod si ergo pro numero unico N,—p occurrat unica radix —0. resolutio etiam certe survedet. Quocirca dispi- 
ciendum erit, num pro aliquo horum numerorum ipso A minorum: - 

N—1, Nor, NK—(31—3), N—(6x —8, N—(107x—15) etc. 

inter ejus radices una occurrat — 0. Quod' si semel tantum evenerit, numerus N certe resolutionem admittet. 
, Sim antem hoc oriterium unquam succedat, tum demum anperiera critetia examinari poterunt. 

Scmorrow. Talia oriteria possunt otiam derivari ex comperatione ternarum rediewm x, y, z, ponendo 
LEO, 9 ——B-MÓ et $—5c-P-j, tum enim: erit 


p (x —2) (aa+-b B+-0y) + i (« —2) (a+ BB--yy) — 3 T x — k) (a+ BT) 
unde si.sumatur &-4-9-4-y —0 simulque fuerit aa -&- b -- cy — 0, oMinebitur 


= 2 (m —2) (00 + BÓ + yy. 
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Cum autom dit y 2: -—«--, erit audi co -c9 22:0, unde fit 


= tum igitur erit p=(r—2) (aa -- a. 8 A- BÓ); 


quam ob rem, si pro numero N—p inter ejus radices, quarum numerus est 7r, ires reperiantur a, b, c, ila 
comparatae, ut sit en tt ‚ tum resolutio certe succedet. Sumatur ex. gr. an e& (j—n, eritque "zs 
sive a-14-b — 2c, vel a— 2c — b, ex qua conditione sequitur, numeros b, c, a esse in progressione arithmetica, 
" quia hinc fiet 6—b—a—c. Quare si pro numero N—g— N— Inn (7 —2) inter ejus. radices ternae sint in 
progressione arithmetica, numerus N semper erit resolubilis. Similique modo multitudo criteriorum pro lubitu 
augeri poterit, quorum si unicum succeaserit, resolutio numeri N locum habebit. Totum ergo negotium huc est 


reductum, ut demonstretur, nunquam fleri posse, ut omnis ista criteria simul fallant. In quo negotio imprimis 








erit perpendendum: in omnibus numeris minoribus N— p omnes plane combinationes radicum 0, 1, 2, 3, &, 5, elc., 
quarum quidem numeri polygonales simul sumti numerum N non superant, occurrere; unde demonstrandum 
erit: fieri non posse, ut in omnibus his combinationibus omnia nostra criteria simul fallant. Tum vero etiam 
hoc erit perpendendum, in numeris mineribus pro N assumlis resolutionem semper locum habere, ita, ut de- 
monstratio tantum pro majoribus numeris sit suscipienda; ubi non sojum numerus criteriorum major evadet, 
sed etiam numerus omnium combinationum. Quodsi enim nostra criteria unquam fallerent, id maxime metuen- 
dum foret in numeris minoribus. - | 


Altud tentamen in teorema Férsiatianum inquirendi. 
Sit series numerorum polygonalium 0, 1, A, B, C, D, etc., ac posito numero laterum — %-+2, erit 
A=n+2, B—=3n+3, C=6n-+4, D—104--5, E-—15n4-6, F—21n+7, G—28n+8, etc. 
et in genere pro radice x numerus polygonalis 
| 1 . 
= GET In Dr. 
Quibus positis videamus, quot numeris hujus seriei opus sit ad singulos numerds producendos. Ac primo quidem 
ab 1 usque ad A quilibet nümerus N, minor quam A, componitur ex N unitätibus, unde pro numeris ab 1 
ad A ad summum opus est A. Nunc ad intervallum ab A ad D progrediamur, et quia A-+-1 constat ex duo- 
bus, A-+-2 ex tribus, A-+-3 ex quatuer, usque ad A--n-+-1 qui est primus qui postulat n-+-2 partes, prae- 
cedentes vero omnes ex paucioribus constant, est vero A-i-5-1-12—25-1-3, unde videtur sequentem nuiherum 
2a-1- M requirere n-+-3, quia autem est 2n-1-& —24, hic numerus tantum duos postulat; sequens igitur 254-5 
postulat 3, 2n-4-6 postulat &, 9n 4-7 postulat 5 etc. et 24-1-^ postulat n3-2. Est vero 24-i-n—3n-1-A; at 
vero hic numerus est B-+1, ideoque tantum postulat duos; unde patet usque ad P unicum esse numerum sci- 
licet 2n-+3, qui n-+-2 partes postulat, omnes reliqui pauciores. Nunc a B ad € progrediamur, ac manifestum est, 
hinc emnes nungeros minores quim J)-i-2n -1-3 ad summum requirere 134-2, numerus autem B 4-26 -4-3 — 5n -4-6 
videtur a-1-$ partes requirere; est vero 5n-1-6 — 34-41-24 —— kA-:1-6 —2, ubi &A cónstat quatuor parlibus et 
n—2 ex n—2 partibus, unde ipse numerus k4-1-n —2 éonstat ét n-1-2. Verum hic excipiendus est casus, 
ubi ««72, quía &«72 foret negativüm: hoc autem casu nümerus foster B-1-2n-1-3 fiet =C—n-+2, unde casu 
a—1 erit C-1-1, ideoque dusbus tantum constat partibus. Casu autem n—2 fit 5n+-6—C, ideoque ipse est 
numerus polygonalis; reliquis vero casibus, ubi n_>2,- iste numerus 5#-4:6 secundus est, qui n-+-2 partes 
postulat, dum minores omnes praeter 2n-+3 paucioribus constant. Sequens autem numerus 5n43-7 —24A-1- b, 
ideoque tribus tantum constat partibus. Hunc sequens, 5n-+-8, constabit quatuor, ac tandem 5n-1-7 -4-n — 1 
constabit ex n+-2; est vero 5h+7-+n—1—C-1#2, ideoque constat tantum tribus. Nunc a € ad D progre- 
diamur usque, ubi primum occurrit C34-24-1-3, qui dubius videri potest. Est vero 
(o C--9a-e3 882-7 — 2B--Ün-9- 2B A-4- 8 — 1, 
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quarum partium numerus est n+2, qui ergo est tertius numerus s-4-2 paries postulans. Quia deinde ab 
2n+-3 usque ad 5n-+6 omnes numeri postulant partes pauciores quam n-+-2, numerus sequens dubius erit 
C-1- 558 4-6 — 115-4710, qui autem jam superat D et ad sequens intervallum pertinet. Simili modo progredientes 
a D versus E, ubi primum numerum dubium reperimuts D-4-2n-1-3 — 1284-8 — — 20, qui ergo duabus tantum 
constat partibus, unde ulterius progredi licet, usque ad 2C-+-n, qui constabit ex tad. Sequens est 
UU 2€ 4-5 4- 1 — 135 +9, u 

qui videtur n-4-3 partes requirere: est vero 13n--9—=D-+-B-+1, qui ergo in tres partes resolvitur. Hinc pro- 
grediemur usque ad 11n4-9 — 2C4-2n 4-1 — 2C-2- An — 1, sicque partium numerus reducitur ad n-+2, 
sequens vero numerus +10 — D-i- $n -- 5 — D+B-+-A sicque tribus constat partibus, unde progredi licet 





usque ad 11n-1-10-1-4 — 1 — 15n-1-9 quod jam superat . eee eo . 
* Lm TLR33—2 
34. 
(Lezell.) 
Demonstratio sequens ardua Viro Celeb. 1a Grange debetur: 


Si fuerit. da—pp-t- qq-4-rr 4-55, ubi sumere licet pp -1- qq, ut cum a commnnem non habeat. divisgrem. 
Ponatur p gg =t et rr-i-ss— «,. ut sit Aa—t-t-u, et per { multiplicando Aat — tt -- tuv. Cum nunc sit 
tu — (pp-4-qq) (rr-+-ss), erit summa duorum quadratorum; ergo ponstur =@2-4+-yy, eritque x — pr -*-qs et 
y-—pezr-qr, ila ut sit Aat — ((34-xx-1- yy. Jam quaerantur numeri a, ß, y, Ó, ut fiat 

æ—tat-ay et, yiß-raß, 

quod cum infinitis modis fieri possit, casu simplicissimo «a et 8 capere licebit minores quam Tes eritque 

° Aa — tt (1--aa-+- BP) + 2at (ay-+ 89) +-aa (yy -- 09). 
Debet ergo primum membrum 1-+-oaa-+-Pß factorem habere a, quia autem { ad a est primus, necesse est, ul 
1—+ aa + BB divisibile sit per a; ponatur ergo 1+aa+ 88 — aa), ita ut nunc habeamus . 

] At — a'it -&-2t (ay - PO) Ha (yy-3- 80), 
quae per a' multiplicafa fit Aa 4—— a a l-4-2a 1 (ay -1- 88) +- aa (yy 4-08), TE ' 
formula per ı divisibilis. In ultimo membro loco aa''restítuatut 1-4-a0-1- 8f, ut habeaniue: 
. ll: 


Aa't= a a"tt-+-2a"t (oy 4-89) + (aa +B8) (yy -4- 88) nme» 
cujus formulae ad dextram tria priora membra manifesto reducuntur ad 
| (d t + ay + 65) + (By — ad)? | 
ita ut nunc habeamus | Aa t — (a t+ ay -1- 89)? A- (By — ad) "e yr + à. 


Supra autem vidimus yy-+88 per ( esse divisibile, unde etiam summam duorum priorum quadratorum 
(at -- ay + (i8) yf -- (8y — a9)* on 


per t divisibilem esse opartet, ita ut uterque quotus fiat summa duorum quadratorym, quare 6i faciamus 


(a RCE, — ad)? y-r88 
t 





—Pp--04 et rn 
habebimus Aa — p p -4- qa+rr rss scilicet summae quatuor quadratorum. Hie vero imprimis notandum 


aiia; 


est fore a <a. Cum enim sit a'— , 8c ut vidimus 


a ia e "» erit. {au + BB «C1 + Las, 


unde sequitur fore <= a +, ideoque certe minor quam a, vel a «td. Consequenter si productum 
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Aa fuerit summa quatuor quadratorum, etiam hoo minus productum. Aa’ :erit talis aumma, hocque modo con- 
tinuo ad minora hujusmodi producta Aa", Aa’! etc. progredi licet, sicque tandem necessario pervenietur ad pro- 
ductum 4.1, ideoque A summa quatuor quadratorum. Quae est demonstratio insignis illius et demonstratu dif- 
ficillimi theorematis, quod si quispiam numerus. A fuerit divisog summae quatuor quadratorum, quae quidem - 
inter se factorem non habeant communem, tum ipsum numerum À fore quoque summam. quatuor quadratorum, 
seu, quod eodem redit, summam quatuor quadratorum. alios non. admittere divisores nisi qui ipsi sint summae 
quatuor quadratorum. ' 


mE (Eraoff.) ' ) 

Ejusdem theorematis demonstratio mea (seil. Euleri). 
Lruwa |l Si N et ^ fuerint numeri inter se primi, tum quicunque numerus 4 ita potest repraesentari, 
. ut sit A — Nz--ny, et quia hoc infinitis modis fieri potest, dabitur casus, quo. rc. Sit enim 
A = Nf-4-ng, | erit etiam A — N (f —Àn) -i- n (g4- AN), 
| unde, quantumvis magnus fuerit. numerus f, ita accipere licebit À, ut fiat f —An«n; tum vero si f etiamnunc 
fuerit . T1 tum fn certe minus erit, quam zt: hic enim ipsi numeri spectantur, et perinde est, sive 
sint positivi, sive negativi. 


Lemma H.. Productum ex binis numeris, quorum uterque est summa quatuor quadratorum, in quatuor 


quadrata resolvere. E De 
Sit hujusmodi productum (+94 + d)(a?+ B?+ y* + 0%), 
ac sumatur ' A= -i-ax-i-bB -i-cy-1-d0, — B — af — ba — cü-- dy. 


C —--ay-- bà — cs — dB, | D — a0 — by cf — de, 
quorum quadrata si invicem addantur, omnia duplicia preducta ex binis se mutuo tollent, et quodvis quadratum 
latinarum literarum multiplicstur per omnia quadrata litterarum graecarum, atque hinc manifesto fiet 
+’) = A? + B* + C* DR. | 
Tasornzma. Si numerus primus N fuerit divisor summae quatuor quadratorum P°+ Q?-+- R*-A- S?,. tum 
ille ipse numerus N erit summa quatuor quadratorum. | " | | 
. DEMONSTRATIO. Quantumvis magni fuerint numeri P, Q, R, S, eos semper deprimere licebit infra = N; 
nam si loco P seribatne .P —AN, summa illa etiammune erit per N divisibilie; quod etiam de reliquis Q, R et 5 
valet, sicque singulae radices infra N deprimentur, ac si P adhuc majus fuerit quam: EN, ejas-loco scribatur 
N— P, quod certo erit minus quam à N. Sit ergo p*-i- g*-- r?*-4- s?. ista quatuor quadratorum summa per N 
divisibilis, ita, ut singulae radices minores sint quam 3" , ac denotet n quotum resultantem, ut sit 
00 10. 7 M —p»* erae 
et haec summa minor erit quam N*, sicque certo erit n< N. Jam sequenti modo istae quatuor radices ex- 
hibeantur secundum lemma I: | j 
p —'Na-i-na, = Nen, r— New, s z- Nd-i- nó, 
ubi litteras a, 5, c, d ita assumere licebit, ut sint minores quam an sive hoc fiat negative, sive positive. His 
jam valoribus substitutis habebimus 
Ne — N° (++ + d?) + 2m (aa + bB + cy + dB) + n° (a? +++ 05), 
ubi notetur esse, per lemma II, ac + bB +- cy + d — A. Duo posteriora membra sponte sunt divisibilia per »; 
ergo necesse est, ut etiam primum per n sit divisibile, At AN? dividi nequit per n, ergo necesse est, ut 


a*-4- b*-4- c*-4- d*. sit per n divisibile. Ponatur ergo 
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"+ tr den, et quia e *, Te 5, ecl 4 « pn. 
erit summa arbre PC, ideoque a^ «n5, ergo nn, 
nisi forte sit n — 1. Divisa ergo per n illa aequatione, prodit 
N — NW + 2NA + ^ ^e Pere my 
quae per s multiplicetur, ut habeamus 
In — N!2* 4. 9 Na' Ann (a+ 814- 73 a4 8*); 
quia autem m — a*-1- b* - c*-1- dt, ultimum illud membrum abit in 
(a + b!-+- c* -4- d?) (a? +- Per + 0*) = A* -- B* - C'+ D* 
per lemma Il; consequenter 
Ny — Nm? + 2m A -i- A+ B*- C4 D! — (+, A} + B°+ CH A- D*. 

Sicque formula Mn’ etiam erit summa quatuor quadratorum, existente »’<n. Eodem modo pervenire licebit 
ad formas ulteriores Na”, Nn'' eic. ita, ut sit n «Zn, n" n" etc. sicque tandem perveniri necesse est ad 
formam N.1, quae ergo etiam est summa quatuor quadratorum. Q. E. D. 

Hinc etiam sequens TukonzMA facilius demonstrari potest, quam hactenus est factum: 

Summa duorum quadratorum inter se primorum slios mom admittit divisores, misi qui ipsi sint summe 
duorum quadratorum. 

Lzwma. Productum ex duabus summis duorum quadratorum ipsum in duo quadrata regolvere. 

Sit productum (a 4- b*) (a* -4- 8*), et sumtis A— aa + b8 et B — a8 — ba , .erit 

(a* + 0*) (o3 - 8*) = A* -- B*. 
Si nunc N fuerit divisor formae p*-t- q°, posito quoto — ^, habetur N&— p'-- g*. Nunc igitur p et q ita erx- 
hibeantur, ut sit p = Na -4- na. et q — Nb-1-n8, ita, ut a et b sint minores quam $3" hincque ec n°, 
quo substituto fit 
Na == N* (a*-- 6?) + 206 (aa +- dA) -- n° (at 8*), 
quae cum per n divisibilis esse debeat, statuatur a?+-b*— nn’, et diviso per n erit 
N — Nn'+2NA + 5 (&* ^- 8*). 


Multiplicetur per «', erit 
Nn’— N*n'5- 2 Nn A + nn (ad? + p^ 


at nn’ (a? c8) AE, ergo 

In = N*a'*4- 2 Nn' A + A* 4- P — (Ne + 4} BY, 
sicque An’ est etiam sumta deorum quadratoram, ubi « <a s. Hocque modo uhefius progrediéndo dox per- 
venietur ad N.1. Gonsequenter N certo erit summa duorum quadraterum. . 


Alia demonstratio simplicior ejusdem theortmatis. 

Si numerus quicunque N fuerit divisor summae quatuor quadratorum P*-1- Q*-- R*-4- S*, quae singula 
seorsim per eum nen sint divisibilia, ille ipse numerus quoqne erit summa quatuor quadratorum, 

Demonsraario. I. llla quadrata semper ad alia reduci possunt minora quam (v. Ponatur enim 

P—ÓuN-cp, Q—02N-cQ., R—GN-r, S— ON =» 

ubi literse A, $5, €, D ita assumi possunt, ut numeri p, g, r, s infra semissem numeri N deprimantur, quibue 
substitutis evidens est, formulam p*-4- g*-4- r* 4— s? , quae utique minor erit quam N?, divisibilem fore per N 
el quotum fore minorem quam N. 

U. Sit ergo iste quotus — n, ut sit Nn =pP +! -+-r’+3s?, et ratione hujus numeri n radices istorum 
quadratorum ita exhiberi poterunt 

p=aron, qg—b+#fPn, r-—c--yn. et s—d-2 Ùn, 
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si pro «4, b, e et d etiam valores negativi admittantur, hos numeros itidem infra an deprimere licebit, 
ut sit a*4- b*-4- c* 4 d' 7 nf. 
Hl. His autem valoribus substitutis fiet | . 
Nam 4 te d* -1- 2n (ax + b + cy -+- dB) +-n°(a?-+- 92 yt-5 05), 
quae formula per lemma praemiesum abit in hanc | 
Na = a*-4- b* + + d* -1- 28A -- n* (of + BY? 0!), 
quae cum sit divisibilis per » ei bina posteriora membra jam in se sint per s divisibilie, necesse est, ut etiam 
pars prima «4*-1- B°:+-c”-4-.d? factorem habeat n. Quare pomstur a*-1- 4- ^ -1-4* — n". et dividendo per s 
habebimus - Nz— 4 -4- 24 -4- (a+ B5 -— y*-4- 87) 
IV. Multiplicemus nunc in *&', et in postremo membro loco nn’ substituamus valorem a*-4- b*-4- a+ d*, 
ut prodeat | Nu'—n'"-4- 2 A + (a9-4- 05-4- c*-4- d?) (a*-4- 83-4- 12 09). 
At per lemma praemissum hoc postremum membrum transformatur in A?-+ B5-1- C*-4- D*, ita, ut nume ha- 
beamus Nw — n^ -4- 2n' A + A*- B’+ C D, | 
an sive Na' — (n' 4- A)’+ B3 - C*-3- D* — summae quatuor quadratorum. 
"V. Cum autem sit nn — a+ + c*-4- d*  n*, utique erit n <n. Quemadmodum igitur ex forma An, 
quae erat summa quatuor quadratorum, pervenimus ad'hanc minorem N^', etiam aequalem summae quatuor 
" quadratorum; ita ulterius pervenire lieebit ad formulas Nn^; Nw" etc. itidem quatuor quadratis aequales, iia, 


""t 


wt numeri »”, ^^, m‘, etc. continuo diminuantar. Tandem ergo haec diminutio usque ad unitatem deducetur ; 


ita, ut tum futurum sit N.1, hot est ipse numerus propositas JV aequalis suramae quatuor quadratorum. Q. E. D. 

ConoLLABIUM 1. Haec adeo demonstratio locum habet, etiamsi N non fuerit numerus primus; dummodo 
ergo numerus quicunque N fuerit factor vel divisor summae cujuspiam quatuor quadratorum, twm certe is ipse 
numerus quoque erit summa quatuor quadratorum.' 


ConotLARIUA 2. Quodsi ergo demonstrari posset, proposito quocunque numero N, semper exhiberi posse 
summam quatuor quadratorum per eum divisibilem, tum utique completa haberetur demonstratio thcorematis 
illims Fermatiani, quod omnis numerus sit summa quatuor quadratorum, vel etiam pauciorum. 


Tumonzsa. Proposito quocunque numero primo N, semper exbiberi posaunt quatuor quadrata, singula 
minora quam N”, qnorem summe per illum numerum sit divisibilis. 

Demonetaatio.. I Ratiome numeri prepositi N omnes plane numeri in aliqua sequentium formularum 
erunt contenti AN, AN--1, AN-2-2, AN--3, AN-r-b,....AN-- (NV — 1), E 
equarum mumerua.eat 2: N, Singulae. autem hae formae non omnes continent numeros quadratos; dantur seilicet 
inter illas ejusmodi formulse, quae numeros qusdratos involvunt, reliquae vero quadraía; prorsus excludunt. 
Seposita enim prima forma AN, quae ipes multipla nwmeri N centinet, reliquarum primae AN-4- f et ultimae 
AN -4- N—1, nel (4-41) N—1 quadrata in eadem formula continebunter, nempe AN-1- 1. Eodem modo qua- 
drata secundae et penultimae formulae continentur in formula AN-1- & Simili modo quadrata tertiae et ante- 
penaltinise continebunter in formula. AN -4- 9, quarum formularum multitudo est = (N —1), quae scilicet in se | 
complectuntur qnadreta. Beliquae formulae omnes ab his diversae quadıala penitus excludunt, quarum nu- 
merus itidem est — > (N— 1) 

IF. Sint formuhe illae quadrata admätentes: 2N+ a, AN +b, AN-$- c, AN -1- d, etc., quarum numerus est 

a (N—1) et modo vidimus, inter hos numeros a, b, c, d, etc. reperiri quadratos 1, &, 9, 16, ete. quamdiu 

seilioet suat minores, quaus M  Majorunt enim residen ex divisione por A reete sumuatur. Formnlae autem 
unes peritus excludentes «int: : Ave, AN -- B, AN+Y, AN-«d, eto., quorum numerus itidem oet 
g A9. 
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IH. Facile autem demonstrari potest, binas formulas príoris classis in se multiplicatas etiamnune ad prie- ' 


rem classem pertinere, scilicet cum prior classis contineat formas a, b, c, d, etiam continebit producta ex binis 
vel quotcunque horum numerorum. Scilicet producta ex binis mumeris prioris. classis etiam ip priore classe 
occurrent, cujusmodi eunt ag, bb, cc, etc. Tum vere productum ex numero prioris classis in numerum poste- 
rioris classis cadet in classem posteriorem. Denique productum ex binis numeris posterieris classis etiam cadet 
in classem priorem. : 

‚IV. Jam si in prima classe occurreret formula iN—a, sive quod eodem redit, 4N-4-N— a, darentur qua- 
drata formae AN+a et AN—a, quorum ergo summa foret per N divisibilis. Quare siquis: neget, dari eunmam 
quatuor quadratorum per N divisibilem, enulto magis negame debebit, dari adeo summam duorum quedretarum 
divisibilem. 

V. Quo igitur nostrum theorema demonstremus, 4umamus tantisper, non dai summam .quatuor vel pau- 
ciorum quadratorum, quae non esset divisibilis per numerum propositum N, atque ostendemus hinc maxima 
absurda esse secutura. 

VI. Ista igitur opinione quasi adoptata, quia numerus — a vel N—a in priore classe non occurrit, certe 
occurret in posteriore classe inter numeros c, fJ, y, à; ergo inter numeros a, f, y, © occurrent numeri —a, 
—b, —c, —d, ideoque eliam negativa quadrata —1, —&, —9, — 16. 

VII. Eodem modo ostendi potest, numerum —a —b certe non in priori classe contineri; si enim ibi con- 
tineretur, darentur.tres numeri quadrati formarum A4N-4-a, AN-+b et AN—a—b, quorum summa esset per N 
divibiBs; quod cum hypothesi repugnet, hic numerus — a —b in posteriori classe reperiatur necesse est. 

" VI. Quia autem in posteriori classe reperitur —1, productum ex —1 in —a—b, id est -a-+-b in 
prima classe continetur; sicque in priori classe jam occurrerent numeri 1,:2, 4, 3, 8, 9. 10, 13; eorundem 
autem negativa occurrent in classe posteriori. u 

IX. Cum ergo formulae AN-+1 et AN-1-2 sint prioris classis , ibidem non | continebitur formula AN— 3, 
quia alioquin haberemus tria quadrata harum formularum, quorum summa foret per N divisibilis. Quia ergo 
— 3 non in priori classe continetur, continebitur in posteriori; ejus vero productum in 1 hoc est +3, con- 
. tinebitur in priori. 

X. Sit autem generalius f numerus quicunque primae classis, atque dico, in prióri élasse formulam 
AN — f —1 non contineri, quia darentur tria quadrata, scilicet AN-1-1, AN-+f, et AN—1 — f, quorum summa 
foret divisibilis per N; unde numerus —f —1 in classe posteriori reperiatur necesde st; ejus.vero negativum 
--f--1 in priorem classem cadét. | 
. XI. Admisss ergo illa hypothesi, si formula quaeeunque AN-+f in'prima classe contineatur, ibidem quoque 
occurret formala 4N-r-f-1-1; quocirca in prima classe occurrerent ommes istae formulae: 

| AN+1, AN--2, AN--3, AN--, etc. 

hoc est omnes plane formulae forent priorie classis, simul vero in classem posteriorem ligrederiatr omnes isiae 
. formulae: : |. AN —1, AN —2, AN—3, AN—, ete. | 

hoc est omnes plane formulae tam in priore quam in posteriore classe éccurrerent. Qware cum ante sit osten- 
sum, in priore classe tantum occurrere 30 —1) formulas et totidem in posteriore, absurdım' est: manifestum, 
quod inde ortum est, quod falso supposuimus, non dari summam trium quadratorum per N divisibilem ; quam- 
obrem verum erit, dari summas trium quadraterum per. N divisibiles. Multo magis. ergo dantur | surtimae . que 
tuor quadratorum per N divisibiles. Q. E. D. E en 7 

ConoLLarium Cum ergo, proposito numero primo quoounque N, déntur susmse non aelum quatuor 
sed etiam trium quadratorum per illum divisibiles, ipse ille numerus N erit quoque sutuma quatuor quelra- 
torum, vel et pauciorum, et eum producta ex binis vel pluribus numeris, quorum singuli sunt summae quatuor 
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quadratorum, sint etiam summae quatuor quadratorum, jam rigorosissime demonstratum est, omnes plane nu- 
meros esse summas quatuor quadratorum. 

OBSERYATIO SINGULARIS. Cum productum ex binis numeris, quorum uterque est summa duorum qua- 
dratorum, etiam sit summa duorum quadratorum, tum vero etiam productum ex duobus numeris, quorum 
uterque est summa quatuor quadratorum, quoque sit summa quatuor quadratorum. Hinc concludendum videtur, 
' idem etiam de summis trium -quadratorum valere, quod autem longe secus se habet, neque etiam eo modo, quo 
in lemmate superiore sumus usi, talis forma (a*-1-5*-4- c*) (c*-4-8*-4-,?) ad tria quadrata revocari potest. Fieri 
enim saepe potest, ut productum ex binis summis trium quadratorum non in pauciora quam quatuor quadrata 
resolvi possit, veluti 3— 1-1-1-4- 1 et 21 — 1-1-6-1- 16; horum tamen productum 63 nullo modo in pauciora 


quam quatuor quadrata potest resolvi, quandoquidem est numerus formae 8n— 1 sive 8n-1-7. 
À. m. T. I. p. 177 — 186. 


35. 
| (N. Fuss 1.) 

Tuxorema. Nulli numeri in seqnentibus formulis contenti in duos numeros trigonales resolvi possunt: 
I. + 5, 8 ' | 
H. En + 5, 19, 26, 33, 40, #7 
Ill. Sîn+-867, 74 
IV. 121n-+ 8, 19, 61, 52, 63, 74, 85, 96, 107, 118 
V. 361n--15, 33, 52, 71, 109, 128, 147, 166, 185, 204, 223, 242, 261, 280, 299, 318, 337, 356. 

Specimen DEMONSTRATIONIS pro formula &9s -+ 19: | 


Sit 49 + 19 — MS + | 
392n +12 — kaa -t- ka -4- &bb + V5, | 

ergo 3925 -r- 154 — (2a + 1)*+-(2b+- 1), ideoque. summa duorum quadratorum. At numerus 392n + 154 

factorem habet 7, ideoque duoram quadratorum summa esse nequit. 


Proprzma. Numeros in hac forma contentos zx +7 in quatnor quadrata resolvere. 








, erit multiplicando per 8 


SoLvrıo. Formula xx -+-7 transformatur in haa: 
(x—1)*-2-2x 4-6, vel (x—2) +hx +3, vel (z—3)'-- 62 —2, vel (x—4) + 8x—9, 

vel in genere u (0 (z—n)*2- 2nz —ns +7, 07 
unde si 2nxæ—nn+-7 in tria vel pauciora quadräta resolvi potest, quaesito satisfiet. Plerumque statim una barum 
formularum priorum negotium conficit. Verum dantur etiam casus, quibus longe progredi oportet. Veluti si x 
fuerit 75, usque ad n — 11 progredi oportet, tnm enim fiet. 

| 753-4- 7 = 697 -4- 1650 — 121 +7 = 64° -+ 1536. 
Est vero 1536 — 16.96 — 16*. 6, a 6— & 2- 1-1 1, 
unde quatuor quadrata erant — 6&*4- 16? + 32* 4- 16°. 
Aliud exemplum multo notabilius est, quo x — 181; tum enim formulae supra datae frustra tentantur, donec 
perveniatur ad * — 52, tum autem fiet | | 

191?-4- 7 — 1282-4 19186 — 2802 — 128*-4- 16384 — 1287 + 128*., 

Sicque hic numerus ad duo quadrata. est reductus, neque ullo alio modo vel in tria, vel in plura adhuc qua- 
drata resolvi potest. | | 

Hac occasione sequens theorema omnem attentionem meretur. 

TuronrMa. Omnis potestas binarii 2” semper est numerus in hac formula contentus: zz + Tyy. 

L. Koleri Op. posthume. T. k 26 


# 
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DzMowsTBATIO. Sumto enim z—1e y— 1 prodit zr-4*7yy—2. Notum autem est enses pote- 
states formulae æx-+-7yy in eadem formula contineri, quandoquidem est 

(aa -+- Tbb) (cc + 7dd) = (ac + Tbd)* + 7 (ad E ic). - 
Hinc igitur per factores imaginarios erit | 


1--7.— 1--Y—7 A—-Y—7 . CV —TN^ ra —y —n 
2 = gg o tem r= (I) (7). 











Biuomii autem +7 potestates sequenti modo progrediuntur . 
| —-3+/V-7 — f(42Y— 
——$3 -— 
;-b—-y-—7 LH 3 

q -( ) 

1—37—7 "E \ 

= 

etc. elc. 


Harum formularum ambae partes seriem recurrentem constituunt, cujus scala relationis est 1, —2, unde si. 
+ — 7 





ex. gr. ponatur. —,— . — A, et quia omnes hae formulae per 2 dividuntur, istae formulae sequenti modo 
continuantur: 
2A=1+V—7 A* — —31— 3Y—71 
24!'— —3--Y—T 24! ———5—17V—71 
2A3— —5—Yy—1 2419— 57 — 11Y— 7 ° 
2A4—1 — 3V—7 24!—67--23Y — 7 
24:—11 —Y—7 DA — AT -- 45 Y— 7 
24 —9 +5 V— 7 24— — 181 — V— 7 
. ‘ 24'— — 13-7 V—7 etc. 
Cum igitur sit 
(= un MENT, erit (= "nero, indeque gn ISP, 


ergo — 2!5— 181*-- T. 
Ratio autem scalae relationis in hoc sita est, quod si ponatur 


a", fit :— 3 =" 

et sumtis quadratis erit zz — z —2, unde nascitur scala relationis 1, —2. In superiori progressione, ubi omnes 
termini in forma a+ b Y — 7 continentur, ii casus maxime sunt notata digni, quibus b est vel +1, vel — 1, 
quibus casibus pars rationalis fit maxima. Hincque sequens problema omnino peculiarem postulat solutionem. 


Les de = arbV 7, investigare eos exponentes a, pro quibus fit 


PropLema. Cum sit uti vidimus ( 3 
b—-t1, id quod fieri observavimus casibus n — 1, 2, 3, 5, 13. Quaerantur igitur casus sequentes. 
4 --Y —7 

2 








SoLvutıo. Cum esse debeat b — +1, reducatur formula ad hanc formam p(coso-3- V — t .sing) 





eritque 
pcosg = =+ et peinp= V7, unde fit ungen. bincque ang —V + et cosp — vi ‚sicque erit p—V2. 


Invento igitur angulo 9, ut sit tang o — V7 erit primo 


1+V—7 
3 


1+V—7 








— V2(cosp-+V—1.sinp) ideoque ( ) = 2°.(cosnp -2- V — 1 .sinng). 
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Quaestio igitur huc redit, ut membrum imaginarium fiat quam minimum, id quod evenit, quando angulus np 
quam minime differt ab x, vel 2r, vel etc. vel ir. Qnod si ergo statuamus np — ix erit TE - quamob- 
rem quaerantur fractiones proxime aequales ipsi -L earumque numeratores dabunt valores pro n. Cam igitur sit 


tang 9 — V1 erit I.tang 9 — 0,4225490, unde 9 — 69? 17' 43" — 249463". 


, EN un s P. 648000 (^ 
At vero x — 180°— 648000 , unde = 31463 — 1 


Evolvatur ergo haec fractio per continuam divisionem, eruntque quotientes 2, 1, 1, 2, 16, 7. Ex his _quotis 
formentur sequentes fractiones 


* 


1003, 3, 5, 9, "75 
0' 14" 1' 39' 5." 8’ 
ex quarum numeratoribus statim patet, quaesito satisfieri casibus 1, 2, 3, 5, 13, unde tuto affirmare licet idem 


evenire casu & — 213. Consideremus casum « — 13, eritque ' 


139 — 900° 50’ 19 — 180° 50' 19". 





13 
Nune vero est 12% — 1,9566950, 
13 | 13 
unde fiet 12% — 1,9566950 12° — 1,9566950 | 
| | cos 13p = 9,9999534 | Loin 13p — 81651040 
1,9566484 0,1220990 
19 13 
2% cos 139 — 90,5 — — ©, 2° sin 13p— — 1,2 — TV, 
. 13 e- ^ 19 — — y — 
eritque 27 sin 19 Y —1 — — 3 y-— 7, unde patet esse (dr T) = LM 


Cum sit 181*-1-7 —2 (27), erit 181*— 20 — 7. Consideretur formula Ze —'quy redésterque quadretum : Ponatur 
æ— 2y+-3 eritque yy+8yz-+2zz, cujus radix statuatur 
rl, eritque 8-3 ye Pas unde fit Le ZEN. 
Statuatur ergo y — pp —29q et £— 89g—2pq, eritque radix illa quadrata 8pg — pp —2gg, in qua ergo forma 
contineri debet 181, quod fit si q— 5 et p —44— 13, ideoque p— 33, vel P= — "7, ergo y——1 et 2— 130. 
et z — 128. Eritque ergo 181*— 2.128? — 7, uti habuimus 181?--7—2(2)". 
ll E À. m. T. II. p. 110—119. . 


236€ — 
(J.A. Ewiér.). 
Hujus seriei: 1?, 37, 6°, 10°, 157, ate. sl minimum. duodecim. termini conjungi debent, ut ompes numeri. 
prodeant. At seriei | 

1^, 2^, 3^5, V^, 5^. 6^, etc. 

ad minimum tot termini jungi debent quot indicat haec formula 
1 _ 3" 
g^ 


ubi pro P numerus integer proxime minor capi debet u 


--—-2—2-—I, 


si »—1, 2, 3 4 5, 6 7, 8 | pc 
fit I-— 4, b, . à, #9, 37; ' 73, 143, 249, . np 
Pro numeris. figuratia litera T ita se babet: "- | 
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T T | T 
1.2. 3. 4 5 6 | 1| 4.3. 5. 7. 9 |2]|1.1--a. 1--2a. 1-- 3a | a 
14.2.. 6. 10. 15.21 | 3 | 1.4. 9.16. 25 | & | 1. 2--a. 3--3a. + 62 | a4-2 
1. &. 10. 20. 35. 56 | 5 | 1. 5. 14. 30. 55 | 6 | 1. 3--a. 6-- 4a. 10-2 10a | a+-4 
1. 5. 15. 35. 70 7 | 1.6. 20. 50. 105 | 8 | f. ha. 10 -4- 5a. 20-4- 150 | a+6 
| 1. 5-ra. 15 -+6a. 35-+21a | a+8 
(Krafft.) 


Omnes illae superiores series numerorum figuratorum sequenti forma generali comprehendi possunt 


n+a (n+ nr 2a). (n-+-1) u. (n+3e). (a -4- 4) (n-+2) (n-+- 3) (n-+-4a) 
1.3.3.4 


4 ? 4.9 1.9.3 ete. 


pro qua superior littera T fit —a-1- 2n —2. | 
A. m. T. I. p. 234. 235. 


C. Analysis Diophantea. 
a) Quaestiones ad resolutionem unius aequationis ducentes. 


87. 
(X Euler.) 

PnosLema. Si fuerit z*— m, et proposita sit formula soeurs, À invenire multiplicatorem paz A-qz-er, 
ut productum (ax + be +0) (pz -A- qz A- v). - | 
fiat numerus ahsolutus non amplius involvens c, posito scilicet = m 4 

SoLuTio. Productum ergo erit | 

mapz + (ag + bp) m + (ar + bg + op) xx 
+ (br + cq) z + cr. 


Debet ergo poni entem —0 et orte — 0, tum enim productum erit 


m (aq + bp) + cr. 
Fit autem . . 6. pa em, 
unde fit ber -+- ceq — maar +- mabg; hinc. mabq — ceq = ber — maar, 
consequenter L= jo mea, 
Capistur ergo qu be—insa, r — mab — cc, erit p==ac—bb; ita wt multiplicator quaesitus sit 





(ac — bb) ex + (be — maa) z + mab — cc; 
ac tum productum erit 3mabc — m? a! — mb* — c*. 


A. m, T. L p. 50.31. 
— 


38. 
ProsLema. Invenire numeros & et y, ut fiat ay (ar — yy)=ann, existente a numero primo: ubí hi asus 
sunt notandi: 
L Sa=7, samater 2 —16 et y=9, tum enim fit EM 16. 9. 25. 
Il. 8i « — 13, sumatur z:— 325 et y — 36, erit zy (ze — yy) :x— 18. 25. 36. 301. 289: 
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Hl Si «—23, sumatur = — 156? et y — 133*, erit my (rx — yy) — 23. 156*. 133*. 289. 12025. 
IV. Ut a — M, capiatur z— 21° et y — 20, erit zy (zz — yy) — 61. 21*. 20°. 29°. 
V. Ut fiat « — 31, sumatur x — 40* et y — 9°, fit enim | 
"— ay (zx — yy) — 31. 9*; &0*. 72. M*. 
VI. In genere si capiatur z — kppgq et y — (pp — qq)", fiet 
ay ler yy) — (9p — 99 + pg) (pg — pp + 49) . a. 
Unde ai sit 2pq-4- pp—44 — aa, fit = ‘at illa formula 2pq <+- pp — gg fit quadratum samendo 
q—-2r$ et p—2rr + ss — rs. 
VII. Deinde vero si sumatur z — (2pp + qq)* et y — (2pp — qq)*, fiet 
ary (zz — yy) = 8pp. qq (8p*-1- 24*) 0 = (bp! g*)o 
unde fit  &U0-— bp-tr- gt = (2pp + 2pq -+ 34) (2pp — 2pq +). 
Unde si fuerit pp + 2pq + qq — (D, tunc erit « — 2pp —2pq-1- qq. At illud evenit 
si p—2rs et q—rr—i5—2n, unde fit a — pp -- (p — 4). 
VII. Ex casu VII, si p—5 et q—7, capiatur æ —99* et y — 1, erit 4 — 29 et zy (zz — y) —290; 


vel si capiatur © — 29.13* et y — 70*. 
A. m. T, I, p. $1. 22. 


39. 
(Lozeli.) 
ProsLema. Invenire numeros x, y, s, ut fiat ax=-+-Ayy=yzz, siquidem cognitus fuerit casus 
| 0 , aff + Bas — yh. 
SoLvrıo. Statuatur acz + Byy — (off -1- 899) (app -+ Pag)”, tum enim erit . - 
acc + yy — yh (epp + Pgg)*, sicque erit s — À (app -4- Pag); 
illud autem hoc modo per factores praestetur. Sit zVa + yV — 8 — (fV + gV — B) (pVa-t-qV — 8}, tum enim 
sponte fit z Va —yY — 8 — (fVa —gY — B) (pVa —qY — B», quarum formularum productum ipsa est aequatio 
supposita. Prior.autem evoluta dat | | | | 
zVa 4- yV—8 — afpp Va — Bfqq- Va 28gpq Va 
+ agpp Y — B — 89qq V — B-+2afpgV — 8 
x = f (epp — Pag) — 289pa 
y — g («pp — Bga)-+-2afpq 
ac tum erit x —À (app + 894). 
Verum haec solutio nondum est generalis, eodem modo enim ponere potuissemus 
Gex + (yy — (off + Pag) (pp + 289), 
unde fit z — A(pp-1-«849). Pro hoc ergo casu statuatur 
z Va a- yV —8 — (fVa + gV — B) (p -4- V —of)*, 

cujus evolutio praebet cz —= f (pp —af qq) — 2gB pq 

| y — g(pp — af qd) 3- 2f pa. 
Verum ne hi ambo quidem casus solntionem praebent generalem, cum sine dubio ejusmodi casus dentur, qui- 
bus z non per À fit divisibile, quare pro solutione generali statuatur . 

ac + Byy — (aff + 89g) (cn pp + Bngg) , unde fit z — in (app + Pag), 
ubi forte » potest esse fractio denominatoris À. Statuatur igitur , 
z Ya -&- yV — 8 — (fVa -- 9V — 8) (pVan + qV — An)”; 

cujus evolutio praebet mE : 
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x = f (anpp — (qq) —26ngpq, y — 9 (anpp — Angd) + Sonfpt. 


Videamus igitur an esse possit & — t. manentibus & et y integris. Cum igitur sit 
= (ero fee Wn (|y er — Pe t eft. 
quod evenit si p et q ita sumantur, ut fq-i-gp fiat per A divisibile. 


(W. L. Krafft.) 
Problematis supra propositi solutio facillime sequenti modo absolvetur, siquidem constet unus casus, quo 
sit aff + 8gg — yhh, ubi scilicet z—f, y—g et z—h. Statuamus z — fp-i-Bgq et y—gp —o[q, tum enim erit 
az + Byy — pp (off + Bag) + «Bag (off + Bag) — hh (pp + ogg. — 
Sicque aequatio adhuc resolvenda erit Ah (pp + agg) — xz, ita ut pp aqq debeat reddi quadratum, quod fit 
capiendo p — rr — ass et q — rs, tum enim fit 
pp +- of qq —( rf + o 88)". 
Ideoque z — À (rr + aß). Ipsarum vero æ et y valores erunt | 
| gf (rr — ofss) + 28gre, y —g er— eu) —2afrs, 
ubi numeri r et 4 pro lübitu assumi possunt. (Conf. Comment. arithm. T. I. p. 556.) 
À, m. T. I. p. 95. 96. 98. 99. 
Ao. .. 
- (J: A. Euler.) 
TuHkonEMa. Si fuerint naa -A- pbb — O —cc et affe sig— c D — 44, tum semper assignare licet æ et y, 
. ut sit nzr-C-pgyy— 0s. 5/07 E ; . (07 


LS 


 Demonsra4rio. Cum dit pbb 2— cc — naa et 49g = hh — aff, erit productum 
| pabbgg — (ce— naa) (hà — nff) = ( (eh + maf — n (ah + fc)”, 
unde 'manifestum est fore n( (ah + fc}? + pgbbgg — (ch + naf)*, sicque erit 


qz —aGh--fe, y—bg et z-ccher nf, 
' À. m. T. I. p. 130 


AL. 

(N. Fuss 1.) 

ProsLema. Resolvere aequalionem Azz — une + vy, ex cognito casu Acc — paa + vb. 
SoLuTI0. A priore aequatione in cc ducta subtrahatur posterior in zz ducta, eritque 


0 — pu (ccxx — daz) -- Y (ceyy — 0622) ; 


. o p (cx -4- as) y (bz-4- cy) 
sive M (cea aax2) = y (bbaz ecyy), binc Tm. 7 me 
Utraque haec fractio statuatur =" et ex priore elicitur- 
ol a 
Lu Aq -- poy gr... 


ioa tutes zu o et ex altera z = | 
bp — naq vbq-t- ap ? 
qui duo valores inter se aequati dant 
. y — uvbeqg+- du abpq — bepp. 
c m9 a09g — àrbepq — app 
Statuatur ergo m — wagt — Dvbpq.—app * et y—wbgg-+ 2uapd — — bpp, 


sive z—a(uvqg—pp)—2»bpg el y=b(urgg—pp) + 2uapq. 
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Com autem sit — (bp — nag) — uq -i- py — ui» aq* — pr bp + nappg— bp" 
| == nag(pv qq-t-pp) — bp(uv qq--pp) — (uv qq-*-pp) (uaq — bp) 
binc f oL (u»qq-- pp) et z— —c(urqq -t- pp). 


€ 
Arıa SoLuTio. Quia semper f» 9, ^ invenire licet, ut sit Ah — ff-t- uygg, per hanc aequationem mul- 
tiplieetur cognita Ace == uaa + vbb eritque 
Acc M — paa ff + uvvbbgg + v bb ff + puvaagg == p (af + vbg) + » (bf — nag). 
Cum igitur esse debeat Azz — juxz + vyy, capi poterit z — ch deinde z—afa vbg et y — bf — uag, at vero ut 
fiat hà — ff-1- uvgg, debet esse 
f=wa—pp et g-—2pj, eritque h= wagt pp 
consequenter formula proposita ita resolvetur 
&—a(urgq—pp)-i-2rbpg et y — b (urqq—pp)—2uapq.- et 2 = 0 (uv 99 + pp) 
ConoLLAnIUM. Haec solutie duobus modis variari potest, prouti aequationes propositae aliter diepoauntur, 
scil. primo uzz—4Azz—»vyy et pau — Acc-- bb. Ad quem casum solutio praecedens revocabitur 
& loco À, HM, *, Z2, £8, y, c, a, b 
ponatur u, À, —Y, 2, 2%, Wy. a, c, b. 
Unde si loco p et q scribamus r et s obtinebimus | 
z—=c(—Àvss—rr)— Dbrs, y b(— ver) — Ders, tm a(— Àvss + rr) 
Eodem modo si formiulae datae ita disponantur vyy — 1z:—uxx et vbb — dec — uaa unde 
g loco À My Y. X, ©, y. €, a, ‘b 
ponatur 9, À, —u, y, 2, %, b, €, 8 
tum loco p et 4, t et v, obtinebitur 
g — € (Aus — 1t) —2uatu, g — a (— Aus — ft) — Actu, y-b(—Auwwu -- tt). 
Has igitur tres solutiones ita aspectui opponamus: 


Solutiones X "y 2 2 
1 a (uv gg — pp)-+-Zvbpg, b (uv qq —pp) — Zuapg, - e(uv gq-3-pp) 
Il a(rr — Av ss) bir) ers, c(rr-A-Ày ss) +-2rbrs 
Ill a(tt-1- Ag uu) + Dectu, bit — Au wa), c (tt-41- 4g uu) + 2uatw 
d 694 — pp i-6p3. 690 — pp — #pg, | 699-+-pp 
Il rr — 15ss, rr +-15s-+-10rs, _ rr+-15ss-+-6rs 
IIl tt-- 10uu -1- 10e, tt — 10Ouu, ti -A- 1099 1- Mu. 


Ubi notatu dignum, quod ternae formulae in qualibet oelumna eosdem numeros praebere queant, dummodo 
fuerit Ace — uaa +- vbb. 


Eseumrrum. Bit proposita haec formula 523 — 222 + 3yy, ut ait 1— 5, n—2 et » —3, tum vero quia 
5.12— 9.124 3.12, exit c—1, a — 1 et b—1, unde ternae nostrae solutiones in tabella hie supra apponasus. 
Hinc si p —1 et q— 1, erit z— 11, y—1 et z—7; si p—1 et q—z —1, erit 2— +1, y —9 et x—7, 
qui valores satisfaciunt. Sit porro pro secunda solutione r —1 et s—1 eritque z — -t-1& seu +7, y — 26 
seu 13 et 2 — 22 seu 11. Unde fit 5.2 — 2xz-1- 3yy sive 605 — 98 +507. Sit r—1 et 5— — 1, ut sit 
z—14 seu 7, y—26 seu 3 et 2 —— 10 seu 5. Pro tertia sit (1 et «—1 et erit x — 21 seu 7, y— +9 
seu 3 et z— 15 seu 9. Sit /—1 et u— —1 fietque r —1, y — #9 et z — 1. 

A. m. T. I. p. 299. 300. 
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AS. O9 
(J. 4. Euler.) 
Criterium ad dignoscondum, utrum. hujusmodi aequatio [xx -+-gyy — hzz si possibilis , nec ne? 

Si est possibilis, casu h —a, tunc etiam erit possibilis casu he Pr, hic scilicet . pro p ejusmodi nu- 
merus sumi debet, ut pp + fg divisorem habeat a, fuerit nempe pp -4- fg — ab et aumto q—2a etiam casu à— b 
erit possibilis: Tum vero pro b eodem modo operatio instituatur, sicque continuo ad minores numeros perve- 
nietur, donec tandem judicium fiat facile. | 


, ExrwPLuM. L Sit 7xx+ 113yy—11k2z, quae aequatio an sit possibilis, quaeritur. Hic est f — 7, 
9 — 113, et quaeritur an sit possibilis casu À — 114 — 2.3.19? Statuatur ergo 


| CL MA(ppa- 791) E a . — 414.800 — 
= et sumto p —3 et 9 — 40, prodit casus à — 1600 = 57. 


IF, Nunc iterum fet Az gr et fiat pp-1-791 divisibile per 19, quod si fieri potest, dabitur casus 


quo p «19. Ut, ex. gr. pp-1- 12 fiat divisibile per 19, debet esse p —8, unde = = 45. 


HI. Quaestio ergo huc est reducta, an aequatio 7rz-+113yy — 1522 sit possibilis? quae hoc modo reprae- 


À 





sentetur 15zz— 7zz — 113yy, ubi f—15, g— —7, fg— — 105 et à — 113. Nunc fiat h— Mer 105) ,, 


reddatur pp— 105 divisibile per 113, quod fit sumendo p—52, tum autem fiat À — 119-2599 __ 113.113.23 


DO 0 
ergo quadrato sublato fit k—23 et quaestio huc est reducta, an aequatio 1552 — 7x — 23yy ait possibilis. 
IV. Fiat ergo = PS sitque pp— 13 per 23 divisibile, sive pp— 23n-1-13, quod fit si & —1 
et p— 6, ergo À — —33.69 ___3. Habetur igitur haec aequatio | 


D 
1532 — Tax = —3yy, sive "7zx—3yy — 15zz, 
ubi f—7, 9— —3 et fg— —21, h—15. 


V. Fiat nunc az GR ED, Sumatur p—5, erit À—— =—3, ergo sequatio 722 — 3yy— —3zs, 
quod actu evenit si z —0 et y — z, atque hinc sequitur ipsam aequationem propositam esse possibilem. 





—15.5 
C 


‘Nota. Revera autem est possibilis: si enim capiatur £ — 2 et y — 1, fit 
C. 0t Tax -34-113 — 456 sive 7x2 — 3843 et zz — 49 — (7. 
Ita semper aequatio si fuerit possibilis, ad talem formam reduci poterit axx+-byy — ass, cui 
manifesto satisfit sumendo y=0 et : — x. | 


E (Krafft.) 
Judicium hoc reddi potest adhuc facilius hoc modo: 
2.3.19 (p*-4- 791) 
m 


Cum sit À — , capiatur p ita, ut p*'4-791 divisibile fiat per 2.3.19. Primo autem fit di- 
visibile per 2, si p--2n-1-1; at vero per 3 fit divisibile, si p—3n-1. Utrumque 'igitar obtinetur, si 
p--6na-1. Restat, ut p*-+-791 sit per 19 divisibile; quod fit, si p* per 19 divisum relinquat 7; sive debet 
esse p°— 1%-+-7, ergo 19n-31-7 debet esse quadratum, quod fit, si^n — 3, eritque p—8. In genere ergo hoc 
flet si p—19n--8, hoc est casibus p—8, p—11, p—27, p—30, p=46, p—49, p—65, etc. inter quos nu- 


meros reperitur statim 11, qui est formae 6n4-1. Sumatur ergo p— 11, eritque p*-4- 791 — 912 — 114.8, 


_1142.8 
ergo h =7 





et sublatis quadratis À—2. Res ergo eo redit, an sit 72?-+-113y*—2z*. Quia hic est A=2, 


(m? 
sumalur iterum N), Ponatur p—7, erit kt — 105. Si sumsissemus p—3, prodiisset 


e 
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| 2 
= 2 — f, et jam quaeritur, utrum possit esse 7z*-1-113y* — z?*. Sumatur ergo ^ == mm et sumatur 
p=P, erit =, et cum quaestio sit de forma 7z'-1- 113y*— 17.1132”, debet esse æ — 113v, ideoque 
7.1130?-+-y?—=7z*. Felicissime succedit, si in aequatione h=p"+-791 capiatur p=—7.4. Tum erit 
2 
Rh 4^.16-- 7.113 — 1.225 —7, 
qq qq 


ergo ventum est ad 72*-1- 113y* — 75?, quod fit si y—0 et »—z, ergo proposita aequatio est possibilis. 
Haec solutio isti innititur principio: si fuerit fz*-1-gy*— Az, multiplicetur utrinque per p'-- fgq* fietque 
h (p*-- fgq*) 2 — fp* 2" + gp y* + Page + fg* q* y" — f(pc + gay -- g(py — fax). 
Ergo 8i ponatur " —pr--9qy et y = py — fgx, erit fx” *a- gy! = A+ fgq*)z*; adeoque si aequatio proposita 
fuerit possibilis, etiam haec erit possibilis et vicissim. 

Jam sumto g—1, habebitur praecedens forma k(p*-+-fg). Si nunc p ita sumi potest, ut p*-1-fq divisorem 
habeat À, quod semper eveniet valore p <z h, et ponatur Pf — M , ita ut loco À habeatur À*À', sive 
omisso quadrato simpliciter À’. Sicque loco N prodiit novus valor À' illo multo minor; cum enim sit P<z 1 h, 
erit AN «^ — z Ma-fg, ideoque À re À + n. Sin autem pro p talis valor non detur, indicio id erit, sequatio- 
nem propositam esse impossibilem; non autem hoc judicium inverti potest; dantur enim casus, quibue aequatio 
nihilominus est impossibilis; veluti evenit in hoc exemplo 2z*-4-3y*— 7z?, ubi f— 2, ÿ—3 et A— 7. Hinc 
novus valor orietur A —'7(p*-1- 6) et sumto p —1 fit À—1, unde novus valor erit = 1(p*a-6), qui dat 
valores 7, 10, 15, etc., qui autem omnes nullo modo satisfaciunt; nam facile ostendi potest, aequationem 
2x*4-3y*— 2? esse impossibilem, sive 2z*-4-3y* quadratum esse non posse, vel enim z est divisibile per 3, 
vel non. Priori casu y non erit divisibile per 3, quia alioquin tota aequatio per 9 dividi posset, et posito 
z— 3v, formula erit 18v*34-3y*, quae divisibilis est per 3, non vero per 9, ideoque quadratum esse nequit. 
At si z—3vzc1, erit z* numerus formae 3^-1-1, ideoque 2x* —3n-1-2 et ipsa formula 2r?-+-3y? erit numerus 
formae 3n-31-2, quae forma quadratum esse nequit. | 

Simili modo judicari poterit, utrum hujusmodi aequatio generalior fx*-+gxy-+-hy"=—kz* possibilis sit nec ne. 
Multiplicetur enim utrinque per p*-t-gpq-i-fhg?, ut habeatur | | * 

(p*1- gpq + fha*) (fz* + gay + hy?) — k(p* + gpg + fhq*) z*, 
ubi notandum, prius productum semper reduci posse ad formam fX?’+-gXY-+-hY?, quod cum non tam facile 


‚adpareat, per factores irratiomales sequenti modo ostendetur: 


Quaerantur factores formulae fz*-3-gxy-1-hy*, quod fit ponendo hanc formulam —0 et radicem extrahendo, 
— gy-c yY (g* — Afh) 


ar , unde factores erunt 


unde fit x = 
a; fe gy y Vig?— Mn) (fe + gy — y Vig? — M8) 
. 1 1 Ve 1 ou vV gt — fh 
ve fer 5 yy V Qa'— ler go VG" — fh), 
el posito brevitatis gratia ag fh —1, ut fiat 
ft + guy ae hy* — À (far gy-t- VO (fz 5 qy—y VU) | 
Simili modo erit p* + gpq+-fhq = @+ 5 99-2 V) (p-- 5 99—qVi) et | 


[X* - XY HP (A+ =9P+ FVI) (fX+ a9Y — Vi); 
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baec ergo forma aequalis esse debet producto ex binis praecedentibus, quod fiet aequando alterutrum factorem 
producto ex binis praecedentibus, scilicet 


fX + mes YYt— (fe+ ey + VI (p ++ g+ V0; 
sic enim sumto VI negative, sponte fiet 
[X4 Y — YVI— (fe 4 99 — VD) (+ à $1— «V0; 


sufficiet ergo alterutram ita evolvisse, ut membra rationalia et irralionalia seoréim inter se aequentur. Tum 
igitur fiet ; | 
(A+ 359Y — (fe + 399) (0-3 99) + 1gy 


— pfe+ à gpy + 5 (as +29 0 hy 
Y — fqac + 999 + py. 

qui posterior valor in priore substitutus praebet 

fX—pfzr-—[hgy, hinc X—pz—hqy et Y= fx + gay-+-py. 
Hoc igitar demonstrato ex dato valore k alius investigetur k', ut sit & — k (p* -4- gpg + fAq*), omissis factoribus 
quadratis, capiatur autem q— 1, ut fiat: k — k (p*-4- gp + fh), et si aequatio est possibilis, loco p semper ejus- 
modi valorem reperire licet, ut formula p?-A-gp-i-fh factorem habeat k, quae posita — kk' dabit novum valorem 
k ; quod si succedit, talis valor ipsius p semper dabitur minor, quam j^ dum scilicet p tàm negative quam 
positive accipiatur, et sic valor k' multo minor erit quam k, unde continuo ad minores valores pervenietur, 
donec judicium facile reddatur. 

Res exemplo illustretur: Xc'-4- 16ay + 7y°, ubi f— 5, 9 — 16, À—7. Quaeramus casum possibilem, quo 
k=—7, quippe qui oritur, si x—1 et y—1, ita ut sit 5z*-1- 16zy-1-7y* — 7z?, qui autem maxime est obvius, 
sumendo x—0 et y=z. Ergo alium eligamus sitque 5z^-1- 16xy + 7y*— 593? ut sit k—59. Jam quaeratur 
k — k(p*-c 16p-34-35) et capiatur p ita, ut factor 59 tollatur, quod fit si p— 10, &k— 59.295 — 5.59*, unde 
k--5 qui casus est obvius sumendo y—0 et z—z. 


PnaosLEMAa. Invenire numeros f et q, ut fiat fz*-4-gy*—p^34- fg. 

SornuTi0. Erit ergo fs — [133 — gyÿ — — p'; addatur z*y* eritque (f— y*) (g— x*)— z*y* — pt. Fiat 
f-Y=oy—p, erit g—x"—xy+p, ideoque f—y*-- zy — p et g — x*-- ay -- p, unde si f detur, ob 
p—y' --zy —f, erit g — ty! --2zy —f, sive f-i-g — (xz--9)* —UD. Quoties ergo f-+-g fuerit quadratum, 
problemati satisfit; satisfiet ergo quoque, dummodo fuerit fm*-i- gn? — (1. 

THkonEMA. Si fuerit fz*-1-gy*—s5* casu, quo s—h; tum eliam aequatio subsistere potest, quoties fuerit 
s—A-r fg, dummodo hic numerus faerit primus. 

Hujus theorematis demonstratio etiamnum desideratur. 

ExrkuPLuM. Sit 22°-4-3y’—sz” quod fieri potest si s—5. Idem ergo praestari potest si fuerit s—5-+-24n, 
unde hi numeri primi oriuhtur: 5, 29, 53, 101, 149, 173, 197, 269, etc. Cum ergo sit 2x*-4-3y* — 101z?, ila, 
ut in superiori calculo sit À— 101; erit s — 101(p?-+6). Fiat p?-1-6 per 101 divisibile, sive p*— 101a — 6, 
unde nascetur haec progressio arithmetica l . 


0 1 2 3 4 5 6 
— 6 95 196 297 398 499 600. etc. 


" ex qua vero illi numeri ^ valores excluduntur, qui habent sequentes fermes 
3€e-34-1, ka, ba+-1, 5a+1, 5a-+-2. 
Casui nostro satisfit si p=1%, unde fit :—2; qui vero casus 2x*-1-3y* —25* est obvius; fit enim y—0. Pro 
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eodem casu fit s— 149; unde alius 149 (p*-4-6), ideoque 149n — 6 debet esse quadratum; unde excluduntur: 
3«-31-1, ha, ha+1, 5a+1, 5a+2, 

remanent pro # ergo 3x, 3&-1-2, etc. et in numeris 3, 14,115, 23, ubi p—21 satisfacit, seu n — 3; 

s— 149.3.149 — 3, unde iterum nascitur casus obvius. Omnes autem numeri primi pro s, quibus formula 

2x? -+- 3y°— sx? subsistere potest, continentur in his duabus formulis 24e -4-5 et 244 -4- 11, quibus adjungi 

debent 2 et 3 et praeterea nulli alii satisfaciunt, ita, ut satisfacientes ordine sint: 


2, 3, 5, 11, 29, 53, 59, 83, 101, 107, 131, 149, 173, 179, 197. 


Aliud judicium, utrum talis aequatio fx*-1- gy? — hz* sit possibilis. 


Dividantur omnia quadrata per numerum À et notentur residua, quae sint 1, a, b, e, d, etc. et quadratum 
x? det residuum a, y* vero det-b, sicque formula fz*-1-gy* dabit residuum af-+-bg, quod cum per À debeat 


esse divisibile, fieri poterit af-+-bg—0, ideoque b— -— ; ergo quodvis residuum si per I multiplicetur, iterum 





erit residuum. Quia autem zi est fractus, ejus loco scribatur x f, ubi n ita sumatur, ut &À —f fiat divi- 
sibile per g et quotus sit k, qui si inter residua reperiatur, aequatio erit possibilis; sin secus, impossibilis. 
Sic proposita aequatione 2z*-4- 3y* — 292? ‚ubi f=2, g=3 et h— 29, quaerantur residua quadratorum per 
29 divisorum, quae sunt numero 14, nempe: 


| QU 8 9015 2s 7 20 6 2, 13, 5, 28, 2s 22 


Quaeratur ergo 29^ —:9 posito n — 1. Quia ergo 9 inter residua occurrit, haec forma est possibilis. Sin 
autem proponatur 24-34? — 17:?, quadrata per 17 divisa dant residua 


1, & 9, 16, 8, 2, 15, 13. 





Nunc debet esse 





17 3 3 _ — numero integro 5, qui cum non sit inter residua, indicat sequationem esse impossibilem 


Hoc vero judicium non certum videtur, nam si aequatio bac forma exhibeatur 17;* — rt 3y*, uhi f—17, 


i, si ^ — 1, et denuo per 3 divi- 


dendo prodit 1, quod est residuum, et tamen aequatio est impossibilis. 


'g — —2 et À —3, residuum quadratorum est unicum 1; at vero 


Notari meretur aequatio 72?-+-2y?== 235*, quia ipse numerus 23 non in forma 7a*-1-2b* continetur, siqui- 
dem a et b sint integri; at si a—. et 510, fit utique S. 23. Per regulam primam autem ex 23 prodit 
alius 23(p*-4-1&). Sumatur p — 3 proditque unitas. 


(J. À Euler.) 

Ut dubium circa criterium postremum tollatur, observandum est primum, criterium eo redire, num inter 
residua quadratorum per À divisorum occurrat numerus — fg, sive nh—fg, qui si non occurrat, aequatio : 
frx+-gyy—hzz certe est impossibilis; sin autem occurrat, plus inde non sequitur, quam vel hanc ipsam aequa- 
tionem (rz-i-gyy — hzz, vel istam xx+-foyy — hzz esse possibilem; unde fieri potest, ut prior non sit possi- 


bilis, tum autem certo posterior fit possibilis. \ 
À. m. T, I. p. 201 — 207. 


43. 
(WW. E. Kraft.) 
ProsLema. Formulam mx’-+n quadratum reddere ex casu cognito ma'-a- n — bb. 
SoLuTio. Ponatur z —-r-y et forgula proposita fiet 


bb + 3maay -+ 3mayy + my! — 
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cujus radix ponatur b m = y; hujus quadratum 
bb + 3maay + _ yy praebet 


9ma* — 9a(bb—n) 








3a + y — db — 4bb 
unde y — — C ergo r— Sin autem radix ponatur b + —- p y * PYYy; erit 
| 9mma* 3mpaay? 
Imayy 4- my!— 2bpyy + 2, VE + PP. 
bb — 
Jam fiat Jma — 2bp -+- me n — bp + am », ergo 
9am (bb — 9ma  Jamn 
Hm mtr erço 
3ma  Jamn dma an - 
Pate (+) 
Superest haec aequatio 1 — t + m , ergo 
ppy __, Ipaa — 9ma*  97aà'mn 1 In — 97a nn 
na zei an 7 08 "BR 8 ^ 8M 
04 On LT7nn 1 18n  97nn 
——$,3-a tw Ue VC nr) 
(Leæell.) 


Annotatio ad superiorem formulam mx*-À-n — (2, ubi ex dato casu. ma*-i-n — bb ope transformationis 
elicutmus novum casum. 
Omni attentione dignum videtur, quod si n fuerit numerus quadratus —kk, ex casu cognito ma?*-1- kk — bb 
immediate duo alii elici queant hoc modo: Ponatur x — az, ut habeatur ma*z*-4-kk — (3, hoc est 
(Ub —kk)z'a-kk — [j— yy, ita ut sit (bb kk)z* — yy — kk — (y-4-) (y — à). 
Resolvetur ergo formula (bb — kk)z? eliam in duos factores, quod duplici modo fieri potest: 
I. Sit unus factor (b-1-k) zz — y-1-k, eritque alter (b— —k)z—y-—k, haec aequatio ab illa subtracta relin- 


quit (b-1-k)zz —(b —k)z—2k, cujus una radix manifesto est z—1, unde pro altera fi 


_-% — 9a. 
Fo SE T7— yk 
N. Sit jam prior factor (b —k)zz — y —k, et alter dabit (b-4- k)z — y-1-k, unde fit differentia 


(b — k)zz —(b-1-k)z — — 2k, 
cujus una radix est z—1, et altera go, € =, | 
Unde conficimus istud egregium TukonEMA: 


Si formula mz'-i-kk. fuerit quadratum casu æ —a, ita ut sit ma*-i-kk — 65, tum etiam quadratum 


erit his duobus casibus: 


rimo: NT t alte tt, 
p : {= bk? e To: b—k. 


Exempli gratia, ı cum formula 90z?-1-1 fiat quadratum casu r— i ; fiet enim 9o. ** 1 — 2, , ubi est 


1 2 2 —10.8 1 
-— k— — => cedo — — — 
8— TZ; 4 et b — 3 , bini c casus derivati erunt z— 9 el sen; ex priore enim fit ai +1= TE 
90.8 18.8 169 


et ex eri = C =. | 
posteriore — +1= — + 1 35 A. m. T. I. p. 490. 121. 
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A4. 
Omni attentione digna eat haec formula 181?+7 = ss nam: etsi 32 — 5*-4-7, tamen nullo modo dei 
181-4-Y —7 — (5-4-V — 7)*, verum tamen est 
181 RATE ee Ty. 
1+3V—7 ‚i-3/-7 
8 8 
fundiorem investigationem requirere. 


Notandum autem est —1; unde patet evolutionem illam' per factores imaginarios pro- 


PROBLEMA. Invenire in integris quadratum et cubum, quorum differentia sit valde parva, veluti 
' 32!—181'—7 et 253°—40— 9. | 
Cum proxime esse debeat x?—y?, ponatur æ — p*-i-a, hincque fit 
2 2 a aa 
— (y* $ — i .———— 
y — (p°+ a) — ppt > gp« ec. 
unde si p et a ita sumantur, ut haec formula proxime aequetur numero integro y, problema erit solütum; veluti 


sumto a —3 et p —2, formula illa dat y —5 et x — 11, fit autem 11? proxime — 5°. 
A. m. T. I. p. 197. 


AB. 
| (J. À Euler.) 
Si debeat esse 13xx + 12 — 0, valores pro x erunt 


.1, 2, 13, 23, 
quorum ordo ita se habet 


—23, —2, +1, +13, p 9 Fr 
existente r — 411g —p, ubi numerus 11 inde oritmr, quod | sit $n. S +1). 


Si debeat esse baa + 44 — (], valores: pro x erunt 
1, 2, 5, 7, 14, 19, 37, 50, 
quorum ordo ita se habet 


— 50, —19, —7, —2, +1, +5, +14, +37,....9p, 9 r 
et r=3g—p, propter $ WS. a1). | 


Ut 322 —153— C) debet esse x —7, 8, 9, 12, 16, 23, 28, quae multitudo est notatu digna et inde 


venit quod 143 — 11.13. 
, À. m. T. ). p. 195. 136. : 


A6. 
- PROBLEM«. Datis numeris a et b, invenire omnes numeros &, ut haec formula ar -+-b fiat quadratum, 
Ponatur xz — ayy -4- 2py + q et quadratum esse debet 
| aayy + 2apy + aq -1- b — OQ, quod fit, si p —Y (aq 3-9) 
Cognito ergo unico casu, qui sit aq-1- b — pp, erit 
x = ayy + 2py +, 
quae formula omnes solutiones, continet. 
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ExrMPLUM. Sit a—7 et b —2, et formula nostre 77 -4- 2. Quia 7.1-33-2—z3*, erit q—1 et p — 3, 
ergo omnes casus aunt 2 = 7yy = 6y + 1, quae formula preebet hos mumeros pro a: 


Existente y prodit x 
| 0 1 
1 7:5 6-1; 2 vel 14 
:|9 (| 29 + 12; 17 vel M 
3 64 + 18; 16 vel 82 
k 113 + 24; 89 vel 137 | 
etc. etc. | 
Lex progressionis valorum pro x: 


Dil. 1! 12 3 29 5 36 7 48 9 60 et. 
A. m. T. I. p. 214. 


Also =, oder x(æ+1)y(y+1)—25(z2+-1), oder 


pq.ac (xz -t- 1) y (y A- 1) = 2s (2-+ 1) . pq. 
Nun mache man pz(y-1-1) — 2qs und qy(z3-1) — p (z-1-1), so wird aus dem ersten Satze 


| en, und aus dem andere: ge TD. 1. 
Daher | 2gqy (zx 4-1) — 2pq — ppx (y-1-1), 
welches sich auch so darstellen lässt 

&y (299 — pp) + 2qqy — 2pq — ppz — 0. 
Es sei nun 2g9--pp==.a, so ist 
ppz-r- 2pq 








ary + 2qqy —ppx —2pq — 0, und hieraus y — 254-99" 
— 9r 
ve nen IEEE 
Es sei mmmehr ppdg— 2apq—2pg(pq—a)—fg, so haben wir pp —ay— — an Nun setze man az -4-29—f. 


80 wird pp — ay — g, folglich y„-r— und gm wo leicht zu machen, dass a — 1 sei. 


Exsmreı. Man nehme p==7, q=5, a—1, so ist fg — 34.70 — 5.5.7.17. Daher wird 
£—f—50 und y-c-149—g. 


Es sei 9 — 20, f — 119, so dt - £-—69 und 9y-— 29; 


also die zwei Trigonalzahlen 35.69 und 15.29. Da nun „ed —7.69.3= 1449, so ist 


£Z5-1-5 


$ —1549.725, welches in der That — 69.35.29.15 ist. 
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Es sei ferner f—85 — 5.17, so wird g=4.7=38, æ— 35, y— 21; mithin die beiden Trigonalzahlen 
35.18 und 11.21. Es ist aber = 7.7.11 — 539, also 


23 +5 


j — 539.270 — 35.18.11.21. 





À. m. T. 1. p. 954. 


AS. 
(N. Fuss 1) 
PaosLema. Invenire numeros integros æ et y, ut fiat are — byy — A. 


SoLUTI0. Primo notandum est hoc fieri non posse, nisi fuerit À — aff —bgg; deinde quaerantur per pro- 
blema Pellianum numeri m et s, ut fiat mu — abnn-1-1, sive  — V(abun-1-1). Cum ergo sit qun — abnn — 1, 
4— 1; ponere igitur licebit | | 
aza — byy — (aff — dgg) (mm — abnn}#, 
quae forma in factores irrationales resoluta dabit 

z Va -4- yVb — (fVa -4- gVb) (m 4- *Vabj^, 
quod posterius productum evolvatur et termini signo Va affecti aequentur ipsi x Va; reliqui termini signe Vb 
affecti aequentur ipsi y V5, hocque modo tam © quam y per numeros integros determinabitur, quod exemplo 
illustremus: 


erit quoque (mm — abnn) 


ExruPLuM. Quaerantur numeri x et y, ut fat 3æx—yy—2, ubi 4—3 et b —1; erit autem 2—3ff — gg 
sumendo f—1 et g — 2-1; quia igitur ab — 3, fiet m— V(3nn-1-1). Sumendo & — 1 et m — 2, unde nostra 
formula erit x V3 + y — (V3 + 1) (2 + V3)* 

si À—0 erit zV3--y— V3+1 
A—1 *« zV3--y-— 3V3—+5 
A-—2 « zV3--y— 11V3+19 
1=3 « 2xV3+y— MVS-4-7A 
i=b « — zV32-y—453V3 + 265. 
Ceterum valores tam ipsius x quam ipsius y constituunt series recurrentes, quarum uMimus qnisque terminus 
per 2m multiplicatus demto penultimo, praebet sequentem; sic in nostro exemplo, ubi 2m — &, litterse z et y 
ita procedant $—1, 3, 11, 41, 153 
| yet, 5, 19, 71, 265. 
Occasione preblematis Pelliani, seu formulae m — Vlabnn +1), praeter casus, ubi est vel ab —aa + 1, vel 
ab — aa + 2, etiam sequentes casus generaliores locum habent, scilicet si fuerit ab — «238 + B, fiet nn —4aa 
et n — 2a et n —2aaf +1. Deinde si fuerit ab — aa + 28, erit n» — a et m—aab + 1. | 
| | À. x2. T. L'p. 977. 


A9. 
PnoBLeMa. lnvenire duos numeros p et q, ut fiat (pp + 1)! +- (qq + 1)! — CJ. 
Sorurıo. Ponatur pp-4- 1 — zz — yy et qq +1 — 2ry eritque pp — zx — yy —1 et q94—2s£y — 1. Sit jam 
p-ar—sz, erit 222 — zz3 — yy-1- 1, unde fit . 
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_ ++ À 
= — $9. — 9 


Statuatur nunc y — nz fietque qq — nzz-+n’zz-+-n — 1. Capiatur ergo n=2, ut sit y—23, erit qq4— 102*--1, 


yss + y*-- y 
3 


hinc gq — 1. 


cui satisfit: 


tum erit =, ergo q— —- Porro y=——, unde = et p. Tum igitur formula 


. 29 
1) Si ı=5; 9 
ipt 1) + $1) erit quadratum radicis xz + 94 , 16 109 
16 9 , q wu 9 — 14 





(98 198. ME _4 2o Bu--) 101 
2) Sumatur glg et go hinc q— g; tum vero y — q4- er =: 89 
" __2_8, 
7 81 9 8 
. ’ Y 181 " — 109 
3) Sumatur z —6, erit gg — 361 et q— 19, porro y — 12 et TT t€ P. ergo 
109? 2 , fist? 2 
A. m. T. I. p. 279. 
509. 


PROBLEMA DIFFICILLIMUM, 


quo quatuor biquadrata quaeruntur, quorum summa itidem sit biquadratum, 
: sive ut sit At+ B’-+-C'+- D' — Et, 


siquidem fieri potest, sequenti modo tractandum videtur: 


Statuatur scilicet A3 ; pi it em et pe tum enim fiet 


po pn-3-q9-77- 53 


, 
n 


ita, ut haec quinque formulae quadrata reddi debeant. Incipiamus a prima et ultima, ita, ut reddi debeat 


Cum igitur sit aa-1-063-2ab — (1, statuatur 


PTT — dat bb et — — 2ab, 
fit ergo s—=2nd=0D. Sit 2n=aß et statuatur a — aff et b — Egg eritque . 
s=aaßßffgg, ergo s—aBfg = 2nfg; 
tum vero esse debet ELEM — aof*-- 88s". 
Pro reliquia conditionibus faciamus €: — kpfg — kxz, unde p = porro 1 — kgfg — Ayy, hine q = 


, pro 
9rs £z . - . . : 
quarta —— krfg — zz, habemus r — "X Hine superest ista aequatio 


pp-3-qq-crr 
Q^ 


—acof*--089*, sive pp--qq4-rr — Y aß (acf *-t- 889*), 


et loco p, g, r valores inventos substituendo 


4 4 4 4 . , { 
pagg tg. laaft+ Bla). sive aae y'a st va ffgg (auft+ Bhg'). 
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Quodsi jam hic restituamus aff— a et 899 — b, colligitur z*-- y*-1- = > ab (a8 + B0). Quaeritur ergo num 


huic aequationi satisfieri possit; tum autem fiet e 
* 
—1 — —58 QU —" 
= 3 °P: s—2nfg vel affg, et P= 7: =, et ro. 
atque hinc porro A=a—b et E—a--b, B-—2x, C—9y et D—, 


verum ne his quidem ambagibus est opus, cum enim fieri debeat B*-1-C*-,- D'— E*— At. Statuatur 
A-a—b et E—a+b, fietque Et AS— 8a3b-4- Sab — Bab (aa -- bb), 


ergo irinque | per 16 dividendo prodit 


B*-- C*2- D^ 


g ab (ga + db) — 16 


= et + y + xt, 


.- A. m. T. I. p. 281. 


51. 


Notatu digna est haec formula: 1-+2— 3°, quae fit quadratum sumto z— 3. qui tamen valor per re- 


gulas vulgares non elicitur. Hinc ista quaestio: - _ 


M | | 
Numerum 2 dividere in duas partes æ et 2— x, quarum productum 2r—æx sit numerus formae 


z'—2; tum enim erit 1—2x-- zz — 1-4 2—s*, ideoque 1—2z—Y( -4-z— s). Sumto ergo 


2-5, erit do, hinc =; et altera pars 2—2—2, quarum productum est 
| 2x — xx =, at vero z! AXE. _ nu 
| gm 799 9 m 
A. m. T. I. p. 295. 
89. :! 


Tugonzma I. Si p denotet numerum primum quemcunque, talia aequdtio z*—py*-ppx* semper est 
impossibilis 
DEMONSTRATIO. Quia enim esse deberet z* divisibile per p, ideoque 5 — pA, unde fieret. 


ppA*'— y 2 pa?, sive y*— ppA?! zr pz*; 
foret igitur etiam y divisibilis per p. Sit ergo y—pB, unde fieret ppB°—p4#x", hinc ergo etiam æ divi- 
sibile esse debet per p; hincque ponatur x —pC; unde fiet ppC #— A’—pB°; foret igitur éodem modo A —pD, : 
foretque ppD*— pC?-1- B*, tum vero etiam B per p  divisibilis esse deberet, porro etiam C, D, etc. in infinitum. 
Hoc ergo modo singulae litterae z, y, « non solum per p, sed etiam per pp, per p* atque adeo per p” de- 
berent esse divisibiles ; quod cum sit absurdum , veritas theoremalis est evicta. 


Tugonzma H. Si numeri a, b, c fuerint primi ad p, ita ut nullus eorum per p sit divisibilis, tum etiam 
haec aequatio az? --bpy*zt- + cppx*— 0 semper est impossibilis. ° 

DEMONSTRATIO. "Quia enim a per p non est divisibile, z deberet esse divisibile, tum vero etiam pari 
modo y et x, sicque ad eandem sequationem pervepiretur, unde patet impossibilitas, uti casu praecedente. | 

ConoLLARIUM. Eadem demonstratio - quoque habet locum, si p fuerit productum ex duobus vel pluribus 
numeris primis diversis, veluti si git p — 2.3, vel 3.5, vel 3.5.7, etc. | 
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Tasornema IH. Si p sit vel numerus primus, vel productum ex aliquot. numeris primis diversis, tum 
vero numeri a, b, c, d, eic. sint numeri ad p primi tum eliam haec aequàtio semper est impossibilis: 
a+ bpy* + cppz -- dp! $— 0. _ 
Quia ob rationes superiores singuli numeri 2, y, æ, v, etc. non solum per p, sed per omnes potestates ipsius 
p deberent esse divisibiles. Taliaque theoremata ad potestates altiores extendi possunt. 


NB. Hae autem demonstrationes vim perderent suami, si esset p — 1, quia omnes plane numeri divisibiles 


sunt per omnes potestates ipsius 1. 
A. m. T. I. p. 10.11. 


| 53. 
PaosLEMA. Reddere hanc formulam. quadratum: (A + Bz) (a +- bz <+- exz + d3?). 


Sorurtıo. Statuatur hoc quadratum — (A + Bz)’ (p +93)? fietque 








Ap <+24pq) + ÁÀqq | + Bqq "EP 
—a  --Bpp )z + 2Bpq y sx — d Re 
—b —€ 
: . . ma si oen — b — Bpp 4 f.—674—2Bpg. 
ubi duae solutiones sunt considerandae, primo si pp — 2° sumatur q — dap ^" tum erit z — Zu er 
Altera solutio locum habet si u=5; tum sumatur 
| | 06— Aqq . — a — App 
p— g Bg eritque E — Spa 3- Bpp —&. 


PROBLEMA. Si proposita fuerit haec formula (A + Bz + Czz) (a + bz + ezz) ; eam reddere quadratum. 
Sorurıo. Ponstur hoc quadratum — pp (a + bz + czz)? fietque | 


A+ Bz + Czx = ppa -- ppbz + ppezz. 








TEN . . LA . _mb—B . . C u, mp —4 
Hic ergo si fuerit. pp = = + statim fit nt op Secundo si fuerit pp — s» erit $— y pp 
In genere autem si satisfaciat valor z — f, quo casu fit pp — nef tum semper alius valor potest 


inveniri; quoniam enim habetur baec aequatio quadratica 


B — bpp A—app — 
#43 — C — cpp d oem I 








eaque per hypothesin radicem habeat z — f; erit quoque z==g existente 


bpp — 
C— cpp 


— app 


? 





. u A 
quam fg — c — 





tam f+9= 


unde duplici modo alter valor g reperitur.. Hoc adhuc clarius ita ostendi potest. Cum esse debeat 


A + Bz + Ces — pp (a + bz + cx5), 
tum vero À<+-Bf + Cff — kk (a + bf + cff), 
semper alius valór pro z assignari potest, existente pariter p — k. Dividatur prior aequatio per posteriorem 
A+ Ds Css EN a+-bs+- css . | 
. A-- Bfa4-Cff a+rbf+cff’ 
subtrahendo utrinque unitatem et dividendo per z—f prodit | 
| B-a-C(s--f)  b--c(s2-f) 
| A--Bf--Off  a--if-ceff. 
unde f facile definitur. | ° 


fietque 





Hac methodo insuper duo alii valores reperiri possunt. Cum enim sit 
A+ Bi -+- Css a+ bs + css 
A+ Bf+ CN — a+ Mu 
f 


multiplicetur utrinque per no ut habeatur 
| - | | Af-+ Bfs-+-Cfx__ af +-bfs + ofss 
A+ Bfit-Cff as-+-bfs + efft 
L ; AUSH Chu) — a(f—35)--cfc(s— f) 
et sublata unitate ent , C darc Bf Of — = rd AE. ffs 
Alk _ — a—cfs . 


Ne ALBI OY are 


unde tertius desumitur valor. Porto multiplicetur utrinque per r4 , ut eit 


A + Bffs + Cfxs—— aff + bffk + cffes . . j A++ BA a(fa- 3) 4- bf 
Zus + Ben CM — asp ofa 9 wnilate utrinque sublata 7 = cro + cf : 


Horum valorum quilibet pro f assumtus praebebit duos novos valores, ita ut hoc modo init valores reperiri 


queant. Sit A= 2, B=3, =—1, a—= 3, b— —1, c—9, ut debeat esse 2+ 3s— 





= pn. Cui primo 


3 — in 
satisfacit z — 1. Sit ergo f—1, erit secundo PERD TT, unde z—1; tertio 2+z—3—2D2 _ 
unde =}; quarto 2 -4- 22 -4- 32 — 3 + 3z— 7, unde zm 


Interim tamen baec rhethodus nihil plane juvat, sed tantum duos valores ostendit. Cum enim f sit numerus 


definit aequatio A+ Bs+ Cris _a+bs+ ess 
us, aeq A+BI+-CcH a-—bfA- eff 


admittit valores. Interim tamen baec methodus cum successu adhibitur in resolutione hujus formulae simpli- 


manifesto est aequatio quadratica determinata, quae tantum duos 


os — EN TP a+ bs+ css pp 
cioris 4+-0z+c:z— pp, casusque constet, quo a -i- bf -i- eff — kk, erit igitur arte C Jam sumatur 


EM | _ ___—b—cf . pp s 
primo pp—k, fietque b -4- c (z -1- f) — 0, unde =. Deinde sumatur à —" eritque 


. ppff — kkzs, ideoque aff + bffz + cffzz — azz + bfzx + cffzz, 
unde fit.  . ' — &(f--5)-- bfz — 0 atque =, 


' qui posterior valor loco f assumtus denuo novum valorem praebet, et ita porro. 
Verum hoc casu solutio generalis ita reperiri potest. Sumatur p — k -4- v :z — f), ut sit 
a+ bs -+ ezs LB 9v (s — P) vw 6 — f). 
a--bf--cff — kk 
Subtrahatur utrinque unitas eritque 


b+c(s+0 _Wrwe—N unde reperitur sw» — fv — ar) 
kk kk € — vy 
unde prior oritur posito v — 0, posterior vero posilo v =-. . 


A. m. T. II. P 455. 156. 


BA. 


TuzonrMA. Si fuerit p numerus primus formae &&-i- 1, semper dabitur numerus z, minor quam a, ut 
fiat pr —1— 0. $ 
DzwoNsTRATIO. Cum sit p— 4e -:- 1, erit | paa a- B. Jam quaeratur fractio : proxime aequalis 


fractioni ; ia, ut sit ad — bc — -t71, eritque z — cc -4- dd. Semper enim numeri c-et d infra semisses nume- 
rorum a et b assignari possunt; tum autem erit pz —1 = (ac -+- bd). Erit enim | : | 
. u " + 


. CU L] 
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px — (aa -+ bb) (ce -1- dd) — (ae -+- bd)* -- (ad — be)? 
at ad — be — +1 per hypothesin, unde pz — 1 = (ac +- bd)*. 
ExzgMPLUM. Sit p — 193, erit a — 12 et b —7, porro e—5 et d=3, unde fit 
z-—3X eritque pe Amt. —— 
À. m. T. IL p. 167. 


55. 
. THEOREMA NUMERICUM PROFUNDISSIMAE INDAGINIS. 


Si m, n et z denotent numeros integros positivos, tum ista formula 
| Emnz— mn 
nunquam evadere potest. quadratum. 07 
Hoc theorema inde est derivatum, quod inter divisores formae mxx + yy occurrat formula kmz + 1, unde 
sequitur, formulam 4112 —1 nunquam esse posée divisorem illius formae. mrz--yy, vel saltem bujus m —+- yy. 
unde haec aequatio | —.- (mx — 1)n— m2 yy 
semper erit impossibilis. Sit == signum impossibilitatis eritque (kMnz — 1)n —m—ryy sive (im An — m a. 
Verum hoc fundamentum nondum est rigide demonstratum, ideoque demonstratio hujus theorematis plurimum 
desideratur. Interim tamen evidens est ejus veritas casibus, quibus est m-i-n— 3-2, quia tum fit 
 Mnnz — M—2 numerus impariter par, a quadrato abhorrens. Dein etiam casu m+n—#ki+ 1, quia tum 


prodit forma Imnz — M —1, sive forma kA—1, quae nunquam esse potest quadratum. Demonstrandi igitur | 


tantum restant duo casus, alter, quo m-1+-n — ki, alter vero, quo m--n — ké-3-3, vel hi— 1. Pro casu priore 

m-i-n— i sumi poterit m — 2i — k et & —2i-i-k, unde erit (2/— k) (3i-1-k) s —i-1r- 0, sive (Wi — kk)z —i-r o. 

Pro altero casu, quo m-i-5$ — 4 —1 sumi poterit 7 
m—2i—k et n—2i-—-k—1, eritque L(2i —k)(2i-1-k — 1)z — M -i- 127 D, 

sive hoc modo | ((M— 1 — (2k — 1*) z — 4i-- 1r a. 


Hinc innumerae formae speciales derivari possunt , veluti ex priore forma (kii — kk) z —£-I- D, unde casu i—1 


prodit kz—1T0, 3: —1-rn, qui per se sunt manifesti 

casu £(—2: 18— 2-0,  15;—2-rn; 1%—2-co, 7;—2-7^n 

casu i— 3: 42 —3—-n, 355-320, 32-30, 27;—3--n, 20:—3-rp, Il—30 

easu is—h: 6lz— ko, 63-120, 6% —Io, 55:—-k=0, 8:80, 39;—& 0 
28: —50, | 15:80. | 


Hic autem veritas singularum ostendi potest, at vero ex principiis diversissimis. Eodem modo formulae 
speciales ex altero casu :oriundae | 
, . (W—1*— (2k—1)) s 1zzn. 


- 


sunt casu $1 casu i=2 . casu 1—3 
: | 8; —3-—rn. 4182 — 70 120; —11l=co 
| 40: —7=-0 412: — 1-0 
25s —'71 CD 96s — 1120 
. 12: —11—0 | 
. . jt | . Mxz-- 10 


À. m. T. IT p. 211. 919. 


hj 
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| 20. 86 | 

- Proposita hac formula ad quadratum reducenda: (gg — pp}? -- (ppqq — 1)’= 0, statuatur q—p--z, et per- - 
venietur ad aequationem, unde per regulas cognitas reperitur 


Ld 


— =#@"—1) = =p@—3) 
D ET | 
ubi p pro lubitu accipi potest, si modo excludantur casus p— 0 ei p—-c1. Ita. sumto p —2 fit d 1 36. 
117 . 3 . 99 120.68 
Si p—3 fit = Si pP; erit yazr Ita ‚sumto p—2 et == et -pp— 44 — —,— aoo vob 


= erit ppg — 1 =. Quadratum ergo fieri debet 120°. 68*-4- 5?. 99° — 15? (8?. 68° -+- 33°), quod con- 
tinetur in forma &aabb-1-(aa — b5)*. Fit enim 8.68—22) ergo ab—4 .68— 16.17 et 33—2a — bb —(a-1-) (a — b). 
Proposita tali formula gg(pp— 1)*--bp (99— 1)*=—0, duplex &olutif. institui potest: 
prior: ponatur q—np--5—1, tum enim erit q 4-1 —(p+1)n, 





altera ponatur ı=, "pri ‚ fum enim erit 9+1= erde ug. ini 
+n ^ pn pon 


Praeterea notetur, hanc formam ad praecedentem (gg — pp)*-1- (ppqq — 1)" reduci ponendo p — ge et q— f, 
unde etiam salutio praecedentis@formulae hic adhiberi potest. Fluunt autem istae formulae ex solutione hujus pro- 


blematis aa-1-bbz- 0, aa-3-cc— n, bb-1- ce — n. Primo enim sumatur p—* —1 





4, erit aa + bb — Fe) aa 





5p 
et em IT .a. Tertia formula evadet qq (pp — 1) 4- pp (qq — 1)*. Altera solutio íta se habet: Sumatur a — 2fg 


et b — ff —99, satisfiet primae conditioni. Pro secunda statuatur . 
c=ffgg—1; erit'enim aa ce — 2ffgg + [*9*-4-1.- 
Tertia ergo postulat, ut sit. | 
(ff — 99) + (ffgg — 1} = a. 
A. m. T. LL p. 9. 
“ 57. | | 
"Prosıema. Formulam 2x°—y* — 23 ad hanc 8p*-i- j*— rr. reducere. 


. SoLurio. Ponatur 2z*-- y =» erit w—z ‘= 8x" y^, unde fit 8x' y*-1i-2*— vv, sicque erit p — xy, q—z - 
et r—y—2x*-r y*. 


Generalius ergo hoe fieri potest, nempe si ax‘ — . By* — 22 posito ar + By = =, erit 

vy —z*—8afz*y*, ideoque w—z'-+8aßa'yt. 

ProBLEMA. Formulam Bp+g = ad formam Qu^ — y* 27 reducere. 

SoLurıo. Cüm ergo sit” 8p'— rr —4 “= (r-4-g9)(r — qq), manifestum est esse q et r numeros impares. 
Hinc sequitur, numerorum r-+-gg et "—« alterum fore impariter parem, alterum pariter parem, unde nascuntur 
duo casus: . ' 
| Lk. Sit r4-9 impariier par = 2e, alter vero r — gg pariter par — &5; erit ergo 8p“—8af, ideoque 
«f —fp*, unde quia a et 5 sunt primi inter se, uterque debet esse biquadratum. Sit ergo a — s* et Br 
fiet p — st et r-+-9q9 — 25" et fr —gq — Mt, unde oritur 9gq — a — M*, sive = s*— ar. 

I[. .Sit r— qq impariter par —2o et r-1-qq pariter par — 48, eritque 8p*—8af, ideoque p *— aff. Sit 
nunc & —,* et f —1*, eritque p — &; ac nunc r-i-qq— Mt et r —gg— 2s*, ideoque qq —— 2/*—*. Posteriore 
ergo tantum casu reductio praescripta fieri potest. Interim tamen formula f*+-8g — hh semper ad formam 
2z'— y" reduci potest. Quod si enim sumatur z—f*-24-2fgg — s et y—f ’_ M99 -9^, semper erit 2x! — y'z 55, 
existente 3 — f 5-1- fgg -1- 2M fg‘ — 89* — G(*gÀ. | 
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ANALYSIS, qua haec reductio est inventa. Posito 2xz*— y*— sz, debet esse . 
pm —pp--qq, yy=pp+-2pg — gg, tum enim fiet 2 — qq + 9pq — py. 
Hic ergo p et q ita definiri debent, ut zx et yy fiant quadrata, quod sequenti modo praestari potest: Cum sit 
yy — 2x —24(p—4)— (y z)(y — x), jam statuatur y-t-2— ,-.9 et y-z—. 9. Sic enim fiet 
yy— xx —2q4(p—4) Addantur jam quadrata, fiet 


4oa bb — 9b bb 
2yy + 2zz — Vy 44 + PP Pr UM 


aa 
At vero ex primis formulis fiet 2yy-4-2xx = pp + ps, qui valor illi aequatus et muljiplicatione facta per aabb dat 
(b* — &aabb) pp — 2pq (b*-4- 2aabb) + (b*-13-&a*) qq = 0. | 
Hinc radicem extrahendo fit "=. d. | 


sl 


Turorema. Si fuerit ma*—nb*— cc, inde assignari potest talis forma my 22. 

DEMoNsTRaTıo.‘ Posito enim ma* - nb *—A, erit AÀ — c*-- kmna*b*.— At in altera formula si ponatur . 

ax —pp-r-mnqq et yy — 2ypq, fiet 2 = pp — mn gg. Jam statuatur p — rr et q—2ss, ut fiat y — 2rs, .hinc fiet 

£z —ri--mnns*. Facta ergo comparatione erit x — À, r=c, s—ab, unde fit y —2abc, z — c*— kmna*b*. 

Hinc ergo necesse est ut fiat — ' at — mny*— zz. EE | 
À. m. T. Hit. p. 429. 131. 





88. . 
OssEnvATIO. Ut formula a m m fiat quadratum, sumatur . 
p— ma + bb f as + bb 
q —2aa — bb | $ — 2bb — aa 
hinc  p-—-4—3aa - . r +8 — 30b 
p — q=2bb — aa r—s—2aa—bb + 
substituendo $t formula | Re = LS. 
Aliter , sumi etiam potest - | 
B | p —= bb — 2aa r — 2bb — kas 
q = 6aa s —ibb + Aaa 
hinc p+qg—bb+ka — Hei 
p—g=bb — Baa r—s— bb — Baa « 
ac substituendo: | pa (pp — 99) e) 


42 (rr — as) =; 


Ita sumi potest p —7, 9—6, r — 15 et 5—13, a pq (pp — 99) — 546, rs (rr _ ss) — 4914 


hinc formula = i i s-G ) | | 
| A. m, T. i. p. 295. 
e . : 89. 
e . 
' EvoLurTI0 cENERALIOR formulae: Pa (pp — M (PP 0) n. 
| rs (rr — es) 


Hic ponatur q-— of et s$— ft, tum vero p — vr, unde reperitur 
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g ay — a _ v 2 
f aient Na. ): 
unde ofitur haec aequatio 
, 8 8 e 
0— nf — n'as + rat ws”, 
unde patet si v — 0, fore = + Ti at si x — 0, tum erit = + — ri unde sequentes valores inveniuntur ope 
harum formularum ia mE, y 4 y Grp" ra) 
| a n5*-1- 9a? x 

: | . — np 4a* — nnf* 

At vero si sumamus v — CO, erit =, 9 "$na3B* ^ 


Quia hic litteras « et 8 pro lubitu assumere licet, fortasse hinc novi valores eliciuntur, quos praecedens me- 
thodus non dat. 


/ 


Si ex. gr. a—1 et 8—2, ut sit q—1 et s— 2%, tum vero 


^ 





P —, 5 voL : o OL _s(s+16) 
pU et = ent mid et van 
Hinc sumto v==0, erit +. at si z —0 erit v=+<. Praeterea si v — Oo, erit z— — & et sequens 
" | 
= a quibus casibus sequentes valores oriuntur 
91 $ 8 9 405 
v=00, z=—#Ä, 9-——$ 4$——3 vy==m = np v— 5.167’ 
4 6 7 49 
tum = = — = = — =— == -— 
vero £g —0, p Q ? d 1, y 5" z 5’ v 48" 
4 . 85 117 
porro z=0, y-——3 gL—1, v-—2,.:——3, yL—3 = — 32, ‚= etc 
EN ER u _4 _5 47 04 
v—0, 27%) 9 —13' =D P= 2— 9—9» etc 
v—=0, x 1 yl -—— vo 
— V, ——93* — 93° 7° — 4° 
Casu n — 1, valores v et z ita se habebunt 
8 104 
y —0, 1, 0, 1, LA 1, 105° 1 
5 49 41 
z — 1, 1, —1, 3, 7 7? 7? 7 
4 14 8 3 8 
tum vero £—0, 2, gr 5" 11° 0, —2, 4, T3? 3 
3 57 5 55 
v1, 3 1, 55? 1, — 1, 1, 3’ 1, 57 
Tum 00 1 1 4 105 1 1455 1 11.19.97 — 920971 7 
EDO , 8" , 104" , 1456’ ? 16.7.181 20973 
ut, 6,23 M 149 A 04 153: 
8? 9” 4" 4' 8$? 389 566. 56 
1455 8.5.97 


lta ex casu ‚os 7 16.7.18 valores pro p, q, f, 5 erunt: p—3.5.97, q— 2521, r— 16.7.13, s — 2521, 
p--4—8.1. 71, p—4—2.13.11, r-1-5— 44.97, r—5—: 3.5.71, ubi factores utrinque se mutuo destruunt. 


A. m. T. I. p. 443. . 
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e. | 60. 
PaosLEMA. Invenire duo triangula rectangula in numeris, quorum arese 
A—pq(pp—q) et B—rs(rr—») 


datam inter se teneant rationem scil. a:b, ita ut sit A = —, 


Hoc problema methodo directa frustra tractatur, unde ad solutiones particulares confugere necesse est 
cujusmodi sunt sequentes : 


I. Sumatur r=p et s—p—q, erit r -i-$—2p—9 et r—s=g, unde fit 


B—p(p—9) (9p—1d)4 
' . À P4 a ab 
hinoque Fr, 8 bp-i- 4 — dap — 04, ideoque T Wei y umde baec solutio nascitar 
pa 4b r—= a +b 
g—2a — b 8 — 2b — a. 





Il. Sit r —2p et s==p-rg, erit r--5—3p-i-q et r—s—=p—g, hino B —2p(p-1-4) (3p-t-9) (p —4), ergo 

















A a . . . : p  b—% - 
| Fam sicque erit bq = 6ap-31-2a4, indeque q^ 6a ' 
quocirca capiatur . p—b—32a r —2b—ka 
q = 6a $zb +ka. 
"ll Sit r —2p et s=p—g, erit f--$ — 3p —q, et r—s—p+g, hinc 
A | a . | b -4- 9a 
\ 3786 471 sicque bg — Gap — 2aq, ergo 1776 
quocirca capiatur pro ista solutione — p — b-+-2a r = 2b-1- ka 
| q — 6a “sb —ke. 
IV. Sit r—p-rq et sz- p, erit r+s— 2p-1-q et r-—s— 4, hincque 
A p—g a +b . 
d$». unde colligitur ob bp—bq = 2ap-i-at, 173 
ergo capiantur | p=a+r b r — 2b — a 
q—=b—2a | s=a-+Jb. 
V. sit r——pa-q et sg, erit r-1-s— p-1-2q et r—s=p, unde fit 
A p— a 9a-4-b 
Fa 7 9 inde bp — bg = ap+-2aq, hino P a — ba 
quocirca capere debemus — 2a+-b r —4--2b 
q— b —a | g—b—a. 
VL Sit r =p+-q et s — 24, erit | roce pq et r—s—:p—q, unde fit 
Fran unde ob bp — 2ap+-6ag; erit Pan i-e 
^ ideoque hic éapere oportet p— 6a r — ka-1-b 
. | q=b—2a s —2b— ka. 
VI. Sit r—p—q et s—q, erit Hp et r—s—p—2q et erit 
A b + 9a 
3 ==, ideoque ipoebq—ap— aq, hinc Finden 
itaque ut capiatur necesse est 9 — b-1-2a r —=2b+a 


qg—=a—b ^ $zz 4 —b. 
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VIL Sit r —p-—q et s=2g, erit r-1-s— p-t-g et r—s—=p—3g, hincque 








ABL unde ob bp — 2ap — 6aq invenitur =, 
ideoque capere oportet _ p—=6a r—b +J4a 
q = 2a —b s— ka —2b. 
IX. Sit r—4 et s—p—q, erit r-i-s— p et r—s—24— p, unde fit 
A p»tq a6 . _ _ p __%a—b 
"BA I vv ideoque bp-+-bg=2ag—ap, ergo q^ ra^ 
quocirca sumatur p —2a —b r=b-+a 


g=b-+a s—=a—2. 


X. Sit denique r —24 et s=p—g, erit r+s—p+9 et r—s— 3q—9p, unde reperitur 


er bar hinc ob bp — Gag— 2ap, erit = 
quo notato manifestum est, ut esse debeat 
| p — 6a (o p—9)a-Àa 
q —b + 2a $£— ka — b. 
Has jam omnes solutiones in sequenti tabella uni conspectui exponamus. 
P q r 8 
I a+-b _2a—b a+b 2b — a 
Il b — 2a Ga 2b — ka b-41- ka 
ui b-1-2a 6a 2b -t- ka b — ka 
IV e-+-b b—2a 2b — a a+-b 
V 2a+-b b—a a+-2b b—a 
VI 6a b — 2a ka+-b 2b — ka 
VII b-+-2a a—b „| 2-ra a—b 
VIII 6a 2a —b b+-ka | ka— 2 
IX 2a — b b-ra b-r-a a—2 
X 6a b-+-2a 2b-+-ha ka—b 


Hic numeri p et q dicuntur genitores trianguli A, et r et s genitores trianguli B, de quibus notandum, si qui 
eorum prodeant negativi, eos in positivos converti posse, dummodo majores litteris p et r, minores vero litteris 
q et s tribuantur. Quo observato aliquot exempla evolvamus: 8 
ExkwPLUM 1. Sit a— 1 et b—1, exclusis triangulis inter se similibus, oritur haec una solutio: 
\ 2=6 r —=5 
q—1 s —2. 


ExkMPLuM 2. Sit a—2 et b— 1 et solutiones orientur in hac tabella contentae 


(P q r s 
12 3 9 6 
12 5 10 1 

5 1 k 1. 


Deletis autem iis casibus, qui bis: occurrunt, sequens tabella exhibet solutiones diversas: 
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mn EH << 
1 
P 


D Up R 
a 
+ 
e 


b-1- 8a 


Inter has octo solutiones quaelibet habet suam sociam, quae scilicet ex numeris genitoribus p-4- g et p—q 


b — ka 


nascitur, quas igitur paribus litteris graecis insignivimus. 
ExEgMPLUM 1. Sit a —2 et b —1, octo solutiones ita se habebunt: 


> OU D D R OR 


ExkMPLUM 2. Sit a—3 et b — 2, et oriuntur solutiones in hac tabula expressae: . 


c © Moon 


ô 


17 


13 


ET © ww à = C vw "© 


7 


4 QD 1 b) nt m om ge IS 


5 


u 


3b 


"1 


* 


13 


b-1- ka 

b — ka 
28 —b 

b.+-2a 
8a —b 
8a-31- b 


^4 09 N UU 5 ww c " 


3 


ExkMPLUM 3. Si a— 1 et b — 1, sequentes oriuntur solutiones: 


> nu N "UO RR 


© A u ww w rm "3 


ww m ra De "À 


p, 


SS O *-3 Gt v uw w 


| 


Q9 w w D ww © m m *% 


Arıthmetica. 


m wa 
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Si ambarum arearum productum AB debeat esse quadratum, tantum sumi oportet pro numeris a el b 


quadrata; sit igitur a— & et b— 1 eruntque solutiones 


p q r $ 
a 7 5 5 2 
a 42 2 7 3 
9 . 3 6 
P | 3 1 2 | 
ß k 2 3 1. 
24 7 17 14 
Y 31 17 31 3 , 
5 P 9, 18 H ' 
8 3 6 5 
ô 11 5 11 1 


A. m. T. I. p. 296 — 298. 

Nora Epıronum. Huic praecedenti fragmento in Adversariorum Tomo I Patris manu inscriptum est: 
«Omnia haec jam redacta» (Dieses ist schon ausgeführt); cum tamen in nullo cognitoram Euleri ope- 
rum has investigationes detegere nobis contigerit, quae hanc ob rem et in recentissima editione Com- 
mentationum arühmelicar. desunt, esse utique potest eas in quapiam rarissima seu oblita collectione 
typis expressas reperiri. Hic saltem sufficiet remittere lectorem ad commentationem, cujus frag- 
mentum supra in pag. 101 hujusce tomi Opp. posthum. reperitur, et in qua idem fere, aut simile 
argumentum tractatum fuisse videtur. | | 


61. 


Tarorema. Haec formula aax*<+ bxæyy -t- ccy*, quadrato aequanda, semper reduci potest ad productum 
quatuor factoribus simplicibus constans, pariter quadrato aequandum. 


2 
DzwoNsTRATIO. Formula proposita aequetur huic quadrato (are + ey. T) , fietque 


es _co(g-+p)(9—p) _ 


bgqaz + ccqqyy — 2acpqxx + CPV , unde fit yv Gp) DO. 
Quadratum ergo esse debet (g-t-p) (q— p) q (2acp—bq). Simili modo, si radicem illius formulae posuissemus 
cc s (2acr — bs) 


r .. 3 
eyy + axx.—, prodiisset yy  aa(s+r)(s—r)’ 


quadratum ergo debet esse (s-i-r) (—r) s (Dacr — ds). Deinde, quia per utramque positionem est 


mz _ 65(q— p) 
vv  ag(s—r)’ 





p T . 
au Hey. —eyy + amm, enit 
ideoque debet esse cs(q—p).aq (s —r)— n. 
 CororLarıum. Pro — nacti sumus sequentes tres valores: 


ec (q-- p) (d — ») s(9aer— bs) _ (Pr), 
q(2aep—Mq)  wulırn)a—n — eqa—r) 


ex quorum comparatione relatio inter rationes r:s et p:q deduci potest. Erit enim 





ras (1 erar; vel erit etiam pae 1L) nem 


A. m. T. NL p. 136. 
e 
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62. 


ProsLema. Invenire quatuor quadrata aa, bb, ce, dd, ut haec fractio fiat quadratum sac — Wd 


aadd — bbec ' 





SorLuri0 duplex dari potest: Pro priore ponatur c — ab, d — aa— 2bb, eritque 
ac -- bd — 2b (aa —bb), ac— bd — 2b*, ad-- be — a (aa — bb), ad — bc — a (aa — 3bb), 


4b* 
aa (aa — 3bb) 
tum enim fiet ac-1-bd = c (cc-1-3dd), ac — bd — c(cc-t-dd), ad-t- be — 2d (cc-t-dd), ad — be — 2d*, ergo fieri debet 


(edad _ —0, sive tantum ec -t- 3dd — 0. 


ergo fieri debet = 0, sive tantum aa —3bb — CO. Pro altera solutione flat a— ce + 2dd, b — cd, 





4d* 
. À. m. T. III. p. 150. 
63. 
PROBLEMA. Ad quadratum reducere hanc formulam cab} — codd 
aacc — bbdd 
dd(a* — ce)  a*— ec 


SoLuTio. Ponatur b— ad, erit formula — _— =. Ponatur porro c — aa— 2dd, erit formula 


aa (ec — d*) 
4aadd — 4d* . aa — dd | 


ai— deuda gai” ‘due demto quadrato in numeratore fit a — 4aadd-- 9d ^ aa — 3dd 


Sumatur a — pp-i-394 et d — 2pq, erit forma hincque porro prodit 


1 
(pp — 399)*' 
c — p* — 2ppqq-3i- 9g* et 0 — 2pq (pp + 394). 
Hic quaelibet positio solutionem suppeditat praecedentis problemalis (*). 


Sit p —1 et q—1, ert a=4, b—8, c=B8, d—2. 
Sit p —2 et q—1, erit a=7, b—28, c— 17, d=Äh, 
unde oritur solutio supra data problematis praecedentis. 

Sit p —1 et g—2, erit a4— 13, b=52, c=137, d—k. 
Sit p —3 et q— f, erit a=12, b —72, c—712, d—6. 
Sit p —2 et 4—3, erit a=31, b=372, c— 613, d—12. 


Sequenti autem modo praecedens problema ad praesens reducitur: Cum esse debeat- 4*— p C*— D!, 
ponatur A+ B—ax et A— B — fy, tum vero C+ D— yz, C—D— y, 
fiet aß (aac + BByy) = y9 (yyaa + 00yy). 
8° — ap? 


Hinc oritur v — nm unde haud difficulter superior derivatur. 


À. m. T, IIL p. 161. 162. 
(*) Resolutio hujus aequationis 4*— B*—C* — D*. Comment. arithm T. I p. 473. 


' 


64. 
TuronrMa. Si fuerit X—(a—br)(p—gr) + (c — da)*(r — sz)! —&^ (a — bz)! (c — da)*, statim. sex valores 
habentur, quibus X fit quadratum. 
Primo enim fiet X — (a — bz! (p — qox, si fuerit c— dg — 0, ideoque ca, et si fuerit 
({r—sx)— nn(a—bæx)}—0Q, hoc est r—s»-—-tn^(a—bz). 
Simili modo fiet X z-(c — da? (r — m)? faciendo 8 — bo x, seu zu tum vero si p>ga — -z n (c — dx). 
' | À. m. T. IL p. 166. 








Fragmenta ex Adversariis depromia. | 229 


95. . 
Tagorema. Ut in quadrilatero, circulo inscripto, quatuor latera a, b, c, d cum ambabus diagonalibus x et 
y numeris rationalibus exprimantur, necesse est, ut hoc productum (ab -+- cd) (ac -1- bd) (ad -+- bc) reddatur qua- 
dratum. Quod fiet sumtis quinque numeris pro lubitu f, g, A, p, q, si capiatur 
a — fgh(gg —pp), b — g(fp--9d)* — Mig, c — 2fghpq--M (ff ^- gg — M)eg; = pef M, 
tum enim erit a — f(fg (pp +99) + (ff--99 — hh) pq) 
y —=g(fa(pp+-99) + (ff+99 — hh) pa). 
Sin autem insuper requiratur, ut etiam area quadrilateri fiat rationalis, tum hanc formulam quadratum esse 
oportet (a-4-b-1- c — d) (a-£-b-3- d — c) (a-1- c-1- d — b) (b -4- c-1- d — a), 
quod autem per illas formulas nullo modo effici potest. At vero sequens PROBLEMA generaliter resolvi potest: 
Dato circulo polygonum quotcunque laterum inscribere, cujus omnia latera una cum omnibus dia- 
gonalibus, atque adeo area numeris rationalibus exprimantur. 
Sozurio. (Fig. 1.) Posito radio circuli — 1 sint arcus AB — 24, BC —2B, CD — 2, etc., eritque latus 
AB=2sinA, BC—2sinB, CD—2sinC, etc. 
Tantum ergo opus est, nt horum angulorum sinus sint rationales, simulque etiam cosinus, ut etiam diago- 
nales fiant rationales, si quidem est 
AC — — 2 ain (A + P) — 2 ain À cos B -- 2 cos A sin B. 


At vero si fuerit sin À — PIS: erit cos À — nn: tales igitur formulae pro sinibus et cosinibus accipiantur, 
hocque modo non solum omnia latera, sed etiam  diagonales fient ratienales atque adeo area, cum posito centro O 

sit area A4OB — sin À cos A, quod de omnibus reliquis valet. Possunt enim singuli hi anguli 24, 2B, etc. 
usque ad ultimum pro lubitu assumi, ultimi vero sinus erit sinus summae reliquorum, et cosinus — — cosinui 


summae reliquorum. 
* À. m. T. III. p. 159. 160. 


66. 
(Lezell.) 
Turonema. Si a fuerit numerus quicunque non quadratus, et à et c numeri quicunque ad illum primi, 
tum isla formula a (bbx* -4- aaccy*) ] 


nunquam esse potest quadratum. 

Deuonstratıo. Hic assumi potest numerum a etiam per nullum quadratum esse divisibilem, si enim 
esset a— aff, quadratum esse deberet a (bbx*-t- aaccf*y*), ubi si loco fy scribatur y, habetur formula prior, 
quin etiam numeri x et y sunt primi inter se. Quoniam igitur a est factor nostrae formae, necesse est, ut 
alter factor bbz*-1-aaccy* etiam habeat factorem a, sed pars posterior jam habet factorem a, ergo pars prior 
erit divisibilis per a, ex quo æ factorem habebit a, ideoque y non erit divisibile per a. Ponatur ergo x —- az, 
atque nunc haec forma quadratum esse debebit ' 

a (bba* z*-1-aaccy*), seu  a(bbaaz*-t- ccy*). 
Quod ob eandem rationem fieri nequit, nisi y esset divisibile per «, qui casus cum jam sit exclusus, formula 


nostra nullo modo quadratum esse poterit. 
| À. m. T. I. p. 51. 


87. 


À IMPOSSIBILITATEM CASU À > 2 DEMONSTRANDI. 


VARIA CONAMINA AEQUA TIONIS a^-4- b^ — c 
4. (Lexell.) 
Tusonema. Non dantur tres numeri z, y, z, ut fist zay -4- xs + yys — 0. 
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Sumi potest numeros x, y, z communem divisorem non habere; si enim baberent, per divisionem ex hac 
sequatione tolleretwr; interim tamen bini communem givisorem habere debent. Hinc ponatur a maximus com- 
munis divisor numerorum x et y, b ipsorum zx et z, et c ipsorum y et sz, atque tum bini horum a, b, c erunt 
inter se primi. Ponatur igitur æ-= ap, y==ag, eruntque p et q primi inter se. Deinde sit x — br et z — be. 
denique y == cf et son, ita ut sit æ—ap—=br, yag, s—=bs= eu, quibus valoribus substitutis for- 
mula nostra est: ^. Gbeprt + abepsu + abegs — 0, sive pri -i- psu + qu = 0. 

Cum autem. sit ap — br, sive 27, erit p—lb, r==la; deinde TI, unde q— mec et t— ma, et ob 
8 


=, s—nc, u— nb, ia ut sit x — lab, y—= mac, z==nbe; ubi notandum numeros mc, ib esse inter se 


primos, nec non ià et nc, et ma et ne. Aequatio autem nostra hanc habebit formam: 
Ilmaab +- nalbbo -+- mancea == 0. 


Hinc ergo ib divisor esse deberet membri mmncca, quod ob conditiones memoratas esse nequit. 


9, (J. A. Euler.) 
NB. Haec demonstratio non succedit. Caeterum hoc theorema huc redit, ut demonstretur esse non posse 
© y x - , . . 
wrırz7 0. Hoc autem sequenti modo demonstrari posse videtur: 


Posito =, et nostra aequatio fiet an - + z —0, quae forma similis est propositae. Cum numeri 
æ, y, z sint inaequales, sit z maximus, y medius et x minimus, sive negative, sive positive. Jam cum sit 
x = =, manifestum est fore v<< x. Unde patet, si terni numeri x, y et a satisfecerint, tum etiam hos y, x 
et v satisfacturos, quorum y jam erit maximus, x medius et v minimus. Ponalur jam y — —, .eritque ««, v, 
quare etiam hi tres numeri x, v et « satisfacerent. Si porro ponatur æ — T erit t «C w, atque etiam hi tres 
v, u et 3 satisfacerent. Hocque modo continuo ad numeros minores perveniretur; quare cum in minimis hujus- 
modi numeri non dentur, etiam in maximis tales non dantur. Manifestum vero ‚est hos numeros semper fore 
integros. | | 

Gororzarıum. Hoc modo demonstrari posset fieri non posse + Si enim y> x et ponatur 
y — —, erit v «7 xz, et tum prodit —--— —0, quae posíto denuo g— daret u «v et += 0, quo 


pacto iterum ad numeros continuo minores perveniretür. 





Eodem modo etiam demonstrari potest esse non posse + ; ++ —0. Posito enim z =T (ubi 
si z fuerit numerus maximus et v minimus, ««Cerit v) similis aequatio. prodit scilicet vtrtyti zz 
ex numeris mimoribus fermata; hocque modo ooatinuo minores invemire hceret. | 

ConorLAniUM 2. Cum igitur aequalio æxy + zzz -- yyz — 0 sit impossibilis, inde vero prodeat 

| — y Y (y*— 4x? y) 

em 

sequitur formulem: y*-— &a* y quadratum nunquam esse posse. 
ConorLLAmRiUM 3. Ex aequatione supra allata pro quatuor numeris sequitur 
VVyZ -- XXZV -- yyzv + zzry — 0 
binc | yp ETS VE), — ey 
yr | . 
^ed&m(zz--yy)- Y (ax (zs yy)? — 4:2? yyz) | 

et f E —————M—————————— 9 


9ys 


unde baec formula xz (rz4-yy)'-—— s yyx nnnquam quadratum feri potest. 
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Sit verbi gratia z — x et haec formula fiet 
ar (22 + yy) — c *yy, vel (za + yy)! — kaxyy 
NB. Verum nostrum theorema in casu quatuor numerorum non amplius locum habet, quia utique in 


minimis numeris casus dantur possibiles:' veluti si fuerit z—æ et y——v. Quod ergo de quatuor 
numeris hic dictum est, neutiquam valet. 


Tueorema. Neque summa neque differentia duorum cuborum potest esse cubus. 


DEMONSTRATIO l. Si p, q et r denotent numeros integros, sive positivos sive negativos, demonstrandum 
est hanc aequationem nullo modo subsistere posse: 


\ 


| Pr q*-- r£ — 0. 
Tum enim dividendo per pqr foret 


PP, 92,70, ideoque etiam ZI 4.297 , ET _g 
gr pr — Pj ar ‘ pm pra 
atque hinc etiam si ponamus ppg =, gr zy et rrp— z, foret 
y 3 c 


Hoc autem nunquam fieri posse ante est demonstratum. . 


DEMONSTRATIO Il. Demonstrabo bic hanc formulam ab (a + + b) cubum esse non posse. Primo enim nu- 
meri a et b non solum integri sed etiam primi inter se assumi possunt. Quare cum hi tres factores a, b et 
a--b sint inter se primi, unusquisque foret cubus, unde posito a — z*, b — y*, foret z*-- y*— cubo. Quod 
autem . fórmula ab (a+ b) cubus esse nequit, ita ostendo: Si esset cubus, ejus radix statui posset. —— — a Med), 


m? (aD)? 
ni ? 


Tum ergo foret ab (a :z b) — — vel n*ab —m*(a- p m? (aa + 2ab +- bb). 


3 . . e . | bb e 
Hoc enim si esset, numeri a et b forent inaequales. Bit igitur « major et b minor, et ponatur a — T0 eritque 


x 


3,3 8 
c« b, tum autem foret e m (I ? zw) sive n" be — m! (bb = 2c + cc), ubi 5 ^ e, 


ergo si porro ponatur b=—, erit cc» d, bineque iterum foret scd == m? (ce zc 2ed -1- dd); hocque modo con- 
tinuo ad numeros minores pervenirelur. Unde quia res in minimis numeris non succedit, etiam in maximis 
succedere non posset. 


NB. Hic vero vitium ingens inést, quoniam ob numeros a et b inter se primos, o non est integer, neque 
etiam sequentes d, e, etc. Quocirca ex parvitate horum numerorum nihil concludi potest. Interim - 
tamen etiam ne prior demonstratio valet, etsi enim omnes tres numeri non habent communem divi- 
sorem, tamen bini quivis necessario communem habent factorem. Quemobrem ex aequalitate 

y — ET — Xy y 


uA concludi nequit, esse z partem ipsius xy, quia fortasse fractio u ad minores ter- 


minos reduci potest, cujus demum denominator divisor esse debet ipsius «y. 
| | A. m. T. I. p. 51 —54. 
- | 9. (Lezell.) - 

Taronema Fermatii, quo neque summa euborum potest esse cubus, neque summa duarum potestatum 
quintarum potestas quinta ease potest, nec in genere summa dwarum potestatem altiorum similis potestas altior, 
facile ita transformari polest, ut certae formulae quadrata esse nequeant. Si enim a°+-b°= c5, ponatur 

$-y —a* el x-—yzb', [foretque Zr mb’ et mx —yy=s 00" et baa c; 


hinc igitur foret — Lu er , ideoque potestas quinta, pro qua scribatur 
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s$ u . &2-—yy us 
zu; su ys da ut foret ym i 





multiplicetur per &x*, fietque 

x — x*yy — hrs*, sive z*— bkrzz5— ty = 0. 
Quare si demonstrari posset formulam z*— k&zy* quadratum esse non posse, simul demonstratum est formulam 
a*-1- b* potestatem quintam esse non posse. Si enim esset z'— &zy* quadratum, ob factores x (x°— &y*) inter 
se primos, ulerque quadratum esse deberet. Sit igitur z — pp, et alter factor p!^— &y* deberet esse quadratum, 
puta gg; foret ergo 

p'9— qq — ky = kr*s*— (p*2-4) (pf — 4), ideoque p°+g—2r" et p*— 9 —2s*, 

unde addendo foret 2p5— 2r5-1- 25, sive p*— r*-4- st. 
Simili modo formula a'-- b!— c* transformabitur in hanc aequivalentem z*— &xy*-- D. Hoc postremum theo- 
rema etiam hoc modo repraesentari potest, ut nunquam fieri queat 

a+ (x af — (z-1-b)*, ubi manifesto b 7» a. 
. Foret ergo = (ab? — (xz + af — 3 (b — a) xx + 3 (bb —aa) x -— 5 —a*, 
demonstrandum ergo est hanc aequationem nunquam habere radicem rationalem. Ad hoc observetur, cum poste- 
rius membrum factorem habeat b —2a, eliam x? talem factorem habere debet, et perspicuum est b — a vel esse 


x 


cubum, vel noncuplum cubi. 

Sit primo b—a—f", et erit. x°=— 3f°x2x + 3f"(b -1- a) x + f’(bb-+ab-+- aa). 
.Ponatur ergo z—fy, eritque y'— 3ffyy + 3 (b -t- a) fy + bb +- ab +- aa, ideoque y debet esse factor formulae 
bb +- ab +- aa. 

Sit secundo ^ b—a—9f", et ultimum membrum fieret (oh b — 9f*-4- a) 

9? f*-1- 3.9*af*-41- 3.9aa( * — 27f* (Z1f* -1- 9af* + aa), 
unde fit z* — 27f'!zz + 27f* (b -- a) x -- 2Z7f * (27 f* -À- 9af* + aa). 
Ponatur x — 3fy, erit y! — 9ffyy + 3fy (b + a) + 27f* + Yaf’-+- aa. 
Pro utroque casu limites assignari possunt; pro priore enim manifesto est y => 3ff. et pro altero y — 9ff. qui 
limites sunt nimis parvi; nimis magni autem hoc modo reperientur: Consideretur aequatio in genere 
y— ayy + ffy +7, 

ubi «, 8, y sint positivi, ac primo erit y — «; deinde cum sit vor +, si in membro posteriori 


loco y scribatur «a, hoc membrum fit nimis magnum, erit ergo y <ar +, 


sit y «C À, eritque vicissim y-a+- +: 


ponatur hic limes — 4, ut 


ExkMPLuM. Sit pro casu priori f=1 et a—1, erit b—2 et x—y, hinc y*—3yy + 9y -À- 7, ubi 
statim y — 3, hinc y «7, hiuc y». y<5 si radix ergo rationalis deberet esse 5, quae cum non sit 


: divisor ultimi termini ...... 
pag. 93. 94. 


4. (W.L Kraft.) 
PnosLems. Invenire numeros x et y inter se primos, ut formula z*--ny* fiat numerus quadratus, 


Sorurıo. Si hi numeri non essent primi inter se, quaestio foret levissima; posito enim z —pr et y— er, 
formula nostra prodit r'(p*-1-ng*), quae aequetur quadrato r*ss, ita ut hinc atatim fiat 


8 8 4 8 8 
PISCEM ande fi et a y LP eet 
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Quod uti est facillimum, ità casus, quo æ et y sint inter se primi, maxime est difficilis. Formulae istius factor 
—14-Y — 

a — 

tum tertia radix cubica erit «x. Hinc formulae nostrae z*-ny* alius factor simplex erit z-1-ayY n, ac tertius 


©-+-aayVn; ita ut formula nostra futura sit productum horum trium factorum 


simplex est x + y Vn, et si a denotet unam radicem cubicam unitatis, ita ut sit @’—1, quam constat 


(x + y Vn) (x + ay Vn) (x + aayVn), 
qui singuli factores reddantur quadrata, hoc modo, quo statim patet, si unus fuerit quadratus, etiam reliquos 
fore quadratos. 
Posito enim ee per naturam rei fiet 
2 + ay Vn — (p + eqVn + car Van)? et z + aayVs — (p -- aug Vn + ar Vnny. 
Productum ergo, quod est z*-i-tw, etiam erit quadratum, et quidem rationale, quippe cujus radix erit 
p? ng’ + nnr* — 3npqr. 
Tantum igitur opus est, primam illam positionem supra datam evolvi, ex qua consequimur 
$- yVn —pp + 2pgVn + 2pr Vnn 
j +-Qngr+-nrr V. + qq Yon, 
unde statim sequitur fore e= pp + Zngr, DAT 
Praeterea vero esse oportet 2pr-1-34—0, unde r — — Ae Sumatur ergo p — 2aa et r—— bb, fietque 4 — 20b, 
consequenter valores satisfacientes sunt _ 
z—=ha(a— nb) et y—=b (8at — nb!) | 
Aliter. Si ponatur p— aa et r — —2bb, erit q— 2ab et x —a(a* —8nj*) et y — &b (a+ nb), ubi a et 
b pro lubitu assumere licet. 
ExEMPLUM. Quaerantur duo cubi inter se primi t? et y*, quorum summa fiat quadratum, cujusmodi 
quidem statim sunt obvii 1 et 8. Hic ob n — 1, erit 
z—:a(a*—8b9 et y— #4 (a+ b*). 
Sit a —3, b — f, erit x — 57, y — 112, quorum cuborum summa fit quadratum, cujus radix — 1261. 
Sit a — 2, b — —1, erit x — 32, y — —28, sive x —8, y — —7. 
In hac tamen solutione, etsi generalis videtur, casus quo x —1 et y — 2 non continetur, cujus ratio sine 
dubio in eo est quaerenda, quod hoc casu numerus ^ ipse sit cubus, ideoque irrationalitas evanescat. Quod 
clarius patebit ex solutione > magis directa, nam ut z*-4- y! fiat quadratum, ponalur x +-y=pets—y=gq, 


rg 
ut sit <= 2 3 A unde fit 





et y—P 





g? ae yi Eten (ot des, | 

quae formula ut reddatur quadrata, debet esse p (pp-1-3qg) quadratum, unde si hi duo factores sint inter se 
primi, uterque factor quadratum esse debet. Posterius vero tantum locum' habet, si p divisibile sit per 3. 
Hinc duos casus evolvi convenit. 


I. Sint hi factores ínter se primi, atque ut pp-+-3gg fiat quadratum, vidimus sumi debere p — ff— 39g et 
q—2fg; at vero ut et p fiat quadratum, capiatur f — Ah -4- 3kk et g — 2Àk. Ergo solutio hinc nata erit 
ARTE — GARE + 1 Yık?+-9k* y MCA 1-0 — HA ON 
4 03 gym — 3 7 
L. Kuleri Op posthoma, T. 1. | 30 
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- 


IL. Sit pr et formula nostra erit r (3rr-1- qq); flat igitur q — ff — 39g et r — 2fg, fiet 
° "rg = (ff + 899). 
Jam ut et r fiat quadratum, sumatur f—2hh et g—kk, ut fiat r—hkAAkk, ideoque p—12AAkk et q—5A* — 3h. 
At vero etiam alia solutio pro hoc casu locum habet, ponendo q — m T ar— f); tum vero etiam f — Ai 
et g —kk. Si h—1-—k, erit f—1 et g —1, hinc g=1 et r1, ergo p—3, x —2 et y— 1, qui est 
casus cognitus. 





3&* — A^ 
2 





In genere autem 9 = et r—hhkk, p —3Mkk, 


9k*-4- GA — A* GM — 3&*5--A* 
L = ———————— = 7 


4 


_ Supra observavimus, ut foret a*4-5*— c9, fore quoque z*— &ez*— et vicissim. Cum ergo quadratum 
esse debeat x (=’— 53’), unde uterque factor debet esse quadratum. Reddatur primo posterior &!— &s* qua- 
dratum, pro quo casu est & — — &,. unde colligitur 2 —« (a*-1- 32°) et y — &b (a* — &b*). Ut ergo et x fiat 
quadratum, debet'esse a (a*-1- 325*) — C1, ergo uterque factor deberet esse C, ideoque a*-4- 320 — C. Loco 2 
scribamus —c et formula erit a(a?— 4c?); quocirca si in maximis numeris formula z (2! —42°) esset C1, hoc 
modo ad aliam similem formulam deveniretur a (a*— &c*) etiam quadratum, ubi numeri a et c manifesto multo 
forent minores, quam illi x et y. Deimde ex his a et c simili modo deduceremur ad alios multo minores, puta 


d et e, ita ut similis forma d(d*— ke?) esset D et ita porro; unde certe proditura esset in minimis numeris 


talis forma quadratum; quare cum in minimis numeris talis forma non detur, ne in maximis quidem talis existit. 
Casus autem obvius, quo e— 0, hic nullam facit exceptionem; ad eum enim petveniri non potest, nisi jam in 


prima forma fuerit z — 0, qui casus ne in quaestionem quidem cadit. 


ProBcrema. Reddere formulam z°-+-ny? cubum. . 


SoruTio. Statim menifestum est, ad hoc statui oportere 
3 . 3 
. 2 + yVn — (p 4- qn a- f Vna); 
tum enim ipsius formulae z*--ny* radix cubica erit p'-+-ng’-+-nnr’— 3npgr. Facta autem evolutione reperietur 


2 a yVn — p! -t- 3ppg + Jppr 
+ Gnpgr + Jnprr Va + 3pqq Van 
+ nq° + 3nggr\ + 3ngrr 
+ nnr* 
hinc | g — pl + 6npgr + nq*a- nnr? 
| y — 3ppq + Inprr + 3nqgr 
0 == 3ppr + 3pqq + Inqrr, 


—gq-Y (g^ — Ang) 


ex qua aequatione fit | p— ar 


unde quadratum esse deberet formula q (g? — knr?), ideoque uterque factor seorsim. Sit ergo q — ss debetque 
esse 5 — ykr'— D —û, sive s*— 11 — lnr'— knf?9*.— Fial ergo s*--(— 2f! et 4! —t—2ng*, unde oritur 
s! — f*-1- ng*, quae formula similis est ipsi propositae, ubi litterae f et g sine dubio multo eunt minores quam 
x et y. Quare si in minimis numeris (alis casus non datur, ne in maximis quidem dabitur. | 

p. 99— 103. 


5. (Lexell.) 


> 


Ad Tueorema Fermatii supra memoratum, quo aequalitas a^-4- 5^— c^ locum habere nequit praeter 
casus À— 1 et À—2, reductio ibi tradita hoc modo facillime obtinetur: Si esset c^— a^-4- b^, foret 


m 
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c! — ha^ ba — (a4 — b^ — n, 


ideoque pro ab posito d, talis formula c*^— &d^ deberet esee quadratum, cujus igitur impossibilitatem ostendi 


.. oportet, praeter casus A=1 et 4—2. 


Conorranruw. Simili modo ex formula à^——c^—a^ deducitur 
bir c^ a^ — (c^ + a^)*— 0, 
quin etiam a*^-1- c^ b^— 0, quae ergo formulae etiam sunt impossibiles.: Demonstratio pro casu saltem A—3 
ita tentetur: Cum sit a*-4-0*— c*, erit (a-+-b) (aa — ab-1-bb) —c*, quos factores ut primos inter se spectemus, cum 
casus, quo divisorem communem habent 3, nullam novam difficultatem implicet. Sit igitur uterque cubus a-1-b—p* 
et da — ab -1-bb — P*, fietque c— Pp; tum vero erit p*— P*—53ab, deinde ob 5*—: c! — a* — (c — a)(cc-1-ac-1-aa), 
fiat iterum - c—a—g et cc-i-ac--aa — (Q?, fiotque b— Qg et Q* — 2*—3ac, 
denique ob a*--e*— b (c — b) (oe-M-bo --bb). sit e— b—r* et co-1-bc-t-bb— R* unde a Rr et R* — r*z Bbe. 
Introductis igitur litteris p, q, r et P, Q, R, ob c—Pp, b=Qg et a— Rr, sequentes conditiones sunt adimplendae : 
L yp'—HRr- Q4, ] gg —Pp—Rr, Il. r!'—Pp— Qs, 
IV. P°= RRrr — RrQq-- QQgg, — V. Q'—PPypp + PpRr + RRrr, VI.  R*— PPpp +- PpQq + QOqq, 
quibus praeterea adjungere licet 
VII. 9 — P* —30QqRr, VII. Q!—4*—3PpRr, — IX. R'—r*—3PpQj. 
Denique etiam notasse juvabit Q* — P*— (e —b) (& 2 c — 6) t— (Pp -t- Qg) (Rr + Pp— Qq). Totum ergo negotium 
. buc redit, ut in his conditionibus contradictio detegatur. . - 
p. 113. 
& 

THEOREMA DEMONSTRANDUM. Non dantur plures quantitates rationales veluti A, B, C, D, etc. quarum 


summa A+ B -4a- C -1- D etc. per produotum ABCD etc. multiplicata producat unitatem. Sive si hoc signum I 
denotet impossibilitatem aequalitatis, theorema hoc complectitur sequentes formas: 


L AB(A--Bj)-—c1, "DO. ABC(A--B--C) xt, Hil ABCD(A+-B+-C-+-D 1, eic. 


Hae formae etiam ita exhiberi possunt 


| 1 1. | | 1 
I. A-r Bs Il. A -- B -- C x I | ui. A -- B--C-- D Io etc. 


Hinc si postremae formulae fractae referamtur littera O, sequentes. formae sunt notatu dignae : 
l. A+ B zt O existente ABO — 1, DH. A+B+C—O existente ABCO — 1, 
| ll. A-- B--C-A- D 3:0 existente ABCDO=1, etc. 

Porro quia litterae A, B, C, O sunt fractiones, si ponamus 


a b 


€ 
A=—-, B=—; (=: etc. 


sequentes habebuntur relationes impossibiles: 


a be a, b e | d a b 0, d, t€ 
bout. mu 1 Gr It GT MT TOT 


At si hujus theorematis demonstratio haberetur, inde facile sequentia theoremata demonstrari possent: 
Tarorsmı I. Summa duorum cuborum nequit cubus, sive p*-- qi r?. 
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DEgwoNsTRATIO. Facta divisione per pgr, ut habeatur 


x | m 
gr pr P4 


gr 
hujus theorematis veritas est evicta. 


ubi si faciamus À — A, =: erit AB= Mt, sive A+B-L, quod cum impossibile sit, 


Tuerorema Il. Summa trium biquadratoram biquadratum esse nequit, sive p°+- 9*-À- r* s. 


D&kwoNsTRATIO. Facta divisione per pgrs habebitur 


3 3 ri E 
P» s 


+ — 
grs prs pas par 
A+ B+C—O 


ubi manifesto est ABCO — 1. Quod cum sit impossibile, etiam hoc theorema est demonstratum. 


Tusonema III. Non dantur quatuor potestates quintae, quarum summa sit potestas quinta, sive 
p*3- q5-2- rt He. 
DEMONSTRATIO. Facía divisione: per productum pgrst et comparatione cum superioribus Htteris A, B, 
C, D, O instituta, hoc modo - 


p* g* rt st gt 
— + — Hd — — aL — 
grst prst past part pars 
A+ B+C+ DO 


^ 


hic statim apparet esse ABCDO — 1. Sicque etiam hoc theorema est demonstratum. 


THEOREMA GENERALE. Existente & exponente potestatis, non dantur n — 1 tales potestates, quarum summa 


esset similis potestas. D. 


ConorLáni0M 1. Hinc multo minus n —2, vel n— 3, vel n — 4, etc. tales potestates dantur, quarum 
summa esset similis potestas. Hoc ergo modo theorema illud Fermátii in multo majori extensione adeo esset 
demonstratum. 

ConorLaniux :2. (Qaia poteafates impares aeque negatiwae ac positivae esse possunt, litterae illae 
p. q, r, 5, sive A, B, C, D utcunque ratione signorum variare poterunt, id- quod hoc modo referri potest: 

;, Kl pP gr, H. zpfz!zrz #0 etc. 

Cororzarıum 3. Hoc autem nullo modo valet pro potestatibus paribus, quoniam —p* non est potestas 
quarta, unde hoc theorema non ad hanc formam debet extendi: p*-1- g*— r*=s*, quandoquidem statim in 
oculos incurrit casu g—r hanc aequationem subsistere non posse, quemadmodum modo supra vidimus talem 
formam revera resolvi posse. mE | 

Huic fragmento manu J. A. Euleri inscriptum: Hujus autem falsitas infra fusius ostendetur. 

| pag. 115. 116. 
4. 
Ecce quatuor numeri, quorum tam summa quam productum unitati aequatur: 
+4, +3, i, L3, 
«9 2 3, 2 


- 


unde superior illa conjectura omni fundamento deslituitur. . 


PROBLEMA. Invenire quotcunque numeros, quorum summe multiplicata per productum producat unitatem. 
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1. Si desiderentur duo tales numeri, ut sit ab(a-1-0) — 1, ponatur a= cb eritque ab* (a -4- 1) — 1, sive 


= om? sicque & (x -1- 1) debet esse cubus, quod fieri nequit. 


2. Si tres desiderentur numeri abe (à bc) — 1, ponatur a — a (b -1- c), ideoque 
a+b+c—=({+a)(b+c), ergo o (x 4- 1) bc (b -1- c)? — 1. 
Nunc ponatur b — fe eritque | 
(+= (6 -- ^, ideoque a (a-1- 1) (HN *— 1, sive. Z=aß(a+1)(8+1)°. 


Sumatur « — 86 -1- 20, et debet ease 


= BB 8-2) 8-1, de hr?) 





. .1 -- 1 
Sit 8 — pp —2, unde = nb? (pp—2}, ergo Gare), 
quod fit quadratum I. si sumatur p — 2; tum enim erit 652 deinde 8—2, a —=8, c— 2 b— + 
ah. Consequenter tres numeri quaesiti b, p $3 quorum summa est 3 et productum 3 Deinde 
:9 49 4 , 49 
p(pp—2) fit quadratum rumendo P=7- Erit enim e (p—2)— 2. 16" hinc + sg Porro P= 7a 
a ws „8.16 p—S denique PT 81.8 __7-27 ergo tres numeri quaesiti a — —_ 1.27 2, 
gr Fa 3. 3.85" 167.21 16.2” 8° 1 — 33" "— 3.65 
8.16 65? 21.32 
18 quorum Summa >. productum vero "T NM 


i 


ALià SoLurio. Sumatur B —pp—41, ut fiat at ime (or gp f) jam sumatur Re unde 


Ap a a (p —2) (p -i- 1) (p 1”, statuatur (921g. t-- QV, unde p—2 — (p -t- 1)gg et p—; ET 


+1 x Du p—-1— a ideoque uu =. Superest ergo reddi quadratum 3g(1-4-2gg), quod 


manifesto a iumto q— 1, hinc an p=3, a—1, f=8, e— ergo tres numeri sunt = 





3 





b—*, = e quorum summa est — 3 et productum — 3 Deinde solutionem praebet positio =. 
Aliter, sumto statim a —1, fit ag CP (8-1); samatur B = 2pp, fiet 
4 BEEN 
epp (2pp-1- 1), cui satisfacit p—2. | 
3. Si desiderentur quatuor numeri, ut sit abcd (a -i- b -1- c -4- d) — 1, ponatur 


(aa (b a-c2-d), b—f(c-A-d) et c—yd, 


unde b — (y -*- 1) 4, a—a(f+1)(y+1)4 et summa omnium (c -- 1) ( prt ns productum vero 
egy (8-1) (1? 2. Debet ergo esse 
«By (a+ 1) (8 -4- 1)* y+ 1)" d= 1. 


Sumatur y=ß eritque «fB(a+1) (B -- 1) d —1, ideoque (B-1- 1)' P — TT 
| 1)* a--1)3 

Sumatur porro (8721-1) d — 71) fietque k!°— eh ; p= “CT, 

ubi « et k pro arbitrio sumi possurft; tum autem habebitur perl, hinc 
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TENE bc 4)? »" 
d= LS yo eT. œ== #rbitr., c=yd, Pera = Btr+ 114, 
cepere fé | Ber 


ExEMPLUM. n Az 1, erit G—3 b ety, di Ti em? 5 22, Lu: Consequenter quas nu- 


2 


2, 5’ ió 


meri sunt: quorum summa est —5, et productum — 


5 
3^ 
k. Si desiderentur quinque naneri, ut sit abede(a--b--e-+-d-He\=1, ponatur 
d—óe, e=y(ö+-1)e, b—p(y+1)8+1)0, G— a (B -- 1) (y -- 1) (0 -- 1)o. . 
Hinc summa omnium — («-+1) (84-1) (y-4-1) (831-1) e et productum afyô (81-1) (y-i- 1 (0 -4- 1)* e*, 
ergo — afy8(o -1- 1) (8 3- 1) (y + 1) (9 - 1)* e*— 4. 
Sumatur 0—]Ó et y— pp —1, erit cf (pp— 1) et, 





Sit p(B+1}e= 4 eritque «(pp —1) (a-+-1)=k*. Fiat a(a+-1) (pp—1)—aaqe, inde m HT, aBq=—k", 
i | 
ergo Ba Sit p—2 et g=2, hinc a=3, pi. Ponatur k—2, erit p=3=8, => d, 
3 _». : kA 9 41 3 28 
=; be. = consequenter quinque numeri 7, 3* 4^ 7? gg? Quorum summa est 3 et pro- 
ductum omnium À. 


28 
Conjectura.igitur supra proposita maxime fallit, ita ex casu ultimo, quo volebamus detronstrare non dari 
quinque potestates sextas, quarum summa sit polestss setla, fum demum demonétístio haberetur, si ostendi 
posset, quinque illos numeros a, b, c, d, e nunquam ita definiri posse, ut. eorum quilibet, per quemcunque 
reliquorum divisus, prhebeat potestatem sextum. Si igitur demonstreri posset omnes has fractiones 


a LJ a a 
b c? d' e 


non esse posse potestates sextas, tum simul demonstratum esset, hon dari quimque potestates &extas, potestati 
sextae aequales. 


8 (J. A. Euler.) ' 
Ad casum superiorem secundum pro tribus numeris, quo formula - 
aß (a -- 1) (8 -1- 1)* 
debet esse biquadratum, sumatur B — «(c -1- 1), eritque formula 


2 "WE | e. a S aa 1 
ka (a+-1) (22-4 1)! ==, ergo 2o(0-3-1) (261-1)? -— —, sive 2o (ac S ETE 


Debet ergo 2a (a+ 1) esse quadratum. Ponatar etgo Zu {a -+- 1) — dapp, erit e — i 3 , hincque fit 


EL. | i % 1 _m-? . (m 9°. 
app (pp — p» —3) — e (a4-1)*! ergo Pp—3  c@a+rl) c(pp md)’ hinc t— rs e 3y 
- - 
Porro P= (pp — $^ unde tres numeri erunt 
— m2 " Bb — dp UL tm 
p(pp — 2) | pp. (O07 Sp(pp-- 3) 
. 3 4 À 1 
ExEgMPLUM. Si p —2 fit a— 3? b—3, =. Summa = 3, productum — 3° 


Eodem redeunt sequentes solntiones 


+ 
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8kk " . 4 
e - 4. & — (ik — 1) et B —2kk, give Pe 


au) sive m— sm 
Skk ' d (2434 — 1* 


À 
2. C — 55-7 et E 
Nam si fuerit «(a+ 1) 8 (8 -1- 1)*— biquadrato, casu B — b, tum erit etiám casu B= +. 
3. Si kr(mrx +-n)=> CO casu z-—-a, tum etiam erit quadratum casu gp 


ProsLema Invenire tres numeros p, get r ita, ut formula (pp —9)(qq — rr) fiat biquadratum: veluti evenit 


L sip=5l, q—3, r—1; Il. si p—15, q—13, r—11; Ill. si p—29, 4—25, eo 


Hic notasse juvabit ex casu quovis cognito facile erui alios , scilicet 
p—p-r-24—r, g=p-+r, r—p—2q—7r, 
sive etiam p-p-a-2q2-6 c 4—p—r, t—p—2q+r. | 
Hoc problema facillime ex praecedente, quo numeri illi a, b, c sunt inventi, resolvitur. Sumatur enim 
q—a--b et p—YV(g4-—-) et r—a—b. 


"ExEgMPLUM. Sumto =}, b—+, erit arte, te et p—YOT 2T sive p—19, 


—17 et r —1; hineque alii reperiuntur 
| p— 52, '— 20, r'— 16, sive . 
p-13, ges. roh, 
vel etiam p—5, q'— 18, í— 14, sive 
p—21, à —9, r = 7. 


. . . 92 
Ex solutione generali sumatur a -— _# . 4589 fietque 





9k (kk + 9) 9k (kk +2)? | 
00 (+92)? 2 M— A9ilka- 4 (+2)  — LH — (Ma-92)? 
my "7 Amar p: V( KT arce) aar 3; vel 


p-—(kk3-2)f, q-—(kk—2)(kk-- 2*, r — (kk— 2) (k*— 12kk + &). 
ANALYSIS, qua haec sojutio innititur, ita se habet: 
Inventis ternis numeris a, b, c, ut supra, sumatur g—a<+b et r—a—b et p—a-1- b -c 2c; tum enim 
fiet o pp— qq z— hee-t- Ac (a -- D) o ho (a-4-b-4- e), at qq— rr hab, 
ergo (pp — qq) (qq — rr) = 16abc (a +- b + c) — 16. 
Hinc porro colligimus p = 2a-4- &b -- 2e, vel | 
p'—a--2b--c,  q—a--e, r=— a—e, 
vel etiam = 2a 4- b 4- c, g —b-c, | r=b—e. 


-V 


ALIA ANALYSIS. Loco a, b, c scribantur T. ; 


et —, ut debeat esse 


ayz (2 -- y 4-2) — st. 


Jam fiat primo = (z + y 3- z)! pp, eritque zyz — (z -- y - z) pp, hinc 


(zy) pp zy(£-1- y) eyp (zy) 
£z ————— et z-rF-y--£:—-—————, er $$ = — 7 — , 
ey — pp J Ty —pp ? go zy — pp 





- 
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Ponatur porro æ —ngg et y=mr, fietque y | . 
; | 
se — TPM) Paar) sive —_ Turm 
naggr — PP naggrr NAT — pp 


Ponatur nunc nor —p — k(qq + rr) eritque p=ngr—k(gqg-+ rr), ergo 


ss _mngr—nk(ag-H-ır) _ n(k(gg-+-rr)— ner) 
naggrr  k(ängr—kigg-+m))  kiklgg-+-rr)— Zuger) » 


s —— qgq--rr—92qec.— (q—7)* 


Casus I Sit &—2k, erit = . 
s ’ naggr  Qg—+rr— Ag  gg—+rr — Agr 





Sicque quadratum esse debet qq +- rr — kqr, cujus radix ponatur q -+ Tr, ita ut fiat 


9 . 
rr — br — + qr + Ir, vel’ ggr — &ggq — 2fgq + ffr, 


vd — (gg—ff)r— gg 2f q. eve Im HR 





Sumatur ergo g= gg —ff et r — gg + fo, eritque 


q—r . 3g--fr--98 _ AM (Aog -- 99) (39g--f-- 90). 


ss (g—r) 





——"——) ideoque _- I = et s | 
nnggrr (a+ Ioy ngr pel 9g-- fr-- Afg | a 
Quocirca erit p = 2kgr — k(gq-i- rr) = —k(g—r)?, ideoque z —2kgq, y —2krr, = 


Casus II. Sumatur n—k, erit 5 ME 


ft... 
um GE Sit V(gg-+rr q)—44r erit 














HN aa T. — 999 — inn 2$ —9—ff 
mp gt, vel ggr—g9q—2fog+ ffr. hine = on 
Sumatur ergo qg—gg—ff et r — gg +-2fg, ita ut sit 
rum 
4 . . . 
ip. Ten bincque erit 
| | + 
p—kqgr—k(gg+rr), vel p—k(gr—qq—rr), indeque y—krr, z=kg, rem 
| m + 
ALITER. Cum sit en, dividetur per xy, eritque en , Sumatur rs fietque 
2 
88 = Superest ergo ut 2ry fiat quadratum. Sumatur æ — 2g et y — rr fietque 
— Hagrr (ga), __ Narr) 2. — Am 
$ Gum? ideoque ar Fer u, hincque. Paaren 
— — — Pp (2qg rr) _— Baerr (2gq rr). 
indeque æ —2g, =, Lin TET vel z— (gg — mi 
ExEMPLUM CASUS PRIMI. Sit 9 —2 et f — f, eril re, q—3, r—20, p—17*k, x—29k 
_oonı .. 818.1743 2009.47. |. 
y—2.20 k, 2 — 109.18!" vel z — 132 ^ hinc 
L2 _ 3.13 y 343.90 05 __ 47 
| 7,0 9, FTIR 


13.17 


uorum pr 
q productum est 3.90 





et summa . . . . falsa! 
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9. (N. Fuss 1.) 


TENTAMEN DEMONSTRATIONIS THEOREMATIS FERMATIANI, quod esse nequeat z"-4- y"— z^, statim ac 
ñn superat binarium. ) 


Pro casu * —3 res eo redit, ut demonstretur hanc formulam ab (a-4-b) cubum esse non posse, ubi a et b 
sint primi inter se. Ponatur ergo ab (a -1- b) — x? eritque &a*b -1- kaabb — kart, sive (aa -4- 2abj* — kax® + af, 
unde aa -1- 2ab— V (kaz'-1- a*). Quoniam hic x et a non sunt numeri primi inter se, sit d maximus eorum 
communis. divisor, ac ponatur a— dp et x — dz, sicque p et z erunt primi inter se, et quia a et b etiam sunt 
primi inter se, erit quoque b primus ad d et p, tum igitur erit 


2dbp + ddpp — dd V(Mpz*-1- p*), ideoque V(Aps* -1- p*) — > + pp. 


2e numerus integer. Quia ergo b primus ad d, necesse est, ut - sit integer; ponatur ergo p—dq, 
erit V(&dgz*4- d*q*) — 2bq +- ddqq. Unde quia radix factorem habet q, at z ad q primus, necesse ut d habeat 
factorem. Sit ergo d—dqr eritque V(kqqrz*-4- q*r*) = 2bq + q*rr, seu V(hrz!*-4- g*r*) — 2b --g! rr. Sicque 
erit r factor quantitatis post signum, dum alter factor est &z*-1-g*r*, unde necesse est r — D. Sit ergo r=ss, 
erit V(42°-+- g°s°) = + gs. At vero — numerus integer esse non potest, unde patet aequationem nullo 
modo subsistere posse. Sicque impossibile erit, ut sit ab(a-1- b) — z?, neque ergo unquam esse poterit 
G*-4.b*— c?. Facile autem patet, hoc modo rem de altioribus potestatibus demonstrari posse. Verum haec 
conclusio maxime est incerta, cum fieri posset tam s—1, quam s—:2. Ceterum theorema Fermatianum huc 
redit, ut demonstretur nunquam fieri posse, ut haec formula 1-1- kz", vel etiam 1— 42” unquam evadat qua- 
dratum, simul ac exponens n binarium superaverit; hic autem x omnes numeros rationales tam fractos, quam 


integros significare potest. Reducatur enim res ad numeros integrog ponendo gH et formula evadet 


r+ bp no, 
cujus radix statuatur r”-+-2v, ita ut # primus ad r, erit 


Erit ergo 


= pa. Wer hy, unde erit Pt, ive p'q^— v (r^4- 9), 


qui duo factores sunt primi inter se, unde uterque debet esse potestas exponentis ^. Capi ergo poterit v-— p^, 
tum autem erit r"-1- » — q^, ideoque 1^-1- p^ — q". 
Quare si baec formula 1 + 4x” fuerit impossibilis, etiam impossibile erit 
| ut r^-—- p^— q^. 
À. m. T. II. p. 161. 


10. (J. A. Euler.) 
Jai — i^ 


Ut fiat z!-À-y*— D, sumatur m + y — 3aabb, £-—y——3 





Summae vel differentiae duorum cuborum, 
quae sint quadrata: — 
IL 2!--1'—3*, ll 8?—7*— 13*, II. 65°-+ 56°— 671*, IV. 7À— M73 — 549*. 


14. (Leæoll.) 
V. 37°’ 11!'— 228", VI. 71? — 23! — 588*. 
Proposito problemate, quo quaeruntur duo cubi: inter se primi, quorum summa z*--y* sit quadratum, duo 


casus sunt perpendendi, alter, quo ambo numeri x et y sunt impares, aller vero, quo unus par, alter impar. 
L. Euleri Op. postbuma. T. I. 31 
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Pro casu priori erit x—a-+-b et y—a—b, numerorum a et b altero existente pari, altero impari, hinc autem fit 
| «+ y! — 223-4 6abb — 2a (aa +- 30b), 
ubi iterum duo casus occurrunt: primo vel 2a el a 3bb sunt primi inter se, quia aa-1-3bb est impar, ergo 
uterque factor seorsim esse debet quadratum, unde patet a esse debere parem, b vero imparem; ponatur ergo 
2a — ec, et quadratum insuper esse debet aa-31- 350 — &c*-4- 35b =D, quod facile fit; vel secundo 2a et aa -1- 35b 
communem factorem habere possunt 3, quod fit si a sit divisibile per 3, existente a pari; sit ergo a — 6e, fiet 
12c(36cc-1- 300) — 0, hinc be (12cc3-85) — n. Sit ergo c — dd, fierique debet 124'+-bb=D, quod facile fit. — 
Pro posteriori casu poni debet x — t e et y — 2— 5 eh, ubi uterque a et 5 impar; tum igitur quadratum esse 
debet 2aGa+ 3) _ sive a(aa-+-3bb)—=n. Hic iterum vel a non est divisibile per 3, vel divisibile per 3; 
illo casu sit a— cc, ideoque c*-4- 3bb =D, hoc vero casu sit a 3cc, unde : 
3ec (9c*-4- 30b) — D, sive 3c*-1- 0b — n. 
| À. m. T. I. p. 199. 


49. (N. Fuss L) 


Si esse ta’ —b’+-c?, foret a*—&5* c*—(0? —c*)". Hinc ergo si demonstrari posset nunquam esse a*—#d—0, 


theorema foret demonstratum. Quoniam igitur haec forma a*'— &d* continetur in hac A*— dB*, etiam ejus radix. . 


quadrata similem formam habeat necesse est, quae ergo sit pp—dgg. Ergo fit a*— pp-3-pq* — p(p-4-q*). Hinc 
prior factor p debet esse cubus —r?, et alter factor r*-4- q? pariter cubus. Unde si foret b*-1- c* — cubo, 
alius casus hinc deduceretur r?-+ q*— cubo. | | 
| A. m. T. II. p. 211. 


E 18e 
OBSERVATIO circa theorema Fermatii, quo affirmat, hanc aequalitatem a"-1- b"— c" semper esse impos- 
sibilem, simul ac exponens n excedat binarium, cujus autem demonstrationem. nemo adhuc invenire petuit. 


Reduci potest ista forma ad formelas, quae quadrata fieri debent. Multiplicetut enim formula proposita _ 


per 40” et utrinque addatur 5°”, prodibit 
(2a? + 1) — &a^ c? + Pi 0n — BB. 


Simili modo erit. &9^ c"^-4- a?”— AA, item c'^ — kg" b^ CC. Totum negotium ergo eo redit, num impossibilitas 
harum formularum ostendi possit. Ceterum apparet sufficere, casus examinare, quibus n est numerus 
primus; nam si a"-.- b" c", erit etiam a^^ -41- 54^ -1-e^^, sicque n spectari poterit ut numerus impar; 
tum au(em formula a"-1- b" factorem habet a+ b. Debet ergo eliam esse a-+ b—p", similique modo 
c—a—g" et c—b — r^. Quod si ergo hae conditiones cum: praecedentibus conjungantur, impossibilitas fortasse 
facilius ostendi poterit. Non solum igitur estendi oportet hanc formulam &g"c"-1- b!” non esse posse quadratum 
ita, ut simul a-4- b — p^. 

Pro casu a — 1 et b — 1 fit illa formula 4c"-4- 1 — CD, quod in integris nunquam evenire posse ita ostendo, 
quod quidem manifestum est si n est par. Pro imparibus autem statim patet c non esse posse numerum 
mparem. Sit igitur per — 24, erit formula 2^7-?q"-,- 1, cujus ergo radix esse debet 1-1- 27-15, 


2er 1 —1-3-2^7?,.4-2?^--*,.,. "ande P—sı+ M, z s (2" s -4- 1), 


qui factores cum sint primi inter se, debebit esse &— (^, alter vero factor erit 27"+-1= (21)"-1- 1, quod est 
impossihile. 
. 1 . À. m. T. Hi. P 165. 406. 
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Tuxrorema. Formala 1-:-2z* nullo casu fit quadratum, neque in integris, neque in fractis, praeter 
casum z— (. 


DEMONSTRATIO innititur huic fundamento, quod omnes cubi per 7 non divisibiles sint formae 75 + 1. 
Hinc ergo omnes potestates sextae erunt formae 75 -1- 1. Deinde omnia quadrata sunt vel 7s, vel 7n-1-1, vel 
7Ta-1-2, vel 7n-+-k, ita ut nulli numeri formae 75-34-32, 7n-+-5, 7n-i-6 sint quadrati. Jam forma 1 + 2x° in 
integris quadralum esse non potest. Si enim z per 7 non sit divisibile, forma numeri 1-1-2z* erit 7n-1-3 et 
4w-1-6, quorum neuter quadratum esse potest. Sumto autem cz —7a, erit 1+-2.7°.a°—zz. Foret ergo 
2.7.4 — sz—1 — (+ 1) (z— 1), ergo factorum z-+-1 et z—1 alter debet esse cubus, alter duplex cubus. 
Sumamus z — 1 — 7*.0*, ideoque x— 14-7?.0*, unde 2a*— 24°-+-7°.b*, unde patet esse debere a—be, erit ergo 
2c* — 2 + T*.0*. 


At si x est numerus fractus, ejus denominator debet esse quadratum. Ponatur ergo z— » , feri debet 
b*-343- 24! — 0, ubi nisi b— 7n, semper erit b$— 7^ -4- 1 et a*— 7n-—-1 (si a non est 7n), ergo 


D 243 — 7n + 1 2-2, 
hoc est vel 7n-1-3, vel 7A — 1, neutro casu quadratum. Sit a—7c erit b°+ 2. cz. Sit z — b* 4- 2. 7* d*, 
hinc ce — 23? d*4-2.7*.d* et sumto c—de erit e*— 204-2. 7*. d*, ergo e'— 2b* divisibile esset per 7, quod 
fieri nequit. 


Verum rigida demoastratio postulat profundiores indagationes. 


TnHkonEkMA I. Si faerit 2x°+-1—0, dari poterunt duo cubi, quorum summa vel differentia sit cubua 
quadruplus. | 


Demonsrrario Loco æ scribamus —- fietque 22*-1-y* — zz. Jam ponatur x — ab fierique debet 
zz— y*—2a*b*. Fiat ergo z -1- y —2a* et z — y°—b", unde fit 2y!*—2a* — b*, ergo 5 —2 (a* — y*). Fiat b—2v, 
erit &c* — a’ — y?. 

Turonema IL Si dentur duo cubi, quorum summa vel differentia aequetur cubo quadruplo, dari poterit 
æ, ut sit 2z7*-- 1 —0. 


DEMONSTRATIO.. Sit vitai dien 4°, erit &a5-1- 533 59 -3- 55— 16a? c! --b^— 0. Jam sumatur zm erit 
0 —2x*-4- 1. 


Tarorsma Ill. Non dantur duo cubi, quorum summa vel differentia sit cubus quadruplus. 


DrwoNsTRATIO. Si enim fuerit z*-1- y*—&z*, evidens est ambos numeros x et y esse debere impares, 
unde statui poterit æ—a+b et y—a—b, ita ut numerorum a et b alter sit par alter impar, unde fiet 
2a*-1-6abb — ks*, sive a(1a-1- 355) — 2x", ubi Ga +- 35b erit numerus impar, unde patet a esse debere parem et 
b imparem. Hinc porro si ambo factores a et aa-1-3bb fuerint primi inter,se, debet esse a—2p* et 
GG-4- 3bb — q*. At vero si a sit 3c, ambo factores communem habebunt divisorem 3, eritque 


9c (Be + bb) — 2p* q*, 


unde 9c debet esse duplus cubus veluti 2.27d*, ita ut c—2.3d°, ideoque a—2.9d*. Tum vero bb + 3ce 
debet esse cnbus, unde casus duo sust considerandi: prior, quo a==2p" et aa-1-355—4*; alter, quo a—2.9,' 
et aa-1-30b — 39*, sive posito a— 3c debet esse bb-1-3cc—r*. Quod antem uterque casus sit impossibilis, 
demonstrari potest ope sequentis lemmatis. 

9 
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Lemma. Si fuerit zx-31-3yy — cubo, certum est ejus radicem ejusdem fore formae, puta pp -+- 3qq, ita ut 

ax + 3yy —(pp+3qq). Erit ergo z--.yV —3 — (p-À-qY —3), x —4V —3— (p—q4V — 3, hoc est 
+ yV — 3 — p! — 9pqq + (3ppq — 34*) V — 3, 
unde fit s—=p— ig et y— 3ppq — 39°. 

DEMONSTRATIO CASUS PRIORIS. Cum igitur aa-+-3bb— cubo, per lemma erit a—p"—pgq et b—3ppq— 345. 
Quam ob rem debet esse a — p!— 9p4q— 2 cubis, unde hoc productum p(p— 3q)(p+-3q) cubo duplo aequari 
debet, et cum numerorum p et g alter sit par, alter impar, erit p par, ideoque p —2cubis. At vero p-4-34 
et p —3q — cubo. Ponatur ergo p-3i-3q — r* et p —3q — s*, erit 2p — r*-1-5*— &t*, quod fieri non potest, quia 
si darentur tales numeri a*-4- b — &c*, nunc darentur multo minores r*-4- $5? — 4°. 

DEMONSTRATIO ALTERIUS CASUS. Cum fieri debeat bb-1- 3cc— cubo, erit b — p* — 9pgq et c—3ppq — 3q*. 
Cum igitur a— 3c, erit a — 99 (ppq— 4!) — 2.9s*, sive q(pp — qq) — 23*, ubi q erit par, ideoque "ponatur 

- prq—=t" et p—q—u, erit 2g — 0 — "0 — t, . 
Unde si magni darentur numeri, etiam in minoribus dari deberent, ut fiat 22°+-1==D, quod autem cum in 


minimis non fiat, etiam in maximis non succedet. 


15. 
PROBLEMA. Invenire duos cubos, quorum summa aequetur dato multiplo cujuspiam cubi, aive ut sit 
+ y! — ne. 
Sorurıo. Ponatur n— af} et fiat x — a-1-b el y—a—b; tum vero z —2v, erit a (aa-+ 35b) — kagyv?. 
Fiat aa-t- 35b — (pp-1-3gq)* et vidimus fore a—p(pp — 9gq) et b —3q(pp — qq), esseque oportebit — 
Sumatur y — fgh (pp + 3qg), ut prodeat a— &afyf*g* À*. Cum igitur sit a —p (p + 3q) ip — 34), fiat p — af”, 
p--34 — 285 et p — 34 — 2yh*. Hinc erit p — 6g*-1- yM* et 34— 8g! —yA*. Hinc ergo debet esse 
ef’ Ag’ 7h", 
quod si ergo hoc fieri potest, etiam aequatio proposita erit confecta. Ita sumtis f, g, h— 2-1, solutio locum 
habebit si fuerit & — ß=y. Sumto f —2, g—h—--1 solutio locum habet quoties fuerit 8c — 8-7». Tali 


$8. AS : 
Pg 3^ , unde porro deducitur a — p(pp — 994) 





autem casu, quo af’= Bg*+ yh*, invento, erit p — af* et q— 
et b — 3g (pp— gg), ex quibus denique x —a--b et y —a— b. Tandem autem erit z = 2 — 2fgh (pp-+- 39). 
ExemPLum 1. Sita=3, 8—2, y —1, ideoque n—6, fiet 3f°— 29! +, quod fit si f—1, 9 —1, 
À — 1, tum autem erit p — 3 et q— 3: unde deducitur = et.) — 2. Erit .ergo a: — 27:10. Sit ergo 
a=27 et b—10 eritque x—37, y—117, =... Cum jam sit #-+-y’—=(c+-y) (zo — ry-1-yy), erit 2+-ya=3l 
et ob z—y — 20, ergo xx —2xy -- yy — #00 et zz— zy + yy — 1029, ergo z3-2-y* — 54.1029 — 6.3.7? 
ExruPruM 2. Sita —5, 8—3, y —1, ideoque n — 15, fiet p = 5/*— 39*-1- À*, quod fit si h—2 e 


g— —1 et f—1; tum erit p—5, q—— -3, unde a— 5.96 et b oc Ie Sumatar a — 340, 6 — 143, 

£z —683, y — 397 fietque z?-1- y’— 152°. TEE 

ÜBSERVATIO MAXIMI MOMENTI. Arbitratus sum, si fuerit zx — ngyy —(pp — nqgj*, etiam fore 
z-4-yVn—(p--qVnf et r—yVa-—(p—dqVaj, 


unde facta evolutione fiat 2—p*-1- 3npgg el y — 3ppq-1-n4*. At nune se mihi casus: obtulit maxime discrepans 
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161— 3.23°— (1 3.94)", unde deberet esse 16-1-23 V3 — —(14-2V3y, quod autem neutiquam contingit. Simi- 
lique modo deberet esse 16 —23V3-——(1—2V3)*. Interim tamen productum priorum 
4162— 3.235— (1 — 3.92)! — 37? — 3.30%. 

Revera igitur hoc remedium afferri debet: Si fuerit xz — nyy — (pp —ngq)", tum sumtis factoribus dabuntur 
numeri f et g, ut sit z--yVn — (f-+gVn)(p-+-gVn)? atque —yVn—{(f—gVn) (p—qVn), ubi necesse est, 
ut sit ff—599— 1. Haec ergo applicemus ad casum observatum, ubi est 2 — 16, n —3, y—23, deinde 
p— 1; q—2, et facto calculo litterae f et 9 ita determinantur, ut sit f— = — n et g— — _ #4 , unde revera 
fit ff—399 — 1. Unde patet hujusmodi coéfficientes nullo modo divinari posse. 

Sequens autem consideratio me ad hunc casum deduxit: Quaesivi numeros x et y, ut (x + y) (zz -4- yy) 
fiat cubus, et vidi esse debere z-1-y — &A* et xx-+-yy — 2B?. Posui ergo zz-4yy — 2(aa-1-bb)* et inveni 
æ—a(aa—3bb) et y — b(3aa—bb). Hinc porro inveni hanc solutionem y — — 9 et x — 13, deinde ex hoc 
casu elicui z — 7.37.61 et y —9.13.229. — At vero valores litterarum f et g multo simplicius exhiberi pos- 
sunt, uti ex sequente problemate. patebit: 

ProsLema. Invenire numeros inter se primos æ et y, ut sit 22 —3yy cubus. 

Sozurio. Primo haee conditio est adjicienda, ut numeri x et y eint. primi inter se: si enim compositi 
admittantur, solutio esset facillima sumendo 

æ—a(aa—3bb) et y — b(aa —3bb); tum enim foret ax — 3yy — (aa — 3bb)?. 
Ponatur igitur zx — 3yy — (pp — 3qq)° et sumtis factoribus fiat 
D 2- y V3 — (f 4- gV3)(p a- qV3 
similique modo x — yV3 = (f — gV3)(p — qV3y, 
sic enim fiet zz — 3yy — (ff — 3gg) (pp —3q44)'. Necesse igitur est, ut sit ff— 399 — 1, quod infinitis modis 
fieri potest. Primo f=1 et g—0; secundo in et g — 1; tertio f — et g — 5; quarto f —26 et 4 —15. 


et in genere 0 f—+gV3 = 10 + Va + | 2— V3)" 
f—9V3= 4 (2+ Va — 5 (2— V3}. 


His notatis cum sit (pq V3) — p(pp-+9gg) +3g (pp-+-g9)V3. Ponatur. brevitatis gr. 
pP(pp--9qg) — P et q(pp-3-gqg) — Q, ut fiat (p+gV3)— P-+-30V3 et (p— V3} = P—30Y3. 
Hinc ergo erit 
z--yV3—fP-e( (gP +- 20) Y3 + 90, unde ft æ—fP+9%Q et y—gP+3f0; 

ubi notetur litteras f et g tam negative quam positive accipi posse. 
| Sit nunc p—1 et q=2, erit P—37 et Q—10, ergo z— 37f-+- 90g et y — 37g + 30f; quare sumto 

f —1 et 9— 0, erit x — 37 et y— 30. At sumto f —2 et g —1 erit z — 164, y —97. Sumto vero f —2 
et g——1 erit 2— 16, y—23, qui est ipse casus supra tam difficilis visus. Hoc ergo modo omnes casus 
possibiles pro x et y erui poterunt, ut zx — 3yy fiat cubus, dummodo litleris f et g omnes valores tam po- 
sitivi quam negativi successive tribuantur. Eodem modo problema generalius solvi potest, ut fiat xx — nyy 


cubus, qui sit (pp — 494) et sumto 
ff—ngg —1 erit. z-—- yVn —(f--9Vn) (p 4- qVn)*, 
ubi erit (p -- qV n)! — p (pp + 3nqq) [— P] +- q (3pp + ng9) V [= QV]. 


Hinc ergo erit 
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me y Voz fPa-gPVo + fQVn -A- ngQ,. ideoque x z (P -4-n9Q et y —gP--fQ, 
quod ergo infinitis modis fleri potest, «i modo fuerit ff—ngg —1, id quod semper preestari potest quoties n 
fuerit numerus positivus. At si n fuerit numerus negativus, evidens est formulam ff-+-ngg, saltem pro f et g 
integris, aliter unitati aequalem esse non posse, nisi sit f —1 et g — 0. 
p. 169. 171. 


68. 
(Leæell.) 
Prosuema. Datis numeris m et n, item «a et b, invenire z et y, ut fiat 


mda — nbb — nxz-—myy, sive m(aa-i- yy) = n (bb + ur). 


Sozurio. Ponatur xz — mpa- qb et y=ga-+-npb, unde fiet 
maa — nbb — m(mnppaa — qqaa) -+- n (qqbb — mnppbb) — maa (mnpp — qq) — abb (mnpp — qq). 
Oportet ergo sit mapp—qq — 1. Manifestum ergo est hoc problema solutionem non admittere, nisi numeri m 
et ^ sint summae duorum quadratorum. Quoties autem fuerint tales, ope problematis Pelliani semper invenire 
licet numeros p et q, ut fiat mnpp—gqg—+ 1, sive manpp—1— n. 


(J. 4 Euler.) 

Excipiuntur tamen casus, quibus vel mn est ipse numerus quadratus, vel in duo quadrata inter se prima 
resolvi nequit; cujusmodi sunt: 8, 18, 20, 32, 40, 45, etc. Sic si ma — 13, erit p—5 et g=18; nam 
13.51— 1874-1, et i mn — 125, erit p —61 et q— 682, nam 125.617— 682*-34- 1. etsi 125 — 100 -4- 25, 
quae non sint prima inter se, sed notandum est esse 125 — 11*-1- 2*, quae utique sunt prima. 

A. m. T. I. p. 199. 


49. 
(N. Fass L) 
ProstLzma. Resolvere aequalitatem ad (a —+- b)*z— cd (c -+- d)*. 


Sorurıo. Ponatur m(a-+ b) — ^ (c -à- d) fierique debet. nnab — mmced. — Porro sit 
a—mmps, c=nng, b—qrs, d—spri, 


| | | no 
unde prior aequatio erit m*p-t-mqr — n! q-1-npr, unde fit r = em 


8 
— - . Ut ergo fractiones evitentur, sumatur 


.$— mq —np eritque in numeris integris | 
a— mmp (mg—np), b—q(ntg—mp), c=nng(mq—np), d=p(n’g—m'p). 
Hinc enim fit | | 
a+ b — n (nngg — mmpp), c d—minngg—mmpp), : 
quae solutio est generalis. Notetur autem, si litterae a, 5, c, d sint quadrata, veluti ax 4°, bzz B*, c zx C!, 
 d—D', tum aequalitatem propositam accipere hanc formam 
AB (AA +- BB) = CD (CC + DD), 
ad quam igitur solvendam illae quatuor formulae quadrata fieri debent. Primo ergo quadratum erit 
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sim ideoque $—U sie pg—d. 
Praeterea vero quadrstum esse debet 

mm) — dv MR lg 

b ^— q(iq—mp' (0 nfg—mip ’ 


hocque modo omnes erunt quadrata, unde eadem solutio prodit, quae supra est data. 


ResoLuTıo succincta aequalitatis (aa -1- bb) ab — (cc -+- dd)cd. 


Sumtis pro m et » numeris quibuscunque capiatur 1- = T tum vero sumatur — - 





p — M'-c fgg — 39", q— Mf*- fgg 1- 39! et s— M — 5fgg, 
tum habebitur a— mp, b — «s, c — ms, d— nq. Veluti si sumatur m — 3 et 1 — 1, erit {=}, ideoque 
f=5, 9=%, hinc kff- gg — 116, ergo p —388, g— 1772, s—100, seu p —97, q— 193, s—=25, unde 
fit a—291, b—25,c—75, d— 193, hic scilicet numeros p, g, $ per & deprimere licuit, quod semper evenit 
quando g-numerus par. | 


Duo numeri a et b assignari possunt, ut fiat 10ab (aa + bb) — 53, quod utique in numeris integris. fieri 


TN 97 4 540 — 36 81 
nequit. Hoc autem evenit sumendo =; el =: tum fit ab 7. et 102b — c — 5; tum ob a — 30 
et b— s. erit aa + bb — ©, ideoque 10ab (aa -i- bb) — 53. 


ResozuTio hujus formulae ab (maa +- nbb) — cd (mec -4- ndd). 








* -— — A 1 ag m" M a — k 
Posito b=pe et d— qa, reperitur a mp . Posito p— q(1 + 2) et . 714—595, porro q— — » 
f __ mA + nkk 
ambo numeri À et k arbitrio relinquuntur. Tum sumatur Y 7 mA nkk' eritque 


ah (Vf —5fgg), - b — k (KT + fgg 3-39"), e— h (+ fgg — 39), d — k(M* — Sfgg). 


007 mAh | 
Cum enim sit aH 7 I. 1’ erit - 
maa -1- nbb — mn (2ff — 99) (Mf — 399) ara- fgg — 39") 
meo 3- ndd — mn (2ff — gg) (Mff — 399) (&f*-1- fgg -1- 39") 


nora ab — Af*--fyg-i-39* mos-i-nbb — Af? + fig — 35? 

ertt agitur ed  Afi-efp— Mq! 75 meccendd gg 

Ceterum hic patet, permutatis numeris À et k sumtoque g negativo, litteras a et b abire in d et c. 
| p'—4 | 

| ep" 

pro qua supra posuimus q—p(1-1-z). 





| aa 
Azia ResozuTrio formulae ww 


Nune vero ponamus q=nn(p—1) + P. tum enim prodit 


LN p'—p—nn(p — 1) 
om N er —» 


ubi commode per p —1 dividitur prodibitque 


aa pp--p—n^ 
, E oun y 
e aW (p — rin p(p— 1) -2nnpp--pp--p 


Hoc modo habentur duae formulae ad quadratum reducendae scilicet 
npp+nptn et n*pp-i-3n*pp-i-3nn +-pp — (2n* In! — 1) p-4-n*. 


Necesse ergo est, ut sit (n^ -1- 1)'— C, ideoque etiam nn + 1. Sit igitur nn + 1 — mm eritque 


Ld 
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aa — pP+-p-mm+1i X. | 
(00 mé pp — 2mm (nm — 1)* p-i- (mm — 1) 


hujusmodi autem binae formulae supra sunt resolutae. Ita si sumatur m—2, ut sit g9—4p—3, hinc reperitur 











p— ar Hae autem solutiones diversae erunt ab iis, quas prior solutio suppeditaverat. Ceterum hic 
statim ab initio scribi debuisset mm — 1 loco nn. 
® . 8. 
SOLUTIO GENERALIOR. Loco p et q scribatur E et ES et formula resolvenda erit Fer Jam ponatur 
p —1--0z, g=1-+-Pz et r —1+7z et habebimus 
3a — B — 2; + (aa — 29; — y) s-—- (at — Byy) ss.— 
| 38 —a —372- (388 — 3a; — p) s-- (95 —ap)ss 0 
Hic igitur tantum opus est, ut fiat 
Jje—8—25 NM (3e — B) gg — (88 — e) ff 
B-a— Hy gg’ unde 2y— 9g — ff | 
Hoc modo prodit ?=1433 et 1=473. Veluti ai a=2 et 8—1, fty=# PM +41 Ergo ai 


g—=1 et f—2 erit 2y— — D ideoque =-% unde fit 


3.64 + 433: + 2875s 
3.16 + 139x + 34 


Ceterum hic nil impedit, quominus sumatur vel « — 0, vel B—90, vel y — 0; tantum sumi non debet A — a. 
| A+ Bs + Css 


Quovis autem casu simplicissima solutio ita reperitur: Cum fiat ——— — — 
a+ bz + css 


=D, in qua aequatione E per 
hypothesin —0, ponatur hoc D= z , indeque prodit z. Sequens solutio imprimis est memorabilis, sumendo 
p—(4-r-50)z, q— 1--z, ac per artificium modo memoratum reperitur 


6. Q4 t 4 — 
unde fit pm t1 u qu mH, 


z— (nn -+ 4) (n*— Inn +1) 
EM Im 


Int , 
unde pro solutione formulae ab (aa-+-bb) — cd (cc-&-dd) statim habetur a — 3n°, b—n"—2nt+ n&-1-1, c— 3nn, 
d — n (n*-i- * — Inn +- 1), quandoquidem posueramus b — cp, d==ag, hine autem colligitur Zn, hincque 
Zen, Quodsi jam pro casu simplicissimo sumatur n — 2, fit a—96, b= 37, c— 12, d==146 hincque erit 
ab —325.3.37, cd —2*.3.73, aa -1- bb — 5.29.13, ec -1- dd — &.5.29.31.: 
TuronEMA. Ex qualibet resolutione aequationis ab(aa-1-bb) — cd(cc-1- dd) semper alia solutio deduci potest. 
DxwowsTRATIO. Quia ab(aa-1-bb)— cd (cc -- dd), erit (a-4- b)! — (a — b)*— (c -i- d* — (c — d)* hinc 


(a + 5)* — (c -A- d*— (a — b)* — (c — A, seu 
| (a 4-5 -- c -A- d) (a4- b —e—d)(n24- 0) — (a—b -t- c—d) (a—b—c-- d (n-4- 0). 
Quamobrem si ponamus a'2—a-3- b -t- c -- d et ’=a-+-b—c—d; dein etiam 
c—a--b—c—d et d'—a-b-c+d 
erit a b (a a +0 b)—cd (cc + dd) Quia igitur erat a:—291, b—25, c=75, d— 193, erit a — 584, 
b—=48, c— 38%, d — 148, qui per & depressi dant 
d — 146, b —12, c'—9%6, d'— 31, 


quae est solutio posterior minima. 
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. Formulae sat concinnae . 
pro resolutione formulae ab (sa -3- bb) — cd (ec + dd) 





Sumtis pro lubita binis quadratis ff et gg, capiatur $37 un erit 
a= f(a-+f) len—3aß + Bf 


b — g (P— 5088 + kaaß — 20°) 
e z— g (a + B) (ca — 3aß + BB) 
dc f (o — Saafi + hag — 38") 
vel si ponatur (a -4- 8) (au — 3a -1- 88) — 4, erit | 
a=f4, b=g(dä—Bala— Pi, c—g4, d-—f(A—3f (a — 8)*). 
Pro numeris « et 9 construatur haec tabula: 


f g œ B 
2 1 13 7 
3 1 7 3 

- 3 2 31 21 
k 1 49 19 
k 3 57 4 
5 1 19 7 
5 2 79 37 
5 3 21 13, 
5 r1 91 73 


Hinc si f—3 et 9g —1, erit a=7 et 8— 3, hincque A= — 50, unde a— 190, db — 386, c — 50, 4 — 582, 
sive per 2 deprimendo a — 75, b — 193, c—25, d —291. Sit f — 5 et 9 —1, erit & — 19 et 8— 71, unde 
á — 286, «4 — 1630, b — 1922, c—— 286, d — 13690, sive = 115, = 3961, e = 143, d zz 6845. Hine per 
theorema alii reperiuntur hoc modo: | | 

«a —2966, b'—5178, c—-2487, d'— 864. 


A--Bs -—- Cxs -- Dx? 


Prosızma DiormawTEUM. Cognito uno casu, quo haec formula EFE 


alium casum derivare. 


fit quadratum, ex eo 


Pd 


^ A+ Be-+-Coo-+- Do? : - 
SoLuTi0. Ponamus esse casu z — 6, ———— —————— — kk, tum sumatur 
E+ Fe 
|. B-- 90e2- 3Doe — FR C-i-9De — Es— Fr 
IT C quo facto alius casus erit | 3 —F—D 53 
. . A+ Bx -i- Cxs 4- Dx? 2 
tum enim erit —— EXE Fer) . 
Hoc ergo modo ex unico casu ianumerabiles alii successive deduci possunt. 
3 
ANALYSIS. Ponatur SEC — (k-1- s(x— e))* et facta evolutione erit 


A + Bz + Czz + Dz* — Ekk + 2kEs (z— e) + Es (z — e)*-— Fkkz + 2Fkex (z — e) + Fasz (z — e)*, 
binc subtrahatur aequatio À + Be -4- Ceo + Do* — Ekk + Fekk et dividendo per z— e prodit 
B 2 C (z -- e) + D (zz + ez + ee) — 2Eks + Fkk + Ess (z — e) -+ 2Fksz + Fasz (z — e). 


Jam ponatur z — e-i- v, unde terminis ad eandem partem translatis erit 
L.Ealeri Op. posthume. Th - | 32 
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B + 2Ce + 3Dee — 2Eks — Fkk — 2Fok: 
+ Cv -4- 3Dev — Eny — Fuev — 2Fhs z. 
+ Dvv — Fssev 
Nunc littera s ita determinetur, ut prima linea evanescat, hoc est ponendo 
B -+ 2Ce -+ 3Dos — Fk ‘ 


1— 735 Sk(Ea- B9) 
tum dividendo per v reperietur 
| | MIDI. ae E i) 
Fes — D Fes—D Y 
tum igitur erit AE zz (k—es + ax). 
A+ Bs + Css 


ALIUD PROBLEMA. Ex cognito casu, quo fit quadratum, invenire alium casum, quo idem 


. D+ Es + Frs 
obtineatur. 


A+ Be +- Co A+ Bs + Css . 
Dr Box Fe — 5 et ponatur D RE, ut sit 


A+ Bz + Cxx = Dkk +- Ekkz + Fkkzz hinc subtrabatur aequatio 
A-+ Be + Cos — Dkk + Eckk -&- Feekk 
et facta divisione per z—e prodibit — 
B-+-C(z-+e — Ekk-+-Fkk(2-+e), unde statim elicitur z— 


Sozurio. Sit z — e casus ille cognitus, quo fiat 


Ekk + Fike — B—C 
C— FR 


Verum hoc modo unicus alius valor reperitur, namque ex invento iterum pristinus valor prodiret. 
À. m. T. II. p. 157 — 161. 


TukonEeMa. Hae duse formulae ad (aa-+- bb) et 2cd(cc— dd) ita inter se conveniunt respectu factorum 
non quadratorum, ut altera in alteram transformari possit. 


. Prior enim in posteriorem transmutatur ponendo a—2cd et b—cc—dd. Vicissim autem posterior in 
priorem transmutatur ponendo c-—— aa -1-bb et d — 2ab; tum enim fit 


2cd (cc — dd) = &ab (aa -+- bb) 
Tres numeri formae zy (rxr— yy) infinitis modis dari possunt, qui inter se prorsus sint aequales, scilicet 
L x—=ff+#3gg et y — Mfg; IL z-—ff--3gg et y—3g9— ff + 2fg; 
HL z—ff--3gg et y— 3gg—ff—2fs. 
His numeris resolvitur problema, quo quaeruntur tria triangula rectangula, quorum areas sint inter se aequales. 


Nam in triangulo ABC sumtis cathetis AC — 2xy et BC— zx —yy, erit hypotenusa AB == un + yy et 
area — zy (zr— yy) Ex prima igitur forma fit area 


Mfg (ff 399) (f — 9) (f — 39) (f - 9) (f + 39). 
Ex secunda et tertia idem. Ratio investigationis haec est: 


Ponatur pr (p -4- r) (p — r) — qs (q 4- s) (q —*) et sumatur q— p, erit r (pp — rr) =s(pp—#), unde fit 


. 3 1 à 
PP=rr+rs+ ss, sive pp—45-—(r-—39. 
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Erit ergo 3r +8 — Vüpp — 30) — 39— À, unde PLU 


Sumatur ergo p —4-—-ff-1- 3gg et s— Mfg eritque 
2r + s— 2r + Mfg — + 2 (ff + 399) — Mff, hineque vel r—3g9 —ff—2fg, vel r—3(gg9 — ff) — 2 fg. 


Varii numeri formae æy(xz—yy), qui eosdem factores non quadratos involvunt, sub littera F contentos, 
in hac tabella exhibuntur: 





Cow3ECTURA. Posito xy (xx — yy) — A*F, inter numeros F videntur omnes numeri primi, vel ipsi, vel 
eorum dupla, vel ambo interdum occurrere, excepto scilicet binario, uti ex hac tabula colligere licet: 





Prosızma. Invenire numeros p, D &, y, ut sit pg(pp — qq) = tty (ce —yy)D, pro quolibet numero dato «. 


SoLuTio tantum particularis tradi potest, et calculis satis molestis expeditis inveni sequentes valores 


p — s* — 20nssti — Snnt p + 4— 2 (es — ntt) (as — Ent) 
q = (ss + 2ntt) (ss + Bil) ° p — q= nit (5ss + hatt) 

g — s*— 20nsstt — Bnni* © + y — (5es + Intl) (ss — Ent) 
y —— à (ss — nt) (as -+- 2ndt) a — y — 3s (ss + 8ntt). 


Hic enim rejectis factoribus quadratis formula æy{(xæ—yy) omnes continet factores alterius pq(pp —.99), ac prae- 

terea factorem ^ haec posterior continebit. Notandum hic est numerum s tam positive quam negative accipi 

posse. Deinde etiam valores singularum harum litterarum semper positivi capi possunt, etiamsi prodeant negativi. 
| . j 
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Ha sumto s—1 et (—1 pro cs n—1 erit p — 71, 4785, $71, y— 320. Hie loco f et q eorum 
semisumma et semidifferentia sumi possunt fietque p — 2.3.13 et q—7. Hinc enim fiet 

pq(pp—49) —2.3.5.7.13.17.71 et zy(xz— yy) — 3.5.7.13.17.71. 
Sin autem sumatur & — —2 manente s —1(— 1, prodit p — 9, 4— 5.9, sive p—1 et q— 5, sive etiam 
p=3 et q—2, tum vero erit £— 9, y — 4.9, sive x —1 et y — b, tum enim erit 


9?q(pp—44)— 2.3.85 et zy(xs»s —yy) = 3.5. 
A. m. T. I p. 191—193. 


b) Quaestiones ad. resolutionem plurium aequationum ducentes. 
70. 
(W. L. Kraft.) 
PROBLEMA. Efficere, ut fiat z-4-y H-z —0D et xyz— 1, ideoque 3 — x 


‚ Sequentes SOLUTIONES particulares prodierunt 


I "mJ y2— — + 
3? 9 
2 50 81 
II. LG) yis: 4 — 100 
M. a UU = 27 
7 Tin 36 — $.43 
u 18 8 
M =}. yug * — 36 
— — _2 —-9 
V. =-2, y——.4 :—4 
N i 
VI. ge ‚pr x=—72 


Si ratio x ad y sumatur a:b, et ponatur d — ma et y — mb, etit =, unde fieri debet 


= 


m(a+b)+-—_—o, sive m! (a+ 0) + =o, 7 
seu . m'aabb (a 3- D) + ab — 2. 


À., m. T. I. p. 191. 


71 
(Lezell.) 
Ut formulae aa-+-Mbb et aa-+-Nbb quadrata reddi queant, posito M= mu capiatur N— (app-+-m) (agg-+H-R), 
sicque pro dato numero M infiniti valores idonei pro N reperiuntur, veluti si M— 1, ideoque m—u — +1, 
erit N—(appztz1)(oqq-5 1j. Si p—1, erit N—(a + 1) (aq02- 1), cujusmodi formulae sunt 


pro c — 1, N — 2 (qq 2 1) | 
a, | N—3(2qq--1), 990 — 1 
«2-3,  N—.4(3g-*-1) — 2(390—1) 
ask, N=5(lgg+1), — 301-1) 
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Ut formulae aa-i- mmbb et aa-ı-nabb reddi possint quadrata, numeros m et ^ ex talibns formis sumi oportet, 
(ubi quidem ratio inter m et n est definienda) 
patrr—1),  pr(qq— 1).  gripp—1), . plag—rr),  g(pp—rr),  r(pp—99) 
p(grr—1) g(pprr—1), rppag—t), ppag—trr,  pprr—gg,  qar—pr, 
ppagrr — 1, 
quae formulae omnes ita sunt comparatae, ut si earum quadratis addatur idem quadratum bppgerr, proveniant 


quadrata. 
À. m. T. I. p. 122. 


PnaosLEMA. Dato numero A, invenire conditiones numeri N, ut ambae istae formulae &+- Ayy, xx-+-Nyy 
simul fleri possint quadrata. E | 

SoLuTio. Ponatur A=—py, pro casu scilicet, quo habet factores, et priori formae satisfiet sumendo 
æ — upp—vqq et y —2pq, tum enim erit zz + Ayy —(upp+- gg). Simul vero etiam altera formula evadet 
quadratum, si fuerit N — mmppqq + m (upp—vgg); tum enim erit 

ax + Nyy — (upp — vag)* + Imppgg (upp — vg) + Mmmp* q* — (upp — vag + 2mppqo)*, 

erit ergo N — mmppqq + m (upp —vq9), ubi m pro lubitu assumere licet. Quin etiam pro m. fractiones assumere 
licet, ita ut pro N nihilominus prodeant numeri integri, sumto enim m — ^ -4- x tum enim fiet 
N — (+) (mppgg + Hp) = (npp + v) (naa + n). 

| À. m. T. I. p. 198. 


79. 
(N. Fuss 1.) 
PROBLEMA DIOPHANTEUM. Invenire numerum x ut his duabus conditionibus satiefiat 
££ + ax mm —U et 2xx+2bx +nn=0, 
cujus solutio particularis est = 
.\ (nha — mmb)? — mmnn (m — n)*c 
| $mn(m—n)(na—mb . 
Ita si proponantur hae duae formulae: xx -1-2ax -1-c— D et ax + 2bz -1- c — D, sumatur m—1 et n—— 1 


(ab)? — 4e 
esitque e -— Far) — 


L= 


À. m. T. IL p. 154. 


73 
PnosLema. Resolvere has duas aequalitates: 


(221-22) zx -- (2 —9a)yy — AA. et (2-1- 20) zx + (2—25) yy — VBB. 
Sorvrıo. Hinc ergo primo erit £4*-1- &B*— (& -4- 2 (a -4- b)) zz + (& —2(a -&- 5)) yy; posito ergo 
a+ b —2c, .erit A+ B*— (1 4- e) zc + (1 — o) yy. 

Deinde vero erit A?— &B*— 2(a— b) (rz — yy), unde posito a—b—24, erit A*— B'—d(zx —yy). Statuatur 
ergo A-4-B — z-1-y eritque A— B —d(z —y)  Addantur quadrata eritque 

24* -4A- 2B* — (xz -4- y + dd (zr —9* —2 (1 -- c) zz, -- 2 (4 —oe) yy, 
quae evoluta fit (1 -4- dd) zx -4- (1 — dd) 2xy + (1 -4- dd) yy — 2(1 -41- c) zx -4À- 2(1 — o) yy, de 

(dd — 2c — 1) zc -- 2 (1 — dd) zy -- (dd +- 2c — 1) yy —: 0, 
sive (dd — 1) (xz — 2zy + yy) —2c (xx — yy) = 0, 


q 
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quae commode per z— y divisa fit (dd — 1) (x — y) —2c(x-t-y) — 0, unde reperitur 
| zo dd -4- 9e — 1 | 


y  dd—X—i 
Sumatur ergo x — dd +- 2c — T et y — dd — 9: — 1, fietque 
A--B—2(dd—1) et A—B—kd, ergo A-—dd--2cd—1 et B— dd—2d—1. 
Haec autem solutio tantum est particularis. 
PropLema. Resolvere has duas aequalitates: 
za + 2axy + nocyy — A* et xx + 2bxy + nddyy = B*. 
Sorurıo. Eliminetur littera ^, quaerendo A* dd — B*cc — za (dd — cc) + 2xy (add — bcc). Ponatur nunc 


Ad-1- Bc — x (d-1- c), eritque RAM TI dac DE 





unde erit 2Ad — 2dx -+-2y. add — ATIS, unde fit A—2z-- y. dua quo valore substituto erit 
Dax + necy — 2x . "dg Y t 2 
unde fit Y — cia Dr | 
À. m. T. IL p. 157. 
"7A. 


ResoLutıo aequationum 
| zur 2axy + cyy — À? et ze + Bay dyy — B*. 
Cum sit 42 B*— 2(a—b) xy+(c—d)yy, sumatur A— B—(a—b) y, erit 


: 2d hinc additis quadratis erit 








2(4A -- BB) — — y + a—b '» 
+ (a —b)* yy. 


Cum igitur 9 (44 + BB) — kez + à (a -- b) zy -t- 2 (c + d) yy, inde sequitur 


A. eh (a0) 2 + [ (253 :) + (a) —2 (c 4) | y — 0, hincque fit 
æ — (c—d)*-- (a —5)*— 2(e--d) (a—tb)* 
y — 4 (a — b) (aa — bb — c--d) 
Sumi ergo poterit x =(c— d)*-4- (a — 5j*— 2(c + d) (a—b)* et y — &(a— 5) (aa —bb — c-t-d). Haec aolutio differt 
ab ea, quae supra est tradita, ubi loco c et d habuimus ncc et ndd, quod mirum non est, cum utraque solutio 
tantum sit particularis. | 





Eodem etiam modo bae aequalitates resolvi possunt. | 
(2-21-a) zx + (nn — &) xy + (2 — a)yy — A! et (24-5) ex + (nn — 4)xy + (2—0d)yy = B*. 
Facta enim simili operatione, dividi poterit per z—y, ac reperietur inde 
x — s*— Ban + (a— 5)* -1- 2nn(a-1-b). et y — n —8a5-- (a —5)* — 200 (a1-0). 
In his autem formulis continetur casus supra tractatus, quando n —2. 
| A. m. T. LL p. 158. 
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78. 
ProBLEeMA. Invenire quatuor numerds positivos x, y, z, v, inter se primos, quorum tam summa quam 
summa quadratorum sit biquadratum. 
SoLUTIO.: Positis s=a-rbbrcc—dd, y —2ad, z — 2bd, vl, erit 
EA yy + zx + vy — (aa +- bb -1- cc +- ddy*. 
Ut vero fiat biquadratum, sumatur & — pp + qq -i- rr — $$, b — 2ps, c— 24s, d —2rs eritque 


287 00 + ec dd = (Pp -t- qq i rr + i)". 
Ut vero etiam ipsa summa 2 -4- y -t- z + v fiat quadratum, hoc fiet sumendo ps + Sr. Hoc enim modo 
erit V(z + y+ z + v) = 299 — 3qr — 29: D er +578 -4-2:5. Quae quantitas ut denuo fiat quadratum, posito 


wu U + U — Des 


q—r +1 reperitur r — ; hocque modo problemati satisfiet. Hinc sequens exempluni 


t + 38 + 398 
p 10 a—=3 4p = k09 qz*— 167281 Gf --y--z4-9—625-—5! 
q—2 b —20 y— 24 y—576 ' zu. yr-2z uv — 21*. 
r—2 e—k £ —:160 z*— 25600 
s —9 d—&k v —32 v* — 1024 


4 
PnosLEMA. Invenire quinque numeros positivos et inter se primos æ, y, z, v, #, quorum tam summa 
quam summa quadratorum sit biquadratum. 
SOLUTIO. ‚Statuatur æ — aa+-bb+-cc+ dd—ce, y — 2ae, z — 2be, v—2ce, u=2de eritque summa 
ey z* -4- v*4- u! — (at D? c? + dE et). 
Praeterea capiatur a — pp + qq + rr -4- 1s — ti, b —2pt, c —2gt, d —2rt, e—2s; hocque modo fiet 
| er rt (per. 


Jam ut etiam ipsa summa fiat quadratum, sumi debet p — —g—r + -i- t atque radix summae erit 
pp -1- qq -i- rr -- 5$ +0 -- 28, 
quae denuo evadet quadratum posito r —q-1- s$-1- g, si capiatur 


— 0m — Ágt - tt + 699 — — 9gt — 9ft + gg — -" 
9f —g 


ubi quatuor litterae g, f, f, g nostro arbitrio relinquuntur, quas facile ita accipere licet, ut numeri quaesiti 


fiant positivi. | ; 
A. m. T. NI. P. 195. 126. 


76 
PROBLEMA. Invenire duos numeros positivos et inter se primos, x et y, quorum summa sit quadratum, 
summa autem quadratorum cubus. , o. 
Tales numeri simpliciores sunt = — 29601 —=9.11.13.23, y — 25624 — 8.3203, unde x + y — 235”, 
ax + yy — 1153*. | 
ANALYSIS. Cum debeat esse zx-t-yy—p*, necesse est, ut sit p—aa-+-bb; tum vero evadit z—a(aa — 3bb) 
et y — b (3aa —bb). Hinc autem erit. z-1- y — a*-4- 3aab — 3abb — b* — (a — b) (aa +- &ab + bb) — 0. Fiat igitur 


2 
a—b=cc eritque + y — cc (65b + 6bcc -I- c*) —0. Sit igitur + Gee + 60 == ( oc + 38.7) unde haec 


relatio | > uU TE n 
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Quia numeri x et y debent esse positivi, necesse est, a£ sit aa7» 3bb, sive a >> b V3, ergo b -- cc 5 b V3, sive 
ee 75» 6 (V3 — 1), ideoque M ER Ponatur igiter 


b—2g{g—f) et cc—3ff—29g, ergo 3ff—299 —0. | 
Huic satisfit sumendo f— 11 et g — 1, vel etiam sumto f— —3 et g —1, unde fit c—5, b—8, a— 33, 
hinc 2 — 29601 et y — 25624. 





[d 


Si quaerantar tres numeri x, y, z, positivi et primi inter se, quorum summa sit quadratum, quadratorum 
vero summa cubus, tales numeri sunt 


| 35--9-4-5-——7* et 355-—-9!-—- Ft, 
Simili modo etiam 67-1-9-—-5— 9* et 67*-2- 9!-,.- 5* — 19* ; 


at vero methodus tales numeros inveniendi adhue latet. | | 
À. m. T. EN, p. 198. 





72e 
PROBLEMA. Has duas formulas xx -Habyy et xx + cdyy ad quadratum reducere. 


SorLvrıo. Pro priore ponatur æ—6(app—bgqq), erit y — pq; pro altera ponatur z=n(err — ds), 


eritque y — 2nrs. - Ponatur igitur [pq — rs — Enfghk, atque p—=nfs, erit q— hk et r —Û0fh et s gk. Qui 


valores pro zx substituti praebent 


bkk - | 
D — " . CA Quadratum ergo esse debet (m (ineff + + bkk) (Enaff + dkk), 


vel posito 0x — 29, quadratum esse debet 9 (Ocff -1- bkk) (Qaff + dkk), vel loco © scribamus z fieri debet 
uv (ucff A vbkk) (uaff -&- vdkk), quod si reddi queat quadratum, tunc etiam ambae formulae propositae fiunt 

quadrata. Ubi scilicet litterae f, k, u, > pro lubitu accipi possunt. | 
| ) À. m. T. III. p. 136. 


Ut hae duae formulae xz + nyy et yy 3à- zx simul quadrata reddi queant, necesse est, ut numerus ^ in 
sequenti formula contineatur: 


(s + ze — yy) (s — zo + yy) ( + ze + yy) G— 29 —9y) 


 Aescryy 


Quodsi fuerit n—aa-1-3, tum ambae formulae quadrata reddi possunt; tum enim sumto æ—a+1 et y—a—1 


"n 
[sand 
^ 


fiet nex + yy—= (aa --a-+2) et nyy + xx — (aa — a+ 2). Hinc solus casus a — 1 excipitur; tum enim ob 


n—4 foret y—0. Praeterea vero imnumeri alii dantur casus pro ^, pro quibus invoniendis quaeratur numerus 
DT + UV dd — 
24 








e — 1 , tum enim semper erit n — cc — dd + 1. 


Turorema. Hae duae formulae æx + nyy et yy-i- nzz simul quadrata reddi nequeunt, nisi s-1-1 sit 
summa duorum quadratorum. 


LI 


DEMONSTRATIO. Positó xz-nyy—pp et yy + nxx == qq ‚erit pp + qq — (n + 1) (2% + yy). Constat 
autem summam duorum quadratorum pp-1-qq alios divisores non continere posse, nisi qui ipsi sint summae 
duorum quadratorum. Quoties ergo n-+1 non fuerit summa duorum quadratorum, quod fit his numeris pro 
n assumtis: | | 
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2, 5, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 26, etc. 
ambae formulae simul quadrata fieri nequeunt. 
Cum his formulis Tex +-yy — pp et 7yy + 2x — qq satisfiat sumendo x — 3 et y — 1, unde fit p —8 et 
g—#%, innumerabiles alii dabuntur valores pro x et y, ex, quibus magno labore hos eruimus: xz — 1121 et 


y — 477, unde fit p — 300% et q — 1688, uti ex hoc schemate apparet: 


az — 3256641 . 12x = 8796487 
7yy — 1592703 yy= 227529 - 
gg — 2849384 pp — 9024016 | 
q— 1688 p — 3004. 
A. m. T. III. p. 146. 
74. 


PROBLEMA. Invenire quatuor quadrata xx, yy, zz, vv, ut sit 
aayy— zzep— A?, sz022 — yov -—— B*?,  yyxz — zxvv — C*. 
SorLurıo. Quaeratur formula F, quae addita producat quadrata. Talis est 
F — x'-+ y + z! —2z2yy —2rz2zz — 2yyzz + 2yzvv + 2yyvv + 2zzvv + v^, 

| coi si addatur kxxyy — kzzyv prodit quadratum (zz + yy — zz + vv)*. 

Si addatur ^ &zzzz— kyyvp oritur (xx +22 —yy + vv) 

et addito Ayyzz—hazvv prodit (yy + 2z:—xx+ vv)*. 
Hinc ergo facto F —= 0, erit 


TT + YY — 212 + VV B TT + II —YJy + vw 


2 , 2 , 


yy + 35 — 22 + 9v 
mens \ 


A= C= à 


Fiat igitur F— 0, et per extractionem quaeratur vv, eritque 

yy — 20 y— zz A- SV(xxyy + 2.022 + yyzz). 
Ponatur ergo V(xzyy + z222 + yy22)—=S, ut fiat w—=2S— zz —yy— zz. Fingatur autem S — xy +12, ita 
ut SS — azyy + 2xytz + 122 — axyy + 2222 + yyzz, unde fit 


t . u 
g=— 9 _ binçque S— 7/67 wt 19, 
TT + yy —tUt TE + yy — tt 
Verum hi valores substituti pro vv dant expressionem inextricabilem. Fieret enim sex dimensionum. Necesse 
ergo est, ut rem ad formulas simpliciores reducamus. 


Casus I. Sumatur /— z—y fietque z— z—y et S--zz—zy-- yy, hincque porro vv — 0. qui ergo 
casus prorsus est inutilis. 


. 3 
Casus Il. Sumatur (— y fietque z — Ww et gt. 
ÁLIUS CONATUS. Ex aequatione F— 0 quaeratur valor ipsius æx, qui est 
2X — yy + 22— vy = 2V (yyzz — yyvv — szvv) — 2S + yy + 22 vv. 


Quia hic yy multiplicatur per zz —vv, pro z et v tales valores sumantur, ut zz — vv fiat quadratum, quod fit 


5 0 a 
sumendo z —5 et » — 3; tum erit $—YV(16yy — 225) — ky —1, unde yo ret et s— Tum igitur 
. . 397 
erit x —yy + 16 +2$. Sumatur (—5, erit =. et S—20, ergo = +16: M io ^, ergo 


L. Euler} Op. postbuma, T. T. 33 
) 
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, y=?, sn $ et »—3, sive x —39, y — 25, z— 20, v — 12. Tentemus etiam casum 1— 3: erit 


3 


et S —36, ergo xx — dg » ergo =", unde prodit casus praecedens. 


Possemus etiam sumere z — 5 et v» — &: erit S— V(9yy — 400) — 3y —1, hinc 


400 + tt 400 — tt 
„=, et S— à 
Sumatur / — 10, erit y— 7 et S—15, hinc xx — incongruo. 


‚In ax —=yy +9 +25. 








$3 — o. zy ey! ert) 
S0 ey n) 


zz + yy —tt Pr reg mar: u Sumatur 25 


Ex priore solutione v» — 25 — rx — yy —2z existente z— 





tt . .… 
et y—Ä, fiet z= ni — et sn, Porro si =", solutio supra data oritur, ex quo casu derivavi 
iem: 15 rt 22486158 Os — 5496997 
sequentem: — — 17 US FT 7145693 — 115693 
À. m. T. IL p. 117. 118. 
78. 


PROBLÈME. Trouver trois nombres x, y, z tels, que le carré de chacun avec le produit des deux autres 
fasse un carré. | 

SoLuTiON. Qu'on pose, pour les deux premières conditions æx + yz — pp et yy-t-2z — qq, et l'on aura 
pp — qq = (x — y) (s a- y — 2). Soit donc p—4—z—y et p-1-q0— z--y —z, d'où l'on tire p=z— +2. Celle 
valeur substituée dans la première équation donne z — &(x-1- y). Maintenant la troisième équation sera 

16 (x + y)*-1- zy — n. | 
Donc la racine sera plus grande que &k(æ+ y). Soit cette racine 
| Ex+hy+s, etil y aura Sex + 8s — zy — — e. 


Ajoutons de part et d'autre —6hss, pour avoir 








bts 19us 
“ t 


(x — 8s) (y — 81) — 6585 — 


Soit z—8—— et y—8 — D, et pour ôter les fractions, supposons s —í«, et l'on aura x —Biu + 54 
et y —8(v + 13uv.. De là z— & (x + y) = 6&tu + 20tt + 52uu. 
ExEwPLE. Soit (— 1 et « —1, et il y aura x — 13, y —21, z — 136, car alors 
136?-+ 13.21 — 137°, 212+ 13.136 — 47°, 13?-+- 21.136 — 55*. 


ys — ss 
2s 
— 0 —(y-- pz)*, d'où l'on tire 





| 2 
, pour avoir zz-3-yz =) | 


AUTRE SOLUTION, Pour la première formule qu'on prenne æ — 


La seconde yy -4- xrz—0 donne doy + y55— ot 





9s 
— app es et de là „pre + 3») 
£ — Áps s — Aps 


Ces valeurs étant substituées dans la troisième équation zz -4- zy — n, celle-ci deviendra 
2*-4- (2p*— 8p) sz*-1- 17ppsszz + Ip’ z + 2ps*— 0. 
Pour rendre carré le dernier terme, je prends p — 2, et la formule sera * 
z*-4- 1682? + 681552 + 325! z + hs n. ] 
Meis on s'aperçoit d'abord qu'elle est carrée et que sa racine est xz + Bez -4- 2ss, par conséquent z demeure 


» 
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Ges + ss et g — ter 4n 
£— 85 ^ — £—8s ? 


dans ces formules { au lieu de z, et ainsi on pourra multiplier tous ces nombres par (—8s et l'on aura 





arbitraire. Donc puisque p — 2, nous aurons y — et pour ôter les fractions, mettons 
g — k(tt-- ss), y —s(8t-1à-s) et z —t(t—82), 

d'où il est clair que pour / il faut prendre une valeur 78s. En prenant s — 1 et t —9, on.aura x — 328, 

y — 73, z — 9, plus grands que les précédents. 


Cependant les deux solutions s'accordent; mais pour avoir le cas le plus simple, il faut prendre (—13 et 
$—:1; car alors on aura 
£ —680, y—105, 2—65, ou bien 272—136, y—21, z—13. 
_ , A. m. T. III. p. 145. 


19. 
Ad PROBLEMA, quo quaeruntur tres numeri x, y, z, ut quadratum cujusque una cum producto reliquorum 
faciat quadratum, cujus solutio specialis facile invenitur haec x — aa —8ab, y — bb -4- 8ab, z — &aa +- &bb. 


Generaliter statui potest x — aa-1-2b, y — bb -4- 2a, z—ab(ab—#%), quibus satisfit duabus couditionibus 
TZ --yz—UQO, yy-r- 25 — 0, et ut tertiae quoque zz -1- zy — 0 satisfiat, fieri debet 


a* b* — (8a* — 2) 5* -1- 17a* 5? -4- ab + 2a? — 0. 
Hinc istos valores inveni: x — 33, y — 185, 2 — 608, tum vero 2 — 297, y — 371, z — 320. 
À. m. T. III. p. 176. 


80. 
PROBLEMA. Invenire tria quadrata pp, gg, rr, ut semisumma binorum sit quadratum, scilicet 


pp +99 
2 


+ fr +17 
mas PTE gg, BET 


Hine solutiones simpliciores hujus problematis erunt hae quinque 
| p— 89; 97, 119, 23, 17 
q—191, 553, ‘833, 289, 697 
r—329, 833, 1081, :527, 1127. 
Directa autem hujus problematis solutio ita se habet: 
p—(ff— 29g)(ss—204), q — (ff + 29g + hfg) (2u + ss + st; — 8fgst 


Quia hic omnes litterae tam negative quam positive accipi possunt, haec formula plures admittit variationes, 
ga +1" 





quarum una pro q, altera pro r accipi potest. Quo facto necesse est, ut reddatur quadratum.  Prae- 
terea vero notetur, quemlibet numerum formae aa—2bb infinitis modis per similes formas exprimi posse. Ita 
formula aa — 255 infinitis modis fieri potest — +1, scilicet ponendo 

a—1, 3, 7, 17, M, 99, etc. 

b—1, 2, 5, 12, 29, 70, etc. 
Cum igitur numeri ff—2gg et ss— 2t infinitis modis per similes formas exprimi queant, formula pro q et r 
data infinities infinitis modis variari poterit. Si enim fuerit 


' aa—2bb — 2-1, erit ff—2gg — (af + 2bg)* — 2 (ag = bf)*, 
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ita tamen, ut p eundem valorem retineat. At vero hoc modo quaelibet solutio particularis satis difficilem 
postulat evolutionem; unde praecedens solutio longissime praecellit, cum sumtis numeris c et d pro lubitu, 
valores jam evolutos pro litteris p, q, r suppeditet. Hic etiam notasse juvabit infinitis modis fieri posse 

' aa — 2bb — 2cc — dd. 
Cum enim fieri debeat aa -4- dd — 2 (bb -1- cc), hoc fiet sumendo a—b-1-c et d—b—c. Erit ergo 


c—a—b et d—2b—a. 
À. m. T. II. p. 178. 179. 


81. 
(Lexell.) 


PRoBLEMA de inveniendis quotcunque numeris p, 9, r, s, t, etc., quorum quilibet ductus in summam 
reliquorum faciat quadratum, facile tentando sine analysi resolvi potest. Sit enim S summa omnium, et cum 
p (S — p) debeat esse quadratum, ideoque p$ — pp-t- D, evidens est tam p quam S esse debere summam duo- 
rum quadratorum, ideoque pro S sumi conveniet talem numerum, qui pluribus modis in bina quadrata se 
resolvi patiatur, cujusmodi est S — 130, qui in binas partes secari debet, quarum productum sit quadratum, 
quandoquidem si una pars sit p, altera erit S— p, tales resolutiones hoc modo exhibenius: 

p 2, 5, 13, 26, 32, 40, #49, 65 
S—p| 198, 125, 117, 104, 98, 90, 81, 65 


ubi notandum, valores ipsius p ex utraque columna sumi posse, ex his igitur excerpi oportebit vel ternos nu- 


S — 130, 


meros, vel quaternos, vel quinos, vel senes etc., quorum summa faciat 130, ut sequitur: ternio 32, 49, 49. 
Sicque quinque habemus numeros 2, 5, 26, 32, 65, quorum quilibet in summam reliquorum ductus, producit 
quadratum. Alii quini: 2, 13, 26, 40, 49. Alii numeri idonei pro S assumendi, qui plurimas resolutiones 
admittunt, sunt 2210 | 

S—2210, p 1, 5, 13 e. 

S—p | 2209, 2205, 2197... 


À. m. T. I. p. 112. 


CONSIDERATIO CIRCA QUADRATA MAGICA. 


I. Quadrata magica facile eo reduci possunt, ut summae per columnas tam horizontales quam verticales 
evanescant, quod fit admittendo etiam numeros negativos; scilicet si quadratum fuerit impar, numeri inscribendi 
erunt 0, +1, +2, +3, +, etc., sin autem quadratum fuerit par, numeri inscribendi erunt +1, +3, #35, 
+7, elc. Quodsi enim ad singulos addatur numerus quidam impar, et summae per 2 dividantur, orientur numeri 


naturales; ita si ad singulos illos numeros addatur 9, semisses dabunt hos numeros ordine 4, 5, 3, 6, 2, 7, 8, 1. 


Il. In omni quadrato magico quaterna loca connexa voco, quando duo pro lubitu in columna quadam ho- 
rizontali accipiuntur, quorum illud primum, alterum secundum voco, duo reliqua vero in alia columna horizon- 
tali ita accipiuntur, ut primum et tertium, itemque secundum et quartum in ea columna verticali existant, sive 
ut lineae 1...2 et 3.... & sint horizontales, rectae vero 1....3 et 2....4 verticales. Jam sumtis hujusmodi 


quaternis locis, si primo inscribatur numerus quicunque -i- a, secundo —a, tertio —a et quarto +a, hoc 
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modo nec summa horizontalium nec verticalium mutatur; hic enim nondum respicio ad eam conditionem, qua 
etiam summae per diagonales eaedem, hoc est nostro casu — esse debent. 


IH. Proposito igitur quadrato, in areolas quotcunque more solito diviso; omnes areolae hoc modo litteris 
inscribantur, ubi nihil impedit, quominus in eandem areolam quandoque duae, vel tres pluresve litterae hoc 
modo inscribantur: tot scilicet litteras hoc modo inscribi oportet, ut deinceps omnes numeri revera inscribendi 
obtineri queant, simulque proprietas diagonalium adimpleatur. " 


IV. Ita si proponatur quadratum novem areolarum, litterae inscribantur, ut in schemate adjecto videre est 





pro diagonalibus autem praeterea esse debet 2a —b —c—0, 2a-4-2b-1-2c —0, unde sequitur a—0 et b+-c—0, 
seu c— — b; unde quadratum ita se habebit 





hinc autem numeri propositi obtineri nequeunt. 


V. Commode autem in hoc quadrato areola media vacua relinquitur, scilicet cyphra implenda, ac tum 
inscriptio litterarum ita se habebit 





ubi diagonales dant 2a -4- b -4- c — 0, ideoque c — —2a— b, et numeri inscripti erunt 


l a--5 ll. —65 Ill. —a 
IV. —2a—b Vv. 0 VI. 2a-b 
VII. a . VIII. 4-5 IX. —a-—b 


Nunc quaerantur numeri pro a et b sumendi, ut prodeant numeri +1, +92, +3, 4. Sit igitur a — 1 et 


b —2 et habebitur hoc quadratum 
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EURE 


ac si ad singulos numeros addatur 5 , oritur quadratum solitum: 


VI. Tentetur quadratum sedecim areolarum. Proprietas diagonalium hic dat 
9a -4- 2b -4- 2s + 2f — 0, 2a-1-2b-34-2g9--2h — 0, ergo f——(a+b+e,) et k.— —(a4-5- 9) 


et numeri inscripti sunt 


L a-r-e IL c—e IL —a—b—c—g IV. b-r-9 

V. d—e VI. b+e VIL a+7g ‚I. —a—b—g—d 

IX. —d-r3 X. —b—3 XL —a—e XII. a+b+d+e 

XIH. —a—g ^C XIV. —ce-+g XV. a--b--c4-6 XVL —b —e. 
Notentur ii, quorum negativa non occurrunt: Il. c—e, IIl. —a—b—c—g, V. d—e, VIII. —a—b—g—d, 


IX. —d--g, X. —b—g, Xll. a-4-b-4- d-- e, XIV. —c+g, XV. a+b+c+e. Ut horum cuique so- 
cius comparelur, statuatur g — e, et nunc bini socii junctim repraesententur: 


Ll. a+e, IL c— e, lll. —a—b—c—e, IV. b-4-6 XI. —a—e, XIV. —c+e, XV.a-t-b-4-c-(6, X. I 


V. d—e, VI. b-- e, VH. a+e IX. —d--e, XVI. —b—e, XII —a—e 
VIII. —a—b—d—e _ XL a-c b -- d 4- e. 
Hic autem quidam bis occurrunt. Verum haec methodus accuratiorem evolutionem postulat. 
. A. m. T. I. p. 288 —30. 
. 89. 
N. Fuss I. 


Eine LEICHTE REGEL, alle magische (Quadrate von ungeraden Zahlen, .die sich nicht durch 3 theilen lassen 
zu verfertigen, in welchen nicht nur alle Horizontal- und Vertikalreihen nebst den beiden Diagonalen, wie 
gewöhnlich erfordert wird, sondern auch die den Diagonalen parallel gezogenen Zahlenreihen, wenn man sie 
nämlich durch die gegenüberstehenden, gleich weit entfernten ergänzt, einerlei Summen geben, und wobei man 
zugleich nach Belieben in jedem Fache anfangen kann. 


Dies geschieht vermittelst des bekannten Springerganges im Schachspiel, nach welchem man immer in die 
folgende Vertikalcolumne abwärts fortgeht, wobei zu merken, dass, wenn man unten an das Ende gekommen, 
man von da hinaufspringt, und ebenfalls, wenn man auf der rechten Seite ans Ende gekommen, wiederum in 
die erste Columne linker Hand einschlägt. Wo aber die Stelle schon beseizt ist, prallt man links nach eben 
dem Gang abwärts zurück, wie aus folgendem Schema zu ersehen: 
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Hievon wird die Ursache deutlicher werden, wenn man eben diese Operation auf eine allgemeine Art mit latei- 
nischen Lettern a, b, c, d, e und griechischen &, 8, y, 9, & anstellt, und dabei diese Ordnung beobachtet, dass 
man nach ac, aß, ay, aö, ae auf ba, bB, by, u. s. w. fortgeht . 





À. m. T. IL p. 237. 938. 





D. Miscellanea. 


8A. 


(J. A. Euler.) 


Wie bios aus den dreieckigten Zahlen alle vieleckigten Zahlen leicht gefunden werden können. 


Wenn die m-eckigte Zahl für die Seite n gefunden werden soll, so suche man die dreieckigte Zahl für 
eben die Seite n und auch die vorhergehende dreieckigte Zahl, für die Seite n — 1; diese multiplicire man mit 
m— 3 und zum Product addire man jene, so hat man die verlangte vieleckigte Zahl. 





Denn für die Seite n ist die dreieckigte Zahl — M und für die vorhergehende Seite n— 1 ist die 
Dreieckzahl ="; also diese mit m— 3 multiplicirt gibt (m— 3) c *), hiezu TY addirt gibt 











(m — 2) nn — (m — 4) ^ 
2 


Also wenn die 365-eckigte Zahl von 12 verlangt wird, so ist m—3 — 362, die Dreieckszahl für 12 ist 78, 
die für 11 ist 66, also die gesuchte Zahl wird sein‘ 


362 .66 4-78 — 23970. 
À. m. T. I. p. 297. 
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85. 
(N. Fuss IL) 
THEOREMATA CIRCA PROBLEMA PELLIANUM. 
I. Si fuerit nff —1— 99, erit n (2fg)*-4- 1 — (29g + 1)*. 
DxwoNsTRATIO. Cum enim sit nff — gg -t- 1, multiplicando per &gg fiet 
nffgg — kg + hg 
et addendo unitatem Enffag + 1 — 59*-1- &gg + 1 — (29g + 1)*. 
Il. Si fuerit nff —& — gg, erit nffgg <+- & — (gg + 2)”. 
Demonstaarıo. Cum enim sit nff — gg + 4 et per gg multiplicando et & addendo prodit 


nffgg -A- 4 — g*-1- gg -i- & — (gg H- 2). Q.E.D. 
) — 2 8... 2 
IL. Si fuerit nff-- & — gp, erit ff( 7) -- 1— (TR). 


— [4S2 
DemonsrrÂrio. Cum sit nff — 9g — *, multiplicando per (E77) et addendo 1 fiet 


t (E) ey) re (ey. 


Hinc si n —13, quia 13.1' — 4 — 9 — 3* in theoremste secundo habemus f—1 et ; — 3, unde sequitur 
13.3*-4- & — 11?. Nunc pro tertio theoremate habemus f— 3 et 9 — 11, hinc ER et "3 = 59; 
hi g° — 3g | 
inc 





— 649, ex quo sequitur fore: 13.3*.60*-,- 1 = 649* — 13.180?+- 1. 
À. m. T. I. p. 981. 


89. 


Turorema. Si habeantur. duo casus hujusmodi qq— app — k et ss— arr — +k et capiatur x — gr Ep 
et y — qs + apr, erit yy —azaz — + kk. At si k sit numerus primus, semper evenit, ut alterutri horum valorum, 
scilicet æ — qr + ps et y — qs +- apr fiant. per k divisibiles, sicque habebitur 


yy arc 


À. m. T. I. p. 989. 


87. 


Tueonrema I. Si + fuerit nnmerus trigonalis, tum etiam 9x -4- 1 erit numerus trigonalis. 


—° erit 9a +1 — 90806 Est vero 9aa + 9a + 2 — (3a + 1) (3a 4- 2), ideoque 


9x + 1 erit numerus trigonalis, cujus radix est 3a +1. 


lu Al e aa 
St enim z— 





ConorLaniuM 1. Si ergo x fuerit summa duorum trigonalium, tum etiam 9x -4- 2 erit summa duorum 


aa+a bb-+-b . 9aa-1- 94-4 9 — 95b + 9b +2 

+ ——, erit 9:2 +2 = — —— + — 

2 2 2 2 

CoROLLARIUM 2. Simili modo si æ fuerit summa trium trigonalium, tum etiam erit 9x-4-3 summa trium 


trigonalium. Si enim sit z — 4 + A-4- 4”, tum erit 9z + 3 — 94 + 1 + 94 4- 1 + 94^ 4- 1. 





trigonalium. Sit enim z — 


THEOREMA ll. Si + fuerit numerus trigonalis, tum etiam 25x -4- 3 erit numerus trigonalis. 


Sit enim y erit Ba +3 — nct tonc 





Est vero .25aa + 25a +-6 = (5a-1-2) (5a-1-3), unde 
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radix trigonalis erit 5a-1- 2. Hinc si x fuerit summa duorum trigonalium, erit etiam 25z -4- 6 summa duorum 
trigonalium; ac si x fuerit summa trium trigonalium, tum etiam erit 25x -4- 9 summa trium trigonalium. 


Turorema lll. Si fuerit x numerus trigonalis, erit etiam 492 + 6 numerus trigonalis, 


I, erit k9x + 6 — Merten — Cot ma t numerus trigonalis, cujus radix 


est 7a 24- 3. Hinc si x fuerit summa duorum trigonalium, erit etiam 59x + 12 summa duorum trigonalium; at 





Sit enim x — 


si fuerit x summa trium trigonalium, erit itidem 49x + 18 summa ‚trium trigonalium. 


TaEonEMA IV. Si fuerit x numerus trigonalis, erit etiam 81x + 10 numerus trigonalis. 


D =, erit 81a + 10 be eis — Oe 173) o 5 numerus trigonalis, ejusque 





Sit enim x = 
radix — 9a -- ^. 


etc. etc. 


Ex his igitur sequitur, si numerus 9x + 3 nullo modo in tres trigonales resolvi queat, tum etiam nume- 
rum x in tres trigonales resolvi non posse. Simili modo si numerus 25x -+-9 resolutionem in tres trigonales 
non admittat, etiam numerus x non admittet. Ac si numerus 49x + 18 non admittat resolutionem in tres tri- 
gonales, numerus ipse æ etiam non admittet. 

À. m. T. II. p. 25 26. 


88, 


TugonEMA. Si productum P—29» (2n —1) (2n — 2) (2a —3)....(n3-1) dividatur per potestatem 2", quotus 
erit productum ex omnibus numeris imparibus: 


1.3.5.7.9...(2n — 1). 
DEMONSTRATIO. Cum sit 


1.2.3.4.... 
P=73 


3.4 
.2.9.4.... n 
multiplicetur supra et infra per 2" eritque 


p_— 2":1:2.3.4....In 
—2.4.6.8.......2n 


ac divisione actu facta fiet P—2".1 3.5.7...(2n — 1). Q. E. D. 





À. m. T. Il. p. 60. 


THEOREMA NUMERICUM. Si sumantur quoteunque numeri pro lubitu, veluti quatuor p, q, r, s. hincque 
formentur bini ordines totidem aliorum, hoc modo 
a=p, b-—p--eq, c—=p+q+r, d=p+rqg+r+s 
similique modo: a=s, B=s+r, y—s+r+g, 0Ó—s--rT-- q27 p. 


t mper erit 1 1 + 1 _ 1, 4 0 
um semper e abcd  abca — abaB | aaBy af —— 
Veluti si fuerint numeri dati 1, 2, 3, & erit a —1, b—3, c— 6, d=10, « — &,  — "1, y —9, Ó — 10, eritque 


1 1 1 1 1 
ee L———— "© —— ——  — — (0. 
1.3.6.10 1.3.6.4 ' 1.3.4.7  1.4.49 ' 4.7.9.10 
À. m. T. lI. p. 208. 
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90. . 
Taronema. Si proposita fuerit haec formula zz — aa + 2abx + max? + 9dez? +- eez*, in qua sit 
t — bb +- dd — ff, 
tum eadem forma sequentibus modis repraesentari potest: 


1) zz—(a—+bx) + zz (ex + d A- f) (ez -À- d — f) 
2) zz-mrr(eret-dy --(a-- (b A- f) x) (a 4- (6b — f) x), 





unde sequitur z — a + bx si fuerit vel z — — -— É vel z— —27*í. Ex altera 
. "E — a —a 
z-—cm(er--d) sifuerit vel TE vel I=;_r 


Praeter hos quatuor valores operationes vulgares praebent adhuc sequentes sex valores 


__ 2ae + ff — dd __  2Za(b—d) _ 2ae + ff — dd _ 2a (b -4- d) 
1 Lg at ? IL. 7 — 38e + ff — 0° Hl. z— 9e(d--b) ' IV. € — T 3ae 2 ff — W* 
v. x — Jade + hab (ff — dd) V. r— (ff — bb}? — 4aae« 


(ff — dd} — 4aaee ' —— Sabee + Ade (ff — bb)" 


À. m. T. III. p. 163. 





ANALYSIS. 


XI. 


Sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires, 


(Conf. commentationem de eodem argumento in Actor. Acad. Berolinensis tomo V. A. 1749 pag. 139.) 


- 


6 t. Dans le commerce littéraire de. MM. Leibnitz et Jean Bernoulli, on trouve une 
grande controverse sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires, controverse qui a été 
traitée, de part et d'autre, avec beaucoup de force; sans pourtant que ces deux grands hommes 
fussent tombés d'accord sur cette matiére, quoiqu'on remarque d'ailleurs entr'eux une trés parfaite 
harmonie sur tous les autres points de l'analyse. Cette dissension parait d'autant plus remarquable 
qu'elle roule sur un article de cette partie des Mathématiques qu'on nomme pures, et qu'on ne 
croit ordinairement susceptible d'aucune contestation, tout y étant fondé sur les plus rigoureuses démon- 
strations. Car on sait, que les autres questions, sur lesquelles les mathématiciens ne sont pas d'accord, 
appartiennent à la partie appliquée des Mathématiques, oü les diverses maniéres d'envisager les objets 
et de les ramener à des idées mathématiques peuvent donner lieu à des controverses. réelles; et on 
se vante méme souvent qu'elles sont tout à fait bannies de l'analyse ou des mathématiques pures. 

$ 2. En effet, la gloire d'infaillibilité que cette science s'est acquise, souffrirait une grande 
atteinte, sil y avait des questions sur lesquelles les sentiments seraient non seulement partagés, 
mais où il serait méme impossible de découvrir la vérité par une démonstration évidente qui puisse 
. mettre fin à toutes les disputes. Comme il n'y a aucun doute qu'un tel accommodement entre les 
divers sentiments de MM. Leibnitz et Bernoulli n'ait lieu, je vais examiner l'un et l'autre, en 
pesant les arguments que cbacun allégue tant pour la confirmation de son semtiment que pour la 
réfutation du contraire, et j'espére bien développer cette matiére et la mettre dans tout son jour, de 
sorte qu'il n'y reste plus aucun doute, et que l'une et l’autre partie sera obligée de reconnaitre la 
solidité de la décision que je donnerai, et qui mettra fin à toutes les disputes qui pourraient encore 
naître sur cette matière. Q | 

$ 3. M. Leibnitz donna le premier occasion à cette controverse avec M. Bernoulli, 
quand il avança dans la CXC épitre que la raison de 1 à —1, ou de — 1 à --1 était imaginaire, 
puisque le logarithme, ou la mesure de cette raison était imaginaire, où il supposait évidemment que 
les logarithmes des nombres négatifs sont imaginaires ou impossibles. Là-dessus, M. Bernoulli 
déclara, dans la CXCIII épitre, qu'il n'était point du même avis, et qu'il croyait méme que leS loga- 
rithmes des nombres négatifs étaient non seulement réels, mais aussi égaux aux logarithmes des 


\ 
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mêmes nombres pris affirmativement. Il soutient donc que ! (+2) — l(—2a), ce qu'il veut prouver 
par l'égalité de leurs différentielles, vu que | 
dix —=* et de même d(—æx)— ==". 
| z — «€ 
Contre cet argument M. Leibnitz réplique, que la régle commune de différentier ler logarithmes, 
en divisant la différentielle du nombre par le nombre méme, n'avait lieu que pour les nombres 
affirmatifs, et que, par conséquent, cette differentiation dia: — - n'était juste, que lorsque c mar- 
quait une quantité affirmative. Mais javoue que cette réponse, si elle était juste, ébranlerait le fon- 
dement de toute l'analyse qui consiste principalement dans la généralité des régles et des opérations 
| qui sont jugées. vraies, de quelque nature qu'on suppose étre les quantités auxquelles on les applique. 
$ *. Mais quoique la règle de différentier les logarithmes soit généralement vraie, de sorte 
que diaz =", soit que = fût une quantité affirmative ou négative, l'argument de M. Bernoulli 
ne prouve pas ce qu'il veut prouver. Je dis que de ce que les différentielles des quantités ix et 
I(— x) sont égales, il ne s'ensuit nullement que les quantités mêmes soient égales entr'elles; puis- 
qu'on sait que deux quantités qui different d'une constante ont la même différentielle. Ainsi les 
différentielles de z -- 1 et de æ—1 sont l'une et l'autre — dx, sans qu'on en puisse conclure une 
égalité entre les quantités c +-1 et x — 1. Outre cela, M. Bernoulli aurait prouvé par le méme 
raisonnement que /2z — lx puisque | : 


et en général, il s'en suivrait que ine — ix, n marquant un nombre quelconque. C'est pourquoi de 
l'égalité entre les différentielles des Ex et | (—æ) on ne peut rien conclure, sinon que ces deux 
logärithmes different entre eux d'une quantité constante. Et en effet, [(—x) à cause de —m—m.— 1, 
n'est autre chose que /z-4- (1 — 1). Il est vrai que M. Bernoulli prétend que L(— 1)—11 —0, auquel 
cas il serait sans doute !(—x)=1(-+-x), mais c'est justement ce que M. Leibnitz avait nié et que 
M. Bernoulli voulait prouver par cet argument; de sorte que, de ce cóté-ci, rien n'est encore décidé. 

$ 5. Dans le même passage que je viens d'examiner, M. Bernoulli se sert encore d'un autre 
argument, mais qui ne differe du précédent que dans la maniére de le proposer; quand il soutient 
que la courbe logasithmique a, des deux cótés de son asymptote, deux parties égales et semblables; 
de sorte qu'à chaque abscisse ou logarithmie répondent deux ordonnées ou nombres égaux, l'un affir- 
matif, l'autre négatif. Car, considérant l'équation de cette courbe ydz==ady, où = marque 
l'abscisse prise sur Kasymptote de la logarithmique, y l'ordennée et a la sous-tangente cometante, il 
en parait suivre, que si à la méme abscisse æ répond la valeur y —u, il y répondra aussi y —— &; 
puisque, si -ude — -- adu, il y aura aussi — uda = — adu. Mais ce raisonnement est semblable 
au précédent, et il en suivrait de même qu'à l'abscisse — æ, répondrait aussi l'ordonnée y—2u, et 
généralement y — au, de sorte que cette courbe aurait non seulement deux ordonnées y — u, et 
y = — u qui répondraient à l'abscisse — x, mais le nombre des ordonnées serait infini; conséquence 
qu'on est pourtant bien éloigné d'admettre. D'où lon voit que cet argument ne prouve pas que la 
Jogarithmique ait deux branches pareilles des deux côtés de son asymptote. 
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$ 6. Mais on m'objectera peut-être que c'est pourtant le plus sûr moyen que de juger de ta 


figure d'une ligne courbe et du nombre de ses branches par son équation, et que c'est par ce prin- 
cipe que les Géomètres déterminent les formes de toutes les courbes algébriques. A quoi je réponds 
que cette méthode n'a lieu que lorsque l'équation pour la courbe est algébrique, ou du moins conçue 
en termes finis, et que jamais une équation différentielle n'est propre à ce dessein. Car on sait 
qu'une équation différentielle est toujours indéterminée, à cause d'une quantité constante arbitraire 
qu'elle renferme et qu'on doit introduire dans l'intégration: de sorte qu'une telle équation embrasse 
toujours une infinité de courbes à la fois. On n'a qu'à regarder l'équation différentielle pour la 
parabole 2ydy — adz, et l'on verra qu'elle contient non seulement cette équation finie y*—ax, mais 
aussi celle-ci y? c ax + ab, quelque valeur qu'on donne à la quantité b. Par conséquent, en ne 
considérant que l'équation différentielle 2ydy — adz, on devrait conclure quà la méme abscisse —c 
répond non seulement l'ordonnée ÿY—Vax, mais encore y — y (az--a?), et en général y — Y (az-ab). 
Cette réflexion est suffisante pour faire voir, qu'on ne peut guére juger de la forme d'une ligne 
courbe, en ne regardant que son équation différentielle. 

$ 7. Or M. Bernoulli aussi bien, que plusieurs mathématiciens qui soutiennent encore le méme 
sentiment, tâche de prouver encore par d'autres arguments que l'asymptote de la logarithmique est 
en méme temps son diamètre. Ces arguments sont fondés ou sur la construction de cette courbe, 


ou sur l'analogie. On se sert de l'analogie, en considérant, au lieu de l'équation pour la logarith- 


mique dz —"t, celle-ci qui est plus grande dz — 7 et dont l'intégrale est x — € 


1 . 
any 


on y remarque que toutes les fois que n est un nombre impair, la courbe a sans contredit un dia- . 


mètre, ou deux branches égales et semblables. Cela remarqué, dit-on, qu'on suppose n— 1, et 
puisque 1 est un nombre impair, la logarithmique doit avoir la méme propriété. C'est, à mon avis, 
le plus fort argument qu'on ait apporté jusqu'ici pour prouver que la logarithmique a un diamétre; 
or, je ferai voir néanmoins que cette conclusion qu'on en veut tirer, n'est pas assez süre. 

6-8. Quand il s'agit, dans l'analyse, des cas d'intégrabilité, ou dans la géométrie, de certaines 
propriétés des lignes courbes, on trouve rarement des propositions assez générales, et il y faut 
presque toujours excepter un ou plusieurs cas, auxquels on ‚ne peut pas faire l'application. On peut 
bien dire que cette formule x”dx est généralement intégrable, quelque nombre qu'on mette pour n, 
pourvu qu'on en excepte le cas n — — 1. Et il en est de méme de plusieurs autres formules géné- 
rales dont on ne peut presque jamais affirmer, qu'elles soient intégrables dans tous les cas sans ex- 
ception. Ainsi, quand on dirait que l'équation do— représente toujours une courbe algébrique, quel- 
que nombre rationnel qu'on mette pour n, cette proposition ne souffrirait qu'une seule exception, 
celle du cas n — 1. Donc, puisque ce cas est si particulièrement distingué de tous les autres, qui 
sera garant qu'il ne faut pas aussi faire une exception à la règle mentionnée à l'égard d'un diamètre 
qu'on voudrait attribuer à la courbe comprise sous l'équation dx — 772 Car, dans tous les autres cas 
où n est égal à un nombre impair, nous reconnaissons avec évidence la nécessité d'un diamètre, puis- 
que dans ces cas, l'équation est intégrable: mais dans le cas n —1 cette évidence cesse entièrement, à 
cause de l'impossibilité de l'intégration. Par conséquent, on est au moins obligé d'avouer que la con- 
clusion qu'on veut tirer de cet argument n'est pas assez sûre. | 


0» 


n el 


- 
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$ 9. On doutera peut-être que le jugement de la propriété d'un diamètre soit assujetti à de 
semblables exceptions qu'on doit reconnaître dans les intégrations: mais je ferai voir très clairement 
que, même dans les courbes algébriques, il faut souvent admettre quelque exception par rapport à la 
propriété des diamètres. Qu'on considère par exemple cette équation générale 

y — Var + Ya} (b + æ)), 
et on n'hésitera pas de conclure que cette courbe a toujours un diamètre, puisqu'en la réduisant 
à la rationalité, on parvient a une équation du 8° degré où tous les exposants des puissances de y 
sont pairs. Cependant, quelque sûre que paraisse cette conclusion, on en doit excepter le cas où 
b — 0. Car alors, si l'on délivre l'équation y — Var + Va*a de l'irrationalité, on aura précisément 
y!—92y Var-- ax» — Vañx ou Pac (2y + a) V ax 
et partant, prenant encore les carrés 
y'-- 2axy*-- a!z?— haxy*-- ha?!zy + ax ou y'— 2axy — ha?*ay + — ax — 0, 

qui, à cause du terme &a?ay, est destituée de diamètre. Donc, puisque dans les courbes algébriques 
on est obligé de reconnaitre quelquefois des exceptions, comment peut-on étre assuré que le casen: 
question n'en exige pas aussi? Et partant, il sen faut de beaucoup pour que l'argument apporté 
prouve invinciblement que la logarithmique ait un diamétre. | | 

$ 10. La même incertitude se trouve dans les autres arguments qu'on tire de la construction 
de la courbe logarithmique par la quadrature de l'hyperbole. Car quand même on tournerait cette 
construction en sorte, qu'il en résulterait nécessairement deux branches de la logarithmique, on aurait 
encore des raisons assez fortes pour douter que ces deux branches appartienent nécessairement ensemble 
et qu'elles ne constituent qu'une seule ligne continue. Pour le prouver, je pourrais rapporter plusieurs 
exemples de constructions par lesquelles on obtient deux lignes courbes différentes qui ne sont pas 
liées ensemble par le lien de la continuité. Car,, comme on peut toujours comprendre deux lignes 
courbes, quelque différentes qu'elles soient, sous une équation, en multipliant leurs équations ensemble, 
on n'a qu'à imaginer une telle construction qui convienne à cette équation composée, et elle fournira 
les deux courbes proposées, comme si elles ne formaient qu'une seule ligne courbe. Ou bien, ayant 
décrit sur le méme axe les deux paraboles 6? — ax et u*— ax, qu'on en construise une nouvelle 
courbe dont l'ordonnée y, qui répond à la mème abscisse,æ, soit égale à la somme des ordonnées 
o+-u des deux paraboles proposées; or chacune, de ces ordonnées pouvant être prise tant affirma- 
tivement que négativement, on trouvera pour chaque abscisse x quatre ordonnées e +u, —0—u, 
o—u, —+-+u, et la courbe construite aura un diamètre. Néanmoins l'équation 

ÿ=v+u— Var + Va*a | 

nous fait voir que la courbe n'a pas de diamètre, comme je viens de remarquer dans l'article précédent. 

$ 11. De plus, comme il y a des constructions, desquelles on tire deux courbes différentes, 
il y a aussi des constructions défectueuses qui ne donnent qu'une partie d'une ligne courbe. Car soit 
décrit un cercle dont le diamètre — a, sur lequel prenant l’abscisse — x, l'ordonnée y sera 
—=V(ar— x); qu'on prolonge ensuite chaque ordonnée, jusqu'à ce qu'elle devienne égale à la 
corde y (a?-: y?) — Vax, et cette nouvelle ordonnée qui soit nommée z—Vax marquera une 
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ine parabele. Mis cette. description. de ls parkbolb a2 "s'étend pas au-delà de cerele, . quoique Ja 
parabole.:méme s'étende .à l'infini. Cette cinconstance preuve éncore, qu'il n'est. pas toujours sûr .de 
juger de, la yraie. forme d.une..ligne courbe. et. de. toutes. les parties qu'elle renferme, par. meique 
construction qu'on en ppisse donner. 


|i % 12.! D'ailleurs, la néthode méme de juger de toutes les parties qui appartiennent it ki même 
ligne courbe, n'a proptement lien que ‘das: les courbes algebriques.: Car, aprés avoir délivré l'é- 
quation qui. exprime da. nature de la ligne courbe de toute irrationalité,. on considère l'équation 
rationnelle qui 'en..résulte, si elle renferme des facteurs rationnels, ou non. Dans le premier cas, on 
juge que la courbe est composée. d'autant de courbes différentes qu'il y.a de faeteurs:- mais ‚si l'é- 
quation-n'est pas résoluble. en facteurs rationmels, on conclut que tous les points qui sont marqués 
par cette équation, appartiennent à la même courbe. C'est pourquoi, quand il s'agit ide:courbes trans- 
cendantes, puisque l'équation. même. n'est .pas algébrique, on ne saurait pas même former la question, 
si elle a des facteurs rationnels, ou nen, et partant le jugement des parties qui appartiennent :à la 
même courbe n'a plus lieu, si ces parties ne sont pas immédiatement liées ensemble. Et partant, on 
n'est pas en état de décider.si la logarithmique ä deux branches égales qui se rapportent de part 
et d'autre à la: mème :asymptote, où non. Au moins doit-on convenir, que cette décision, quelle 
qu'elle ‚seit; n'est pas nécessairement liée avec le sujet en question, de savoir si les logarithmes des 
nombres négatifs sent réels .ou imaginaires. | EE E 


$ 13. Les logarithine$ sont fondés sur un nombre constant, pris à volonté et dont on suppose 
le logarithme = 1. Soit ce nombré e, et qué c marque le logarithme du nombre y dé sorte que 
c —ly, & älors où aura y—e". Donc le logarithme æ d'un nombré proposé — y n’est autre chose 
que l'exposant de- là puissahce de é' qui est égale au nombre y. ‘Dans les tables vulgaires, on sup- 
pose ce nombre arbitraire e=10, et alors x sera le logarithme du nombre y, si 10° — y, et dans 
les logarithmes qu'on nomme hyperboliques et ‘dont la propriété est que, Si © marque ude fraction 
infinimedt petite, le legarithme du nombre $ o est égal à ©, le nombre. e, dont le logarithme 
— 1, devieat.ógal à 2,718281828459. Or, quelque valeur qu'on donne à ce nombre e, pourvu 
qu lle soit — 1, on voit de la formule y — 6”, que, toutes les fois que y est un nombra affirmatif, 
il est possible d'assigner à « une valeur--réelle,. de sorte que e” devienne égale à y. Mais il est 
aussi évident que, si y est un nombre négatif, on ne saurait trouver pour æ une valeur réelle, de 
sorte que la puissarice- s^. deviedne négative st may. 7000005 0^ 


$ 1%. Il est vrai cependant que si æ est une fraction d'un dénominateur pair, la puissance, ou 
plutôt la racine e^ puisse être prise tant affirmativement que négativement, de sorte que, si le loga- 


rithme x est = T le nombre: y, dont. le logarithme — 17 puisse être aussi bien — — Ve que 
=+V e, Mais cette ambiguïté ne, se rencontre que dans les cas où a est ane fraction dont le 
denominateur est un nombre pair: et s le logarithme x était — 2, il serait certainement faux, que 
2 fût le logarithine de y--: ee, puisque '— ee n'est nullement égal à ee: et partant il faut au 
mins avouer que les loßarithmes des nombrés négatifs en général ne sont pas réels. Mais pour ce 
qui regarde l'ambiguïté de la formule e”, dans les cas où = est ane “fraction d'un dénominateur | pair, 
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je ne sais pas si en la peut-admettre daus les legarithmes.: Car, ayant égard à La mature et à 
l'usage des logarithmes, il semble qu'à chaque logarithme ne puisse répondre qu'un seul nombre. 
$ 13. Quot qu'il en soit, om ré‘ prouvéra jamais, par de semblables raisónnements, que le 
logarithme de — 1 est égal à celui de + 1 ou à zéro, puisque" e hé peut ‘avoir d'autres valeurs 
que 1, Si quelqu'un disait que. e? peut être regardé comme E) pt partant comme ve’ on yi, 
ce. qui serait tant —f que -1-$, on pourrait, par la ménie raison, prouver que c étant =? serait 
égal tant à -À- & quà — +, et de plus que a+ serait la méme chose qué am, et om pourrait 
soutenir, par le même argument, que toutes les quantités sont égales entre elles. Mais si le loga- 
rithme: de —1 n'est phs —(;, il sera neecessairememt imaginaire; et puisque —»,wy-—. y, ROUS au- 
rons 1(—y)==1(—1) + ly; d'où il est elair que, de nó de +7 étant réel, le ni de —y delt 
absolument être imaginaire... cr D | 
$ 16. La thèse qu'à tout logatithme « ne puisse répondre qu'on seul riombre Y. sera encore 
confirmée, quand on considère la résolution de la formule e* en cette serie 
| Fier Hr + a: ++ e. 
1.4 1.8. 37 1.3.3.4 4t £.3.3.4. TN 
ur étant le nombre dent le logarithme hyperboligue est — 1.. Cette nirie 4 étant. regardée dans l'an». 
lyse comme tout à fait éqaivalenée à l'expression e”, om ne. saurait douter que sa valeur ne soit dé. 
terminée, dés qu'on donne à æ une valeur donnée, puisque cette sérié est toujours convergente, 
quelque grand nombre qu'on substitue pour x. Et par cette raison, on est en droit de soutenir, qu'en 
tant que l'expression e” marque le nombre dont le log. — «+, elle ne renferme jamais aucune ambi- 
guité, et que sa valeur est toujours unique et affirmative, quelque fraction .qu'on prenne pour a, de 


sorte. que, bien que æ soit une fraction comme 4» open de e* naura toujours qu'une seule 
valeur aífirmative.. 


*"*3 4 


3 17. Si l'on voulait insister, que la formule e^, . au cas = I eût: une » double. valeur, ei | 
que 5 fût. le logarithme tant de: — Ve que de: + Ve, il s'en suivreit que les legarithmes des 
nombres imaginaires sont pareilloment réels. ‘Car supposons @ == — 3 et l'or sait que la formule es 
renferme trois valeurs 7 ZEE i o8 P de 
de chacune desquelles le log. : serait = — | Supposons eus et.les . valeurs de. pot 'eegont 

| 4 


ve, Vi, -Y— 1Ve, Vive 


Donc nous. aurions c7 04 (ey 1 yo = U V— 1Ve) = i | 


Mais Lye = Te ‚d où il suivrait que Dy —1—0. Or M. Bernoulli ayant fait cette belle 
decouverte que PER, marque la quadrature du cercle, puisque y— 1 est ‘imaginaire sans contredit, 


il faut que 1 V— 1 le soit aussi, et personne n'aura moins .de droit que M. Sexnoglit lui-même, 
de soutenir désormais que iv—i soit — 0. | . 0. 





Cu, "4 
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$ 18. Ayant donc fait voir, que personne n'a encore: suffisamment prouvé, que les logarithmes 
des nombres négatifs soient réels, mis que plutót le sentiment opposé, selon lequel les logarithmes 
des nomibtes: négatifs dent imaginaires, est conforme à.la vérité; je propesemni les difficultés qu'on 
rencontre de part et d'autre, soit qu'on soutienne que les logarithmes des nombres négatifs sont 
réels, soit qu'on les prenne pour imaginaires. Ces difficultés paraitront si fortes et méme tellement 
remplies de contradictions, qu 'oh-comprendra à à peine, comment il sera possible de se tirer d'affaire 
et de mettre la théorie des logarithmes à l'abri de toute attaque; or j'espère néanmeins en venir à bout. 


$ 19. Si l'on veut avec M. Bernoulli, que les logarithmes des nombres négatifs soient les mêmes 
que. ceux des nombres affirmatifs, ou, ce qui revient au méme, que {(—1) — 0, on trouve la diffi- 
culté suivante: Qu il est vrai que /a* — xla généralement, ou non: s'il est vrai, il y aura de méme 

| 1(—1) = al (—1)= 0 

ce dont on sera aisément d'accord, si c est un nombre entier. Mais si © est une fraction, on aura 
aussi ['y/— 1 — 0, et par conséquent, la réduction de M. Bernoulli des arcs de cercle aux loga- 
rithmes imaginaires serait fausse; ce qui serait absurde, puisque cette découverte est établie sur 
les .plus solides démonstrations de l'analyse. Mais si l'on nie que la*— «la, on renverse toute la théorie 
des logarithmes: car quojquon voulät admettre la résolution la^— «la.aux cas que x fût un 
nombre entier, ab deviendrait pourtant tout à fait inutile, . si c marquait un nombre en général 
ou inconpu. 


..S 20. Qu'on dise” denc avec M. de Leibnitz, que | les logarithmes des nombres négatifs ne 
sont point réels, mais imaginaires: et l'on s'apercevra bientôt qu'on retombe dans Je méme embarras, 
Car soit l(—1)--p, de. sorte que p soit un nombre imaginaire, et l'on ne pourra nier que - 
m sims Ap, surtout, quand a est un nombre entier. Soit donc n—2, et nous aurons 

L(— 1y — (2-1) — 2p. 

Mais dans la doctrine des logarithmes, c'est. le premier principe que (+ 1) — 0; par conséquent, 
il y aurait 2p > = 0 hé partant p — 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. On prouvera de même que 
UY —1, L— Ÿ les Jlogarithmes des plus bautes racines de l'unité devraient tous également étre 
0, d'où résulteraient les mêmes contradictions qui se-sont rencontrées dans l'hypothèse précédente, 

$ 21.. Voilà done des: contradictions nssen palpables. qu'on rencontre, de quelque côté qu'on se 
tourne;.je me.dente pas, que la plupart des mathéniaticiens ne s'en soient apetqus, bien qu'ils n aient 
pas: jugé. à. propos-de. publier leurs ‘doutes sur cette matière, de peur -de rendre l'analyse trop 
suspecte, s'ils n'étaient .pas..en ‘état de saurer la théorie: des logarithmes. Gar ce,sera sans domte 
une tache indelebile dans l'analyse, si la doctrine des logarithmes était tellement remplie de contra- 





dictions, quil fût impossible. de trouver une. conciliation. Aussi y a-t-il long-temps que ces diffi- 

cultés m'ont tourmenté, et je me guis fait plusieurs illusions là -dessus, pour me satisfaire en quel- 

que maniére, sans étre obligé de renverser tout À fait la théorie des logarithmes. Je me suis imaginé, 

que de méme qu'une quantité adinet toujours deux racinés earr&es, trois racines cubiques, quatre 

racines biquadratiques etc. ainsi une quantité pourrait avoir une double moitié, uu triple tiers, un 

quadruple quart etc. dont l'un seulement sefait réel, les ‘autres! imaginaires. Ainsi posant ly —, je 
. : : . 
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concevais que nn . | Dy mie ‘ét K— yy) — 32 B B QUU B hort oe ! 
et que it ek Le puissent êtte différents, ‘quoique le double de l'un: et de l'autre soit le même 


Eq. De la même manière, pour les trois racines cubiques de y, il serait 
—1--y— 3 à |, —A—y—3 3 
Dyy — is ; QUT Vy= 5e et 11-3 yy = Le’ 


où 3t $4 e 30” soient des nombres différénts, le premier < 39 réel, et les deux autres 1 
et ic imaginaires, bien que le triple de chacun soit — a. Cette explication me paraissait bien 
sxtrémement paradoxe et insoutenable, mais pourtant moins absurde que les contradictions que j'au- 


rais été obligé d'admettre dans la théorie’ des logarithmes des nombres négatifs et imaginaires. 


$ 22. Ayant fait bien sentir l'importance de toutes ces difficultés qui se trouvent dans la doctrine 
des logarithmes et qui méme paraissent des contradictions ouvertes, on aura de la peine à com- 
prendre qu'il soit possible de lever toutes ces difficultés, sans porter aucune atteinte à Ta éertitude 
de l'analyse et des régles sur lesquelles elle est fondée." Cependant la vérité est trop solidenient 
établie, pour qu'elle puisse être assujettie à aucune contradiction, et'te ne sont que les manières 
peu justes, dont nous Yenvisageons, qui peuvent nous éblouir. ' Souvent, il est si difficile de s'a- 
percevoir de cé défaut de justesse qui se trouve dans nos ‘idées ‘et qui nous fait voir de si grandes 
difficultés, qu'il nous semble tout à fait impossible de sauver la vérité. Cela est précisément le cas où 
nous nous trouvons par rapport aux lôgaritbmes des hömbres négatifs et'imaginäires! caf, apres.avoir 
bien pesé toutes les difficultés que je viens d'étaler ; j'ai trouvé qu'elles ne viennent que de: ce qué 
nous supposons que chäque nómbre n'a qu'ud' seul logarithine. '. Car sf cette supposition était vräfe; 
il serait bien certain, qu'on ne saurait guère trouver le moyen de de tirer: de l'embatras où cette 
matière nous jette. Mais, dés que nous dccotdons qu'un -nbmbre peut avoir plusieurs, et même 
une infinité de logarithmes; alors toutes les difficultés mentionnées pérdeht leur force et s'évanouis- 
sent tout à fait, et l'on reconnaftra la plus parfaite harrüotiie -entre toutes les vérités. | S3 

$723. Je dis donc que, quoique le: nömbre dont on’ suppose le logarithme — 1, soit: déter- 
miné, chaque nombre a néanmoins une infinité de logarithmes, dönt tous; à l'exception d'un seul, 
sont imaginaires, si je nombre est'affirmatifs mas s'il est népatif'ou imaptnaird; tous ses lepürithmes 
serent également imaginaires. En':conséquente de -céla;: le logarithme de l'uaité sera nv seulement 
==0, mais il y aura enobre, ude infinié de: quantités imaginaires, "dont; chacune tient aussi. bien 
lieu du.logarithme de l'unité, que 9; -Seient done” tous’: Tes Tegaritbines de l'ustté Hoi nu 
| 0; à, B, y, 0, e, Li m9, ete: uL 
et puisque le logarithme de la racine carrée est n moitié dü log. de là puissance, yt étant tant 


rl que —1, les lögarithmes de la première valeur +1 seront u 'd ^ Sen boe 


15 
$6, $ ó, yb. 15 ete. 


at u. , 
el. les aimes, de l'autre valeur — 4 seront: . TE a uS d pt unt etn zn qe 05 an d 


i 
L, hRÀ je une "ot 0, Qj n 
24 ELE n e; a" etc. ‘: on (7 


/ 
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qui sont‘ différents des: précédenté, quoique léwé- doubles dountit les: logarithmes de l'unité... .De 
méme, prenant les racines ques, il y aura: EC TEE 


-4 ;: .1 .4 . 
‘t1—0,: Sy , 35 34 etc ' 
i TP . 
—41-5y—3 1 "74 1 4 . } 
7 = 3e 3% y ete 
—1—Y—3 1 1 1. 
Reis, Le, Le, de 





et cette considération détruit déjà la plupart des difficultés qui nous ont embarassé auparavant. 

6 24. Pour prouver cette pluralité infinie des logarithmes qui répondent à chaque nombre, on 
n'a qu'à regärder le grand. rapport qui se trouve. entre les logarithmes et.les arcs de cercle: puis- 
qu'on sait que les arcs-de cercle ge. peuvent exprimer par legarithmes imaginaires, ek réciproquement, 
les. ‚logarithmes. par les arcs imaginaires du cercle: Donc, parce que les sinus ou cosinus répondent 
aux nombres et, les arcs aux logarithmes, comme le mème sinus se rapporie à une infinite d’ arcs 
différents, ainsi il s'en suit que le même nombre se doit rapporter à une infinit de logarithmes dit- 
férents. Nous connaissons mieux le cercle que la courbe logarithmique, et par cette raison, la con- 
| sidéralion" du cerclé nous conduira à une plus parfaite connaissance des lógarithmes , que la logarith- 
mique 'méme; ‘dé plus, dans le‘ cerclé nous pouvons déterminer tous les’arcs qui répondent au même 
sinus ou cosinus, et quoique ces arcs, dans le passage aux logarithmes deviennent imaginaires, ‘fls 
ne laisserbrit pas; eh mous convhinquhnt de l'in&ité des logarithmes;- de nous donmer à :donnaitre 
léurs "expressions et les espèces de non-réalitb, sous lesquelles elles sont comprises; et c'est touf 
ce > qu'on. ‘ipeut’süubaiter :pour l'intelligence d'une quantité imagigaire. . + : 0 ess apo, ! 

$33. Séit. un arc queleonque d'un cerele dont je: suppose le.rayen z»f.. Soit .« le:sinus 
de cet: irc,et y- son. cosinus, de sorte que y.— Y(1--x?);- donc, nommant la périphérie de ee. cercle 
— 95, ou l'arc de- 180*— x, il'est chair, que ‘tous les: arcs compris 'dens cette expression: générale 
HQnr-#p auront non. seulement le même sinus — x, mais aussi le. méme cosinns. Yu —a), 


pourvu qué ‘n'signifie run nombre entier: quelconque. : Or, :puisque. dip — — Le -qu'on sup- 


pose c — zy .— 1, et l'on ‘aura dp LS ı Mais on sait que Ur 


Par conséqueüt!? Hous äurons y— V— 1 LH (Y a—23) a- 53) 4-6, oû il est clair que In .eonstautà - 
C est — 0, -püsqu'en-mettant/ z — 0; l'aro: g doit s'évanouir de.inéme, Ayant done . 
6 g—y——tt(yt-— e vm nous aurons p = "m (vet er ey us 


e 
Slate £1 - . ! à « ‘1 


ou bien | n LL = 7 Gr +e Vs) 


$ 26. Cette équation que nous venons de trouver, exprimant le rapport entre l'arc 9 et les 
sinus et cosinus, aura aussi lien pour tous les autres ares | qui ont le méme sinus x et cosinus Y; 


prn 0) et, partant Le e Y— 1) = (+ na) Y — 1. 


D'ou d est obxir qu'a même nombre  -- a&y'— 1 répond une ‘infinité de logarithmes, qui sont 
tôus- compris dams ‘cette formule: générale, (p = ni) Y —- 1; où à da plaee de n. on -peut: mettre: iel 
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sombie entier qu'on voudra. ‘Puisque c est le.sinus et. y le cosinus de l'arc 9, Pass. a xx sin g 
et y — cos y, et nous aurons cette égalité | 


l (cos ga + sin g V— () dc (y cds) Y —1. 

$ 27. De cette équation jexaminerai les cas ‘principaux qui fourniront assez d'éclaircissement 

sur cette matière. Soit donc premièrement: 
| æ—0;, et il y aura cos — 1 et sing — 0, 
et l'équation trouvée nóus donnera: 
a TE m Li zt San Y — 1. 
Done, posant pour m successivement tous les nombres entiers, les logarithmes de l'unité seront 
l11—0, E23 V—1, Zn y —1, 6n y-—1, --81y — 1, ee. 

d'où nous voyons que, quoique le logarithme de 1 soit — 0, comme tout le monde le sait, il y 
en a une infinité d'expressions imaginaires dont chacune est aussi bien le logarithme de l'unité, que 0. 


$ 28. Cette seule considération nous met en état de donner tous les logarithmes de chaque 
nombre affirmatif qu'on puisse proposer. Car soit a le nombre proposé et « son logarithme hyper- 
bolique qu'on trouve par les méthodes ordinaires; et puisque la — L1 + la —a+-11, tous les lo- 
garithmes du nombre a seront: | | | 
lace, an V—1, tin VA, od-6nyV—1, c+8xV—-1, etc. 
dont tous, ‘excepté le premier «, sont imaginaires. Il faut remarquer, que je ne parle ici que des 
logarithmes hyperboliques, auxquels on est conduit par l'intégration; mais, puisqu'on sait que les 
logäritimes de diverses espèces observent toujours un rapport constant entreux, tout ce que je 
viens de dire et tout. ce que je dirai. des logarithmes hyperboliques s'appliquera aisément aux nd 
rithmes tabulaires où l'on met 140 == 1, eu à toute autre espèce de logarithmps. 
^$ 99. Soit maintenant l'arc proposé y de 180°, ou soit q -— s, et nous aurons sin q»— 0 et 
cosp—— 1. Cette suppesition faite, l'équation générale: trouvée sé changera en cette forme | 
DE L(—1) — (s2:2nx) V —1(— 12792) Y —1,. . : 
d'où nous tirons toute l'infinité des logarithmes du.nombre négatif — 1, car nous aurons 
(NER Vet, a Vent, Amy, - m Vel, ete. 
et de ih nous voyons clairement, que tous les logarithmes de — 1 sont imaginaires et tons différents 
des logarithmes de + 1. Cela non obstant, les logarithmes de (— 1)* qui seront 
Ea y —1, Æ6ry—1; + 103 y — 1, etc. 
sont visiblement contenus dans les logarithmes de + 1; ce qui suffit pour sauver les contradictions 
apparentes dont j'ai fait mention là-haut, quoiqu il n'en suive pas réciproquement que les moitiés de 
tous les logarithmes de +1 soient logarithmes de — 1: ce que la nature même des quantités ne 
permet pas, puisque — 1 n'est pas la seulé racine carrée de 1. 


: 8 30. On:s'assuiera à présent aisément, que- tans. les logaríthmes de tous les aumbres négatifs 
bent- irisginaires.. Car soit a un nombre négatif. quelconque, et. soit a le logarithme, trouvé par les 
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méthodes ordinaires, du nombre affrmatif. + a,_de sorte que !(--a) — o, et parce que 
b (— a) — la-- d C » nous aurons tous les ogaritimes du nombre négatif —4 mrt ainsi : 


qui sont tous imaginaires Par ta döng tr question, gites entre MM. Leibnitz et Bernoulli, de 
savoir, si les logarithmes des nombres négatifs sont réels, ou imaginaires, est décidés en faveur 
du premier, qui les soutient imaginaires, et toutes les objections que M. Bernoulli a élévées contre 
ce sentiment, n'ont plus aucune prise sar cette décision. 


$ 31. J e vais plus loin, et aprés avoir déterminé les logarithmes des nombres tant affirmatifs 


que négatifs, je passérai aux nombres imaginaires. Soit, pour cet effet, pP—= i" et nous aurons 


cos g -<'0 et gin p — t, d'où-noùs ürons «^ — 
LY — 1e (gn) V1 Qn S) n st, 


et partant tous les arithnes de + y—1 seront 


KV D = V av, +— Fr, rt, +3 V-1, etc. 
Ho 09 . 
In i 1 - ' 


Mais si l'on met sm d'os de 90 et sin p — — 1, nous aurons: 


M 


| iv = Cr dns) yt, 
et par conséquent . 

oM Y—41) mar I, Ha V—1, — 25 Vi, + Vi, e. : 
D'où il est évident, qu'ajoutant les logarithmes de -+ VY—1 et — Y/— 1 ensemble, pour avoir les 
logarithmes: du preduit => -+ t, ‚ak obtient: les mêmes logarithmes ‘que nous.hvons trouvés pour +1. 
Es si l'en soustrait les logarithpies de —Y— 1: des logarithmes de:-e-/— 4, pour avoir les loge- 
rithmes da quotéent Lp f, on aura les logaritlimes trouvés pour —f, 


$ 32. Soit, outre cela, 


1 — d T it. 5 , | 


1 








4 va 
^e t mu CI — — 
| EN 2,97 Fm L il y aura cop = a € np. 4 
d'où nous tirerons DEM mE | 2 
1+Y-3  ,1 | 
| l = = (zu 7&8 2n2) Y— 1, 
de sorte que les logaritbmes de EYE semp — 000 


DE ans LA ns en Le avt, -Tev-i 





I -- in Y— 1, a y—1, +" 3. y—1, ete. 


Soit p — 1 ss, et l'on aura cosg —1 et sin q =" > d'où nous obtiendrons . 
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Varia dr s a 





et partant == Arv-i, + nv, CAES Vs, +3 Ta VA, 





M are : 4 D. on 5 nl . —iíY—1, Sn Vert, — EV, etc. 


MEE ie 4 ee YS. uc | 
Soit p= 37» de sorte que cos — —-3 et sing — y, et nous aurons 


+ y — 1, + Sr VA, + Pa Vert, etc. 


Enfin mettant o — — 27, on aura cos ç@ — — i et sin p=— ‘ce qui donne 


3 2 
TT Cms Y-i. c 
— i - f - — —— dq — -— 
—1-V-3 
I. — = av, +7 1nY—1, +! s yt, + — eV, 
avi, Hays, 9. y—1, etc. 
Puisqu'on sait que ZI et -i-v-a 


sont les racinésctibiques de 1, qu 'on fasse- toutes. les épreuves à cet égard, et Fon trouvera 
constamment un merveilleyx accord ayec la vérité, 


0 $:33. Pour avoir. les logarithmes. des puissances, on n'a, suivant la règle € commune, qu'à exl- 
tplie Je logarithme de-la raœine par l'exposant de ‚la puissance. Mais, puisque la racine a une in- 
finité de logarithmes,. .on. em peut ajouter ensemble:autant de valeurs. différentes que l'exposant de 
la puissance renferme d'unités. Ainsi, les logarithmes de (— 1) étant trouvés 


Xa y-—1, + 3a Y —- 1, Æ 5n y — 1, + In Y— 1, ete. 


non seulement les doubles de ces logarithmes donneront le log. du carré (— 1), mais aussi les 
sommes de deux quelconques, et par ce moyen on obtiendra toutes ces formules ^ a 


s | 


0, Er V—1, E My — 14, + 6x V—1 , +8ry—1, etc. 


qui sont tous les logarithmes de +1. De méme, jgignant trois à trois les. logarithmes de 


RÀ ou de „1-72, | 
bep — y.d4-- 37 — RS [5-9 dq 0 15! 


t 


on obtiendra également. tous les logarithpes de +1, puisque 


If ! (CN D 


t. tant € y 


est égal à l'unité, . . . . |. ':- 
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$ 3%. Cette facilité de trouver les logarithmes des puissances est aussi confirmée par la for- 
mule generale trouvée au $ 26; car il est démontré que 


(cos 9 + sin g V— = cos up + sin up Y — 1 
donc il y aura 
l (cos o + sin p y — IL (con pap -i- sin up Y — 1), 
Cette forgwje ét@nt semblable à la première on n'a dans le: Jogarithme, quà mettre up ay lle de 
g, et puisqu'il est permis de mettre gt 2mz pour g nous aurons: 
l (cos p —+- sing y — 1)"— (ug + Spa zi Yan) Y — 1 


et lorsque l'exposant est une fraction —, nous aurons 


l (cos 9 + sin p y — 1)7— À (up + Qums + 2ynn) y — 1 


les lettres m et n marquant des nombres entiers quelconques. . Par. conséquent, dans les cas q == 0 
el p — 7, nous aurons 


He; Spin) s y — 1 
et LA) = Licini) ny — 1 


Et ayant égard à ces circonstances, toutes les difficultés qui se ‘pourraient encore rencontrer dans 
cette matière, disparaîtront entièrement, et la doctrine des logarithmes sera mise à l'abri de toutes 
les attaques. 


L. Euleri Op. postbame. T. 1. 36 
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XII. 


Problema algebraicum de inveniemdis quatuor numeris, ex datis 
totidem productis uniuscujusque horum numerorum in sum. 
mas trium reliquorum. Ta 


Si quatuor numeri inveniendi. ponantur e,. c, y, z, habebuntur sequentes quatuor aequationes: 
e (c + y + z)=a 
a -y+2)= b 
yp+z+z)=ec 
ze+-ce+-y)=d - 
Ex his aequationibus per regulas vulgares successive tres incognitae eliminari, et quarta ad resolu- 
tionem ‘aequationis perduci poterit. Verum cum mulla sit ratio, cur unam potius quam aliam quamvis 
eligamus, quae ultimo determinetur, nullam earum per aequationem finalem determinari convenit, 
sed ejusmodi introducenda est nova incognita, quae ad singulas aequaliter pertineat, et ex qua in- 
cognitae definiri queant. Sumamus ergo summam numerorum inveniendorum in huuc finem 
?--2--y--z-9t, 


atque hinc aequationes superiores abibunt in has: 


e(2t— 9) 2a—2te —v*, inde e—t— y (tt — a) 


| & (2t — a) — 6 = ir — a’ |w-—t—Yy(tt—b) 
y (2t — y) 2 c—2ty —y? y —it— Y (t— c) 
z (4 —z) = d — 2t; — 72 z=t— y(tt — d). 


Eousque igitur solutionem jam produximus, ut ex unica quantitate € omnes quatuor numeros quae- 
sitos expedite determinare valeamus, quare tantum superest, ut hanc quantitatem 6 investigemus, 


quod fiet ex aequatione 
?--c--y-c-r-ÀKt 


substituendo loco o, x, y, z valores per t modo inventos: 
M — y (tt — a) — y (tt — 6) — y (tt — c) — y (tt — d) = 2 
unde oritur ista aequatio 


2t — y (tt — a) + y (tt — 5) + y (tt — c) + Y (tt — 4), 


Resolutio aéquationis quatior. srcogniaruih. 283 


quae quidem "methodo -Newtoniana ad ‘rationalithtem: perduci poeset, ::at::labor foret maxime molestus. 
Alio igitar modo resolutionem hujus : aequationis tentemus. - 2 


Ponamus 205 (tt — a) 2p, .erit ip; simili modo 
V(t—b)—g,. : e=1i—g 
Y (tt — c) — r, y-—t—r nac 
Y (tt — d) — s, .. z=t—s | 


eritque p—qg—+r+s= 9t, quae aequatio ob irrationales p, q, r et s in aliam debet transformari, 
in qua litterarum p, q, r et s potestates exponentium parium tantum occurrant, quo, per substitu- 
tonem loco litterarum p, g, r et s faciendam, nascatur aequatio rationalis, ex qua valor incognitae 
t definiatur. 


In hunc finém formemus hanc aequationem 


. . 1 . . 
out . %. 'u 4 (. , IL 


X' — AX*a- BX' — CX -- D — 0, o E 
cujus quatuor radices sint quantitates datae a, b, c, d. Erit ergo per naturam aequationum: 
4 —a-4-b a6 d: 
B = ab + ac + ad +-,be -+- bd + cd 
C = abc +- abd + acd +- bed 
D = abcd. | 
Ponatur j jam Y=u— X, seu X=—Y+ it, . habebimus facta bac substitutone istam | aequationem: 
Y']AuY--60Yf —ArY 0s | ERE 
+ AY* 347° + BAC Y— Ad | 
+ Br — 2BUY + Bts = (0. 
has "+: CY— Cu |. 
- D 
Cujus aequationia quatuor radices ipsius Y erunt j 
wa, 426 u—c, Bd 
Loco hujus aequationis ponamus brevitatis. gratia hane - | 
Y'— PY'--QY'— RY-- $—0 IER 
ita, ut sit P=Mt—A4. | 
Q — 6r— 344 +B 
RW 348 + 9B — C 
Sa di*-- Bi Ci + D. 
Sit porro Y — Z*, seu Z= + y Y, habebimus 1 E 
Z'— PZ*-- Qz.— RZ S== 0 od 
eruntque hujus aequationis bèto rädices, sequentes — ^ von 
“Vü-derr  —Y9—9-—» 
mt tler, Veblaig 
4- y (t—c)---r — y (tt — c) ——r | 
"y (tt — d) 2 a 5 —y(t—d)z-—s 777 


a * 
» 


- 
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Aequátie baec: octo dimensionem resolvatur im bines biquadraticas, quarum alterins radices sint +-p, 
-- Q, -t- r, +s, alterius autem —p, —q, —r, —s, quae sint | 
LL + 82! — yZ -- 80 
Z*-4- aZ* + BZ + Eu ö=0, 
in quibus erit per naturam aequationum " 
a —p--q4--r-—-$ 
, Ê = = pq + pr-e ptc qr-e quera 
y == pqr + pqs + prs +. qrs 
= pqrs. | 
Quoniam igitur productum ex his duabus aequationibus biquadraticis illi aequationi octo dimensionum 
aequale esse debet, erit u 


20 poo — 98 | | 
Q-—fg*—2ay4-298  — |o 008 
R—=7y 290: 
S — 91 ’ . t 
Et cum sit a=p-+-g-H-r-+s, erit a — 2t, ideoque a! — Mt, unde fit 


a !— 28 — ut — 98 — P = Wu 4, 
ergo B——^ Secunda aequatio Q — 8^ — 32 + 9) dab . 


64 3 D 


sve Öö= 36 —3 ue 24 — 2. 


Tertia vero aequatio R — y*— 260 praebebit Do ZEE 

Mi 346a Bu C —A | 

sive | 40 — — 52-340 — 2Btt +” 

hinc cum superiori fit a se n 
M SAUT 

+ 2Bu ++ 


À H — TC 


Extracta radice quadrata obtinebitur | 
yo aevo e implent. ‚il won 

 hincque A sies pvo [id IZ 

Ao gre d du ta iran (ut an RAT ata 148 —O) 


cujus quadratum rt — . __\. n pt mc! eV, [et 





Resolulio aequationis quatuor s&cogmitarum. 285 


Y 


ee — SA SAME 4I (2-120 


" . 


+ 1188 + S 4Bu— sap Fade Her: Loue 1 4B — Ó) 
e—— & Ctt ME B FA . 
| SR 
quod aequale esse debet ipsi S, seu huic expressioni: t*— 445+ Bi'— Ctt + D; unde resultat 
haec aequatio | | 
5 5 1 | 
BU a- kt — 4t Pa A + 12t* 
+108 4-5 4pu — AB - +246 
2 $5 — Va GI Là) Pian C) 
— 3Cu 3 3 2ı\ 
— D. + 2Bt 
quae ad rationalitatem reducta dabit 





+ 3 41 + D n el +4 BE ud +54 
| 97 9 N 
— 124°B " —84*B — 3 4° B | - — EB - _ —^956 4* D 
+ 2$ 4C TECH" Zac] HE + 
8 46-5 fe 6: : yon toi .M—— Ó ! " 
— 8 D + 19 4B? + AE . apt P] —354D [. , 
—84D | . 54D je. D —4; 4B \=0 
x ' AN ! tt ; 
— 19 BC —"14BC — —- ABC! ++ 4 BD| 
5 gp) —À apt dp 
b fi i 4 - -r { 3 i . $ i Zt 
+ 9€? — 54BD —. PD 
"E a Nor \ à" 
] — 20 BD ++ PIC + D* | 
' : ut ti € 0 51 
| | -4-.6CD | 
Ponatur brevitatis gratia E — i45—B et u — 9t, erit 0 S. lr cm s HH. 5 0d 
--34* E +QAE | co  --9A4? ET, 4- 124E* + A E* 
24-64C \u — -- Anc + 28 4CE 4- 804 DE a — 92D EA. V «49. 
u 
— 12D + 124 E* y u* + 80DE jé -+9%6CD |: + 64 D° 


— 84D + 36€* . + kOCE* 
-- 19CE e ARE? à n 
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Haec ergo aequatio quatuor habet radices affirmativas, -totidemque negativas, ipeis aequales; jta ut 
resolutio aequationis per aequationem biquadraticam perfici queat. Sunt autem 4, B, C‚DeE 
quantitates cognitae ex datis a, b, c, d determinatae; est nempe - 

4 —a --b--c--d ZEE 

B = ab +- ac + ad + bc + bd + cd 

C = abc + abd + acd + bed 

D = abed | 

itemque E — 4 4! — B. 


Invento autem quocunque valore pro u erunt quantitates quaesitae - 


__ — f (n — 4a) -— w— Y (su — 4b) 
oor TR? eg 
| „rem, Tree, — 
Alla Solutio, 


Problema etiam hoc modo solvi potest: Ex primis &equationibus est 


007 a —b — (v — a) (y +2) (5b -—tv-—(s—y)(eA-z) OT 
"o, 4—6m (ey) (e +2) b—-d=(2—z)(e+-y) 
a—d=(—2) (2-+-Yy) c—d=(y—:)(-+x) 
ex aequalionibus > prima et ultima nanciscimur 2 u i 
. t . B | . _a-b ! e—d ul 
| | in nrrme= 
Sit einen, erit hem —yz et facto HE k erit 


em pae sy e ene ay + ar -e pa, ergo k — —h=în+(+ae)(r+2), 


© — 





y—s ys 


seu k—h— age er, ergo AT ie, seu yz—yızz=dy—eız, 


quae aequatio posito yz =t abit in hane 





G—7)r—(6—9:—8 
Ponatur nunc dy — ez —u, eritque MEM u 
| — d— 
Rn Bar A eu. pu D (T-I : ' 
qui vore à in ter substitutt praebet ovo Ng. EI | wu 
|] . SEL sc) t "E : } 
= 6-95 9 | . 
Scr 5a oct (ea ' — 


unde prodit ra racc AC unb o: 


Resolutio aequatonis quatuor incögnilarıan. 287 
quo substituto in faloribus pro y et z supra inventis, habebimus 


(e— vt (d — t) Yt ; 
L 7 Ye- (o+-d) t+tt) a I. = «OY (4) t-- «)? 
ac addendo et subtrahendo | : 
(e-- d — 2t) Y't (e — d) Yt 


yz Y (cd — (c-1-d) t-- tt) e yuı= Y (od —(e3-d)ta- 0). 


Hinc porro deducitur 


e--p— Y (ed — (c-1- d) t-1- tt) (a — b) Y (cd — (c2- d) t A- tt) 


FA el ?—mc— Grp — 
unde, denuo addendo et subtrahendo, positisque brevitatis gratia, 

b--c--d—a-—m et a--c--d —b —n 
prodeunt sequentes valores pro e et æ 


(n — 9r) Y (od — (o-+d) +1) _ (m— 9) Y (cà — (+ ttt). 
u. e $ (c-i- d — 9t) Yt et IV. = 7 2$3(-4—90Yt 


Cum autem supra invenerimus k = vœ — yz, hinc substitutis pro e, æ, y, z eerum valoribus 
et facta evolutione prodit, pro determinando valore ipsius t£, haec aequatio quatuor dimensionum 


M (h + t) (c+d— 21)! — (m — 2) (n — 2) (c — 1) (d—1). 
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XIII. 


Series maxime idoneae pro circuli quadratura proxime invenienda. 


1. Antequam Analyseos infinitorum principia essent perspecta, nulla alia via rationem peripheriae 
ad diametrum explorandi patebat, praeter considerationem polygonorum circulo cum inscriptorum 
tum circumscriptorum. Ex quo fonte prinum Archimedes notissimam proportionem 22 ad 7, tum 


vero Metius. veritati propiorem 355 ad 113 . elicuit ; donec tandem Ludolfus a Ceulen hanc pro- 


portionem ad 35 figuras in partibus decimalibus produxit, quem stupendum et molestissimum labo- 
rem certe vix ulterius prosequi licuisset. Deinde vero, cum, Analysis infinitorum ope, series idoneae 
rationem diametri ad peripheriam exprimentes essent exhibitae, multo minore labore ratio Ludolfiana 
multo longius, primo scilicet a Scharpio ad 72, tum vero a Machino ad 100, ac denique a 
Lagnio:ad 128 figuras decimales est continuata; ex qua ratione si circumferentia circuli, cujus 
diameter distantiam stellarum fixarum maxime remotarum superaret, computaretur , ne millesima qui- 
dem pollicis parte a veritate aberraretur. 


2. Assidui autem hi calculatores, quorum industria summam meretur laudem et admirationem, 
omnes usi sunt serie, qua arcus circuli ex tangente definitur, ita ut posita tangente —=t, radio 


existente — 1, arcus respondens sit 


_,ı_1 LL, ln 
—t 36e yt ;6o y 0 — ete, 


quae series utique maxime convergens reddi posset, si tangentem t pro lubitu diminuere liceret. 
Verum cum hinc ratio diametri ad peripheriam concludi nequeat, nisi arcus ille ad totam periphe- 
riam assignabilem et cognitam teneat rationem, vix minorem arcum in hunc finem accipere licet, 
quam 30°, cujus tangens est 35 ; unde denotante z peripheriam circuli, cujus diameter est =1, fit 


ETC 1,1 1, 1 + ete). 
6 v3 3.3 53* 1.3! 9.35 14.3? 


1 1 4 4 
seu 75 =(1 3; rt; 775 ee + ete.) V 12. 


Etsi enim angulus 18°, cujus tangens est Y(1 —2Y4), seriem multo magis reddat convergentem, 
duplex tamen irrationalitas calculum tantopere molestum reddit, ut nullum inde compendium sperari 
possit, quae molestia pro minoribus angulis multo magis increscit. | 


Series maxima idanede pro citéuls quadratura: prbzxime invenienda. 289 


3. Exercitatissimus etidm calculator Lagnius, ; qui hunc calcplam longissime est prosecutus, 
angulum 30° aliis minoribus in hoc negotio praeferendum censuit; verum antequam ipsius seriei 
terminos evolvere pesset, ex  pumero 42 radicem .quadretam tre: 128 figuras decimales exactam 
extrahere erät coactus; quem laborem certe 12 horarum spatio expedire haud potuit, quin potius 
crediderim auctorem ei aliquot adeo dies insudasse, quandoquidéin sunma, "gd Opus est, ' attelitig, 
éum' relaxatíonem tum revisionem pluriamque operationum repetitionem postulat. '" ' Hoc! ateth labote 
exanthlato "ipsius" seriei 265 terminos ad iimimum 'evolvere debebat; primo igitur numerum 7/12" ad 
128 figuras eijiressum continuo 263 vicibus per ternarium dividi oportebat, 'àd quod negótiütn' si 
cujusque figurae inventioni et scriptioni unum 'iminütam sécundum tribuamus, quinque' horae: vi 
sufficiebat. , Deinde .quotos hos singulos respective per numeros impares 3, 5,.7, 9, 14, 13, etc. 
dividi erat Decesse, quae opera, ob divisores continuo majores, ad minimum tempus duplo majus, 
ideoque 10 horarum postulabat.  Deníque additio cum terminorum affirmativorum, tum negativorum 
utraque seorsim breviori quam quinque horarum : spatio expediri haud poterat: sicque totus labor 
intra 37 horas omni adbibita diligentia neutiquam: potuerat absolvi. Nullum autem est dubium, quin 
auctor tempus duplo imo triplo majus impenderit. os Uo 


—— |. 


b. Quemadmodum autem hic labor mirifice sublevari potuisset, jam pridem ostendi, ubi angu- 
lum semirectum in duas ploresé partes dividere docui, quarum tangentes sint rationales. Ita cum sit 





$ za Ang. lang.f = Ang-tang zn Ang tang 7 erit per: dues sereg- ed 
. 7 fi PAST PES ‘ &. tU . .. E d 5 Gers r ' ‘ 2. e. IW p" 
a 2(1 tt Li. + — ete.) | 
EH NN. ,34 1 5.4 7,45 19.44 y 
ebat IN nS uaa Rl cro 07 nt. 
"a 1 A. as 1 1 1 gs ete.) 
3 39 Rp 7.9 $9.7 777 ? 


dom Lou um - 
quarum adeo prior magis convergit, quam praecedens, ex tangente. anguli: 30° petita; neque hic ulla 


extrattiohe radicis. opus: 49€, «uae: sola invesleulo: preecedénti- laborem: #2 horarum postulaverat. 
Deinde. priores uiriuique «seriei. termini ‚sältem multo minera. lahore: evolveatür, cum: vel paucis .o0g* 
stent figuris, vel periodum in iis agnoscant, unde calculus admodum fit expeditus. .Etsi autem. hie 
duas series in unam summam colligi oportet, temen quía magis. convergunt, multo paucioribus, opus 
est terminis: ita. si fractionem decimalem pro 5 ad 128 figuras. justam  desideremus, . prioris seriei 
terminós 210, posterioris vero 139 capi. conyeniet, “qui totus abor,. praecedente ratione aestimakus, 
vix 2, horas requirere videtur. 


"opt nur ens ans gc) EX HP LES op breit er vd 4 ats cede ti ea n 
„139... ‚Deinde, ex .endem.. pide, um. si in. genere. .: "TED 
Mo fip Muro es TAS, vig „= Ang. tàng + IH Ag: gite. wit rac roin nd usd 
-1. il fj Qon * *'' Er ET ^ eonun: iln] ME tr. QU 4 Du Je Tito fou 1? : TE | : 
erit. Ang. tan dl ! tan A id . 
Ang, lang à — Apg.tang St Ang. fapg Fr idenque.… ss us ioc Ä 
| ‘D | . | 
CE LE eu t ty T 2 
vb 6d EL tang; C Ang ang } | | EM 
il di Put wit de Den $01 49 n L ? 
unde per duas series magis convergentes fit 4 
L. Euleri Op. posthume. T. I. v 31 
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1 
ler ner rt 45177 i. aee c 


Hinc ergo si valor ipsius x ad 128 figuras justus colligi debeat, prioris seriei 132 terminos, poste- 

| rioris vero tantum 75 terminos evolvisse sufficiet, borum autem 207 terminorum evolutio certe 
multo gninorem operam requirit, quam calculus a Lagnio subductus, extractione radicis, quae sola 
tertiam partem insumebat, exclusa. Ex quo totus hic labor vix 48 horarum esset aestimandus, nisi 
divisio per. numerum 49 aliquam molestiam crearet. - | 


6. Simili modo loco Ang. tang ” si non satis pm: videatur, 1 minores introducere poterimus 


servatoque altero habebimus Ang. tang 3 — Ang. tang > + Ang. tang à ii » ideoque 


- * 
: ! 


9 | | 
= - — 2 Ang. tang n 3 Ang. tang T e u 


16 4 4! 4 MN: 
z—*uü (1 — 3a:1* 5.1213 7 1.34343 7 9.33944 77 ete.) 


' | N) t 4 
P c 7 +0 gae iam 


— — ete). 
Verum etsi hic multo pauciores termines assumsisse - ‚sufßeist,; divisio. .tameh. per majores numeros KJ 


et 121 omne fere lucrum adimere videtur. | Neque, adeo haec transformatio: 


. LE tang An. tàng 7. Ang un y quae praebet 


= — 25 Ang. tang 7 I 2 hop Lang 


caleulo contrahendo inserviet; etiamsi 'enim, series pro altero angulo  eheménter edbrergut, temen 
indoles fractionis -; laborem non mediocriter mad Da ut meum "uber veriobes longe 
minus convergentibus uti. 


! 


7. Quendo autem calculo numerico est consulendum, non solui ad conyergentiam serierum, 
quarum termini in summam ,colligi . "debent, respici convenit, sed ‚potissfinum ad facilitatem, qua sin- 
guli termini per 'operationes arithmeticas 'evolvantur: ita si "serie progressio geometrica sit admixta, 
calculus facillime expeditur, si hujus termini in ratione vel decupla, vel centupla, vel millecupla 


decrescant. Quemobres seriei, qua angulus,: cujus fange#s est, ir — ae inuito/ napis ejus; "cujus 
tangens est — - termini don sine ingenti labore evalvuntur qui forte. tantus est, ut quilibet ma- 


luerit multo plures terminos serierum pro angulis, quorum tangentes sunt — et — y tpedire, nequa- 
quam enim major convergentia laborem, quet singulorum: teriiínólum postulat evi compensare 


14 
videtur. 10 
Sin autem ejusmodi angulis uti liceret, quorum tangentes essent 15» =? . etc. nullum 


est dubium, quin praeter majorem convergentiani etiam calculus singulorum terminorum mirum in 


modum sublevaretur. ner de. He or tp ng 
| 1 
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8. Hunc autem usum .egregie praestat alia seriei forma, qua arcum circularem ex data ejus 
tangente exprimere licet. Deduxi autem hanc seriem ex consideratione formulae differentialis 


dz » dz un 
yü-am c ponendo ejus integrale fs =: U — cz). 
Hinc enim fiet differentiando | u 
| | de — dz (1 — zz) — œrde, seu z (4 — a2) — z:—1— 0. | 
Statuatur nunc z= dat Bat + Cx+ Daz'-- Ea’-r etc. 
atque hime oolligemus. = 4 + 3PBxz + 5Cx° A- 7 Da +- 9Ex* + etc. 
— — 4daz— 3Bz* — $Cx* — 7D2’— etc. 
— zz: c2 — daer— Ba'— Cx5— Da'— etc. 
— d$ — 1, 


Singulis ergo terminis ad nihilum redigendis invenitur 





4 — 1, B — 44, =zB, D= €, E — 5. p, etc. 
. Nu 2 2.4 2.4.6 3.4.6.8 
ita ut sit Ang sinz = Y(1— 22). A sie ie 57350 + ete.). 


9. Sit jam = tangens hujas angel, cujus sinus positus . est =, eritque 


et et VU — 22) = 


Y (mm - n6) = Viena e) on) 


ita ut irrationalitas jam ex calculo: excedat fiatque 


mn 9mm 9.5.4 .$9.4.6m* 
MR. 7$») 3.5 (mm -1- nn)? 3.5. ET + et. ), 


Ant tang — — = 


quae series non solum | magis convergit quam: vulgaris ante usitata 
? me | 
| Ang. tang = — ^ (1— + Tt x ete) 
sed etium singuli termini feré pari facilite evolvuntur, quoniam continua multiplicatio per fractiones 


3, 4, $, etc. nom difficilius instituitur, quam divisio per numeros 3, 5, 7, 9, ete. Tum vero, 


8 5 7 

in quo maximum commodum cernitur, in eo constat, si numeri mm-+-nn ad dividendum fuerint 
sptiores, quam simplices potestates ipslss n, quéd commodum imprimis im angulis supra exhibitis 
locum habet. Haud minimi etiam in lac nova serie est momenti, quod omaes terminos invicem 
addi conveniat, cum in vulgari alternatim debeant addi et subtrahi. 


10. Secundum: hanc igitur novam seriem pi supra exhibitos evolvamus, a atque obtinebimus: 


dd Wa 1 
i as 8* '* 3.5.7 57 
4 


2.4 1 ji + etc.) 
‘10 T7 35° tn 108 


L Ang. tàng À 37 ; + À + ete.) 


2 
3 
B Ang, tant y — i. 
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Is MEE ' PALIELE 2.4 2.4.6: . & 
n. Ang. ung 7 D E (+ En E Mr dor 4 ete.) 


* » La 
Po: : 0.29 * 3 
+ 


237 9 924 9 946 9 
IV. Ang. ung (+ +3 re nee) 


quae series ad calculum arithmeticum manifesto multo magis sunt accommodatar quam. praecedentes, 


cum prima exigat continuam divisionem per 5, secunda per 10, tertia per 50 et quarta per 6250, 


444 


quae ideo est perquam commoda quod a = (00000 quam ob causam has series praecedentibus 


longissime anteferendas esse censeo. ! "non tm 195. vc c£ Re 
11. Denotet more Newtoniano in quavis serie littera P termidum quemque:praepedentem 'totum, 
quo facilius pateat, quibusnam operationibus inde elici oporteat. terminum sequentem ; atque prima 


forma x = # Ang. tang = + 4 Ang. lang + suppeditat “has. series 








A i ipei ip, „P 
der trtum " 

Secunda autem forma’ 2 8 Ang. tang - 3 Qn Ang. tang À 7 ' dat : d 

a tres repaire 7 577 
| MORD a ae 2 
at ex tertia x — 20 Ang. tang + 7 1; 8 Ang. ung 3 75. prodit B | 

| . Pocvhno (50:8 9 4e ns nate ao b fad 
= ode - s Prag P et. x Pv pg; Pete. 
uS PTE rn. ines P 3 ars | 


In his postremis seriebus „prior ita convergit, , ut quilibet, terminus, sit fere quinquagies minor prae- 
cedente; posterior vero ita, ut quilibet terminus sit fere septingenties praecedente minor; ex quo hoc 
comandi assequimur, ‘ut pon sit opus in.terminis ,pricopm..segnentilus. cyphras:antecedentes scribere, 
quopiam, nullum. est. pericplum, ut jn Jocis decimalihus, , ubi, quivis terminus incipere debet ,'' fallämpr; 
kd calculus non mediocriter sublevatur, | on ot 


die) 65 dii Que aUi | : arte Kathi EE 


1.1825 His perpensis nón. dubito ipronnngiare  rátáemen peripherian ad: diametrum, :beu.valorem- pô 


m. cémmodisime ‘et promtissime ,béineri.ex his;duabus.seriellusi 1": :. 45 72601 aon se 
(gre rt omg. s bog / gy wo Qt n 
| u = 28 + P. owe Pg. 100 * + P. UTC) 
06a aet Pose “oi ML Uu Fur... 2) Des e AU at dh LEA pns cen "braun Hii 1 italie d et 
144 4 14 6 14 
eo 30336. P. s IX RE $$ 00009 ud NO E 7 "6 


Ve EL t. j M J & di 


neque enim certe aliae exhiberi possunt series, quae tantopere, convergant, simulque singuli termini 
tam facile per calculum' arifhinetiquié explvantük: 0: Hipe* eb. Per loeo! valorem x tantum ad 
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20 notas decimales déducam, et qug calculis cerfiór' feddatur, eum ad: dg riotag ektendawy; in sie! 
£ulis "auttm: tériitiis fine: tanfahr riotabo;,! ut^ nota .999* sit. alla, "quonidas hinc diis opm 
patet. Piióris'ergóà seriei tériidorum'évolutio it: be abebft + tmm litem anlegen essa 
ibi dem qe. e orm eben esit i iss uas cen CELL onedert a iss uis 
I. | 2,8000000000000000000000 div. per 3 
9333338333333333333833 :: Det os ur ‘on rich! I 
18666666666666666666666 ul per i 
/373333333333333333333 div. per 5 | 
748666666666666 6b |" 
|, "i #1: 2986866868666666886665 - mult. per 35, 





HI........ 5973333333333333333 div. per 7 
"e 053333333333333333 ° | 
— MM 
5120000000000000000 mult. per j5 
IV.. 2..." . 102100000000000000:7 div. per 9 
000  11377777777777777 u 
Naro oem 91622222929995273 mult. per io 
V......... | 4820444444444. div. per 11 
(Co ce in 7 465506 
1654949494949494 mult. per À 
Ver, . 3309898989899 div. per 13°‘ 
"2346076146076 | 
‚oem 2. 80582913752913 mult. per jj 
VH. ......... . 611058275058 div. per 15 
| : e. t 


031077 7Ó**— 49737218337 ° 
"ot | 570321056721 mult. per j; 
VH 7.077. vot. 17 11106421134. div. per 17 
670965949 
Faber oh 07" 00735455185 mult. per À 
| ..... 7, 214709103 div. per 19 
or lun 0.0 11300879 
203508624 mult. per i0 





Xv. DU. 1c 02008068112. div. per 21^ 
et 193722 
pero. gea 2 3874450 mult. per io; 
XL ..... sous... 77489 div. per 23 
ts. 9369 ONDE A / 


74120 mult, ai 


juri lis 1. ng nat st n l ^t. eit tie Fi t vt t qo? 07519 eu i 


e. IL ....... LM div. c. 
s 40, a a1? v deeds ! XL. "A: ei tt LT o. UE nj Aun iubent; na oanmuhneno mplsute 4 


2 
being tes 02, de DE LOT EE TRUE fd len Lu FE ml pen CAE DEC UN ES LEE I cr 
. xIL ee " 28 . ji OT | M LA Hi elite NL 


^ . 
. 

wood, 

{ 
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Hujus erge seriei 13 termini sufficiunt pro viginti duabus notis expediendis, unde concludere licet, 
si oaleulum ad 22» notas continuari oporteret, omnino 13m motas sufficere: ex quo’ calculus ad 128 
notas continuandus postulabit 76 terminos. Postremi autem proxime constituunt progressionem geo- 

metricam in ratione 1:50 decrescentem, unde plures eorum evolvi non est opus. ' 


13. Altera autem series sequenti calculo compatabitar: 


I ... 0,3033600000000000000000 ^ div. per 3. 


' 1011200000000000000000 . 


582451200000000000 

. 2329804800000000000 
3354918912000000 
+ 479278130285714 
287565479817 14285 
. 4. 440928485668 
560103165074 
3680825320594 


IV, ...... 





Vi eee. 5200388461 
481853496 


4818534965 





6404945 





mult. per 360008 


div. per 5 


mult. per és 


div: per 7 


14 


mult. per ie 


div. pr 9 


44 


mult. per zu; 


div. per 11 


mult. per Zoos 


div. per 13 


mult. per ioo 


_ div. per 15. 


144 


mult. per 100000 


Hujus ergo seriei pro viginti duabus notis tantum opus est octo terminis, unde 22” notae circiter 
postulabunt evolutionem 8n terminorum, hincque pro 128 notis sufficiet evolvisse 47 terminos. 


1%. Utriusque ergo seriei terminos inventos seorsim in summam colligamus, ac prior quidem 


summatio ita se habebit: 
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I  2,00000000000060000600000  ! 


Il. 313333333333333333333 
Ii. 5973333333333333333 
JV. 102400000000080000 — ': 
V .— NDR — 
VI : 33099989898989 ^ ' 
_28379410920210101010101 
- VL. ^ 611058275058 
VIN. . 11406421134 
IX. 214709103 
X. 007 4068172 : 
XI. | 77489 
XII. 1482 
.  XHEL 28 
2.8379410920832784562570 


Simili modo addantur termini alterius seriei | - 
1. 0,3033600000000000000000 


B . 2912256000000000000 
IL 3354918912000000 
J Iv. 1140928485668 
EM 5300338461 
vi. 6938690 — '" ' 
VE 9223  - 
VIE. 12 
- 0,3036315615063147822055 


prior 2,8379410920832781562570 

m  3161592653569792P381605 
qui numerus sola ultima nota excepta justus deprehenditur, totusque hic calculus laborem unius 
circiter horae consumsit; ex quo intelligere licet, si quis tantum laborem, quantum Lagnius im- 

pendere velit, eum valorem peripheriae x facile ad 200 figuras decimales esse extänsurum. 

15. Ceterum ad calculi ulterius continuandi compendium notasse juvabit, in utriusque seriei 
terminis prioribus revolutiones netarum Qccurrere, quibus semel observatis hos terminos quousque 
. libuerit, facillime continuare licebit,  ita prioris, seriei (termini priores omissis in quoque cyphris 
initialibus, sequenti . made precedent, à ubi bitu Laine deinceps continuo repetendas uncinulis 


inclusi : | - s d 
"E ue 04 eC Ua. "e Br - 
I. si ete . u A 
110 37333 ee) “oe rn 
ar" 597884 e. 7000700000 ea Done 
IV; - 020406 ete. PL E ' 1 ef "t et V e, ms. $0.55 ssst"" 5. . "4 


V. 18204545 etc. | | 
VI.  330(98) (98) etc. QU tos eme tta a Ponta atre n 
VII. 611(058275) (058275) ete. - D | 
VII. 11406 (421135) (4211384) etc. 

2M IX... AIO (010570975076557199,9000559019100 4032003520095 (9403 eine. - 50h 


Q 030407 ' FAR 


Seriei autem posterioris termini priores in infinitum continuati stint: 


I. 0,3033609 eio. ©: i 
Il. :291225600 etc. , :: 1. :.: d 
Il. :335491891200 etc: : ” 
IV. 414002018566 (07152) (85714 . elc. 
V. — &300088&616587-(715285) (714283) etc. 
Vl. :698869034980391 (896103) (896103) etc. 
VIL 982317111229 18A [ME856) (243056) et. 


€ = = a +3 


VIL. 123958742357506270157 (874125) etc 


16. Colligamus nunc octo prióres termiinos in infinitum continuatos in unam summam, ut ea 
statim qui calculum ulterius continuare voluerit uti queat, et parier revolutiones. periodicas i in utraque 


summa indicemus: 75 | 
V L 


Summa- 8 priorum terminorum serlel /prioris 


—- 


I. 280" 
IL 373333333333333 333332322233; oO. 
IL... 5973333333333 33333333333 
IV. © "102400000900 | 
. V. ‘7 1:>,1771177977777713777° 
VI. |... 33098989 898989898 
;.,2,8379410920210101 01010101910 
VIL 6. 611058 27505827505 
VIL . n 11406 42113144413 


E 2,8379110920832565,70629310629 
seu i 2,8379 110920832365, 108293, 106293, etc. 





DILDO. 46 lu USC CS “toit 
eicit "Pio postero dire 7C 
une proton znifustha i rns cte! unen np IP nud loss gleft s eU plis pets ot 
uM 0,30336 MEME Un | 
fr Pe Sn | 2 b i ZEE | RU Sois ' buc M At lé , le; wit DINH Uit Wf Hesse veu e sul 4 "y , 
Hitt : IL, dr - 345519189412 E uU Pd vo, sul ' vÁó | e ben 4 etus, Du on cu M 1 
ON... s. "HAUSRLDSORDSTIA? etc. | on 
PTS U EP FE LEE TT Tr : : 5 y 


0,30365156150598105856685711285 1142897112. ete. tont 
oc orto! eet. UNE e. N 5 tta utu), 53008846 1685771590571 Y2sT eed Cata zen 2 lt 


vil. 9223120711123978134365 634365 634365 63 enl ai 
VIII. 12395874235706270157 8741 25 814125 87, 


694792586638927864574348& 547452 547452 Th " 

- 0,3036515615065150874130227200000000000000 000009 000000 00,,, 

0, 303651561506514782205609358927 8645743484 5414552514 52,5& (1 

Sia Pao M u .{ 

hinc summa octo priorum terminorum est d 2s p anzo I 
0, 30365156150651478220560935892786157 43181; ST4ÈR, ele! ^ 


FIRE E Ug as 74 al 


at terminus sequeñs -nonus sub mota démmum. person: quara . quae; esti; 9. ineipit; under: facile accura- 


+ à 


tiores approximationes indagare licet, ;., , . , 0. male ni à tu cuites cd un: 
".. al. . M* ti tt sd ss 10 74 53 |. 
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17. In evolutione quidem terminorum ulteriorum divisio per majores numeros impares moram 
facessere potest, ita ut ad has .operationes multo majus tempus sit impendendum, quam supra ad 
minores spectans divisores aestimavi. Verumtamen haec difficultas in serie vulgari ex angulo 30* 
petita multo est major, propterea quod. ob plures terminos evolvendos, etiam majoribus divisoribus 
opus est conficiendum, praeterquam quod antequam haec operatio suscipi queat, tam taediosam ra- 
dicis extractionem absolvi oportet. Quamobcausam dubium plane nullum superesse potest, quin cal- 
culator his binis novis seriebus utens longe facilius et promtius rationem peripheriae ad diametrum 
pro quovis praecisionis gradu definire queat, quam si caleulum more consueto institueret; et quan- 
tumvis temporis spatium in hunc laborem insumere cogatur, certum est more solito tempus plus quam 
duplo majus requiri. 


18. Ceterum observasse adhuc juvablt seriem hic pro arcu ex tangente traditam etiam directe 
ex serie consueta 
1 1 


1 4 
sah zirzt Je ^g! etc. 


ut s sit arcus cujus tangens — +, elici posse; cum enim sit 








| 1 1 1 
— 8... — £5 — E7 — 9 
is — t 36 7c p! ; 5^ etc 
erit addendo — (1-11)s — +20 se 3 nl t°+ etc 
3 3.5 5.7 7.9 
Porro ü (1 -—u) s= t*-- 22 _ 2 17. 29 ete 
3 3.5 ' 5.7 
| 2.4 2.4 2.4 
2 #18 5 __ 7 
et addendo (1 + U)! s — t (1 + 4) 2-3 tnt nt + re etc. 
simili modo reperitur ulterius: 2 | 
2.4.6 2.4.6 
(+u)s—=t(1+ 4) + 3" +1) + Sat +3 agree 
9.4.6 , , 2.4.6.8 9 
(+4) s — t (1 +4) + 2 (1 A- tt? HIT 3.5.7 3573! e. 
sicque continuo progrediendo evidens est hinc obtineri: 
—. 5 , 2, 0 245, 80,246, Le 
Int 3 Qn 3.5 Gen ^ re > 
t 9 tt 9.4 t, aO- 2: 4.6 + 
seu = hr tr Gr FT Get aa + etc.) 


quae series ponendo = — cum ante exhibita congruit. 


19. Quoniam seriei prioris terminum nonum exhibui,. cujus revolutiones periodicae &8 figuras 
complectuntur, seriei quoque posterioris terminum nonum hic subjungam 

IX. 16800055435025555673161 (29329494.0353763883175647881530234471410941999177) (293 etc. 
cui 23 cyphrae sunt praefigendae, antequam ad comma, partes decimales a loco integrorum separans, 
perveniatur, ita ut prima hujus termini periodus in loco nonagesimo quarto terminetur. Si loco 
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298 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Anais 


notaram periodicarum velimus fractionem ordinariam adjicere, hic terminus nonus ita finite exprimetur: 


713 9 3 5 
IX. 16800055435025555673161 $3a3 L7 477337 wl 


Simili autem modo prioris seriei terminus nonus eXpressus est 


31002 
21879 ° 


Deinde summas octo terminorum supra exhibitas ita repraesentare licet 


, 21470 —— 


Prioris seriei 


Summa I... VIII 28379410920832565 1% —i*isl 


143 
. . 21002 5 ,4 9 2 
terminus IX 21470 5| 3 415 5| 
summa 1....IX 2,837941092083278041 3s 


Posterioris seriei 


1... VII 0,3036515615065157822056093589278645743484 13 el 


IX tesooostusstossseravet Ti Dd 





I.... IX  0,30365156150651478220561103893341080769050220613 iam 


14907 _3,1,8 5 
17047 7 1 "13 iT? 


unde hujus fractionis evolutio est in promtu. Parique modo est prior fractio 


13893 5 5 — T7 3 
21879 7 9 " i^ 13 " 47° 


ubi notetur esse 
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XIV. 


Enodatio insignis cujusdam paradoxi circa multiplicationem 
angulorum observati. 


1. Singularis est proprietas formularum, quibus cosinus angulorum multiplorum per cosinum 
anguli simpli exprimuntur. Si enim anguli simpli o cosinus ponatur — 7 angulorum multiplorum 
cosinus ita se habent: 

cos 0g — 1 

cos 1p — 9 

cos 29 — 222 — 1 

cos 3p — har’ — 3e 

cos kp — 8z'— Box + 1 

cos 59 — 162° — 20x° + 50 

cos 69 — 3225 — k8r° + 1800 — 1 

cos 7g = 6hz' — 1122° + 560? — 7x 

cos 8p — 1282? — 2562° + 16075 — 322 + 1 
etc. 

unde concluditur fore in genere 


3 


cos np = 2^— ! a" — 9^7? na? 2^7 € g^-7*5—9n—" ee ed «^ —5 1. etc. 


seu 
"2 os _ R-ZIRZIN 6. n(n—5)(n—6)(n — 7) 


f 
_ Qn—1 D v1 
cos np = 2" "x" (1 3e + 4.8.12 4.8.12.16 


== —ete.) 
ubi ratio progressionis facile perspicitur. 
2. Neque vero hinc concludere licet, hanc seriem eadem lege in infinitum continuatam cosinum 
anguli my exprimere, ita ut istius seriei infinitae summa futura sit — cosng; sed quoties n est 
numerus integer, seriem eousque tantum continuari oportet, donec ad exponentes negativos ipsius æ 
perveniatur, quippe qui termini omnes sunt rejiciendi, iis solis ab initio seriei terminis retentis, qui con- 
stant potestatibus positivis ipsius x, et numero absoluto, qui si n sit numerus par, est vel +1, vel — 1. 
Nisi haec cautela observetur, in errorem delabimur, quin etiam casu m — 0 expressio generalis ve- 
ritati adversatur; prodit enim 27 *a*— i cum tamen sit cos 09 — 1, quod certe insigne est 


' paradoxon. 


* 


# 
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3. Quo clarius etiam in reliquis casibus falsitas formae generalis perspiciatur, ponamus n — t, 
et haec forma evadet 


(1 A7? 68 —5. 434 6 14.5.6 —* — 1.5.6.7.8 ,—1 ete.) 
v 497 Tat "ren 4.8.12.16 4.8.12.16.30 :J? 


quae.cum sit «ac, cum veritate certe consistere nequit. Ut autem hujus seriei valor verus explo- 
retur, ea ad hanc formam reducta: 








s (1 AV b, nt 1.1.3 ,—6 1.1.3.5 3 1.1.3.5.7 zo etc.) 
4 3.47 4.4.6 4.4.6.8 4.4.6.8. 10 . 
ita exhiberi potest: 
pig. 5. 7 4.big 5a CEE -—5 6635 TE etc.) 
2 (5 2.4 2.4.6 2.4.6.8 5 
Cum jam sit 
1 “ . 
—2,7 1-2 11 —6 113 — 1135 —8 
(1-2 ) = I 738 oT Tan —345.5* — "€ 


nostra series hac finita forma continetur: 


e—ze(1 — (1 —4-75)— se + Le V(1 — )=3e+3Ve@—1); 


ita ut casu n—1, seriei nostrae generalis summa futura sit re U 


Quin etiam, cum sit © < 1, patet seriei in infinitum continuatae summam adeo fore imaginariam. 


; cum tamen sit cos 19 —4. 


4. Idem etiam de quolibet alio valore ipsius n ostendi potest, unde eo magis mirandum est, 
expressionem nostram generalem, si justa limitatione adhibeatur, ut omnes termini exponentes nega- 
tivos ipsius a^ babituri rejiciantur, veritati esse consentaneam, et valorem ipsius cosng praebere; 
cum tamen omni extensione sumta et in infinitum continuata longe aliam atque adeo imaginariam 
summam sortiatur: cujusmodi singulare phaenomenon nescio an in aliis analyseos partibus jam sit 
observatum. Praeterea vero etiam, quod haud minus est mirandum, notari convenit, limitatione 
quoque illa adhibita, ut potestates negativae ipsius æ rejiciantur, veritatem non obtineri, nisi n sit 
numerus positivus integer; si enim n esset numerus negativus, ob omnes potestates ipsius = pro- 
deuntes negativas, error foret manifestissimas, cum sit cos (— nq) = cos ng. 


5. Sin autem pro n accipiatur numerus positivus quidem seu fractus, nullo modo inde veri- 
tatem elicere licet. Sit enim n = » et expressio nostra generalis hanc induet formam: 


ve (1 LA£Q,7 2145 p ' 4.7.9 r^ 1.9.11.13 = '—eie.) 
v2 8 8.16 8.16.34 8.16.24.33 nd 


unde etiamsi termini negativas potestates ipsius æ complexuri, omnes scilicet, praeter primum, ex- 





3 2 


pungantur, tamen neutiquam inde obtinetur cos = p, quippe cum sit cos Lo — V!*?. Multominus 
autem reliquis terminis admissis veritati consulitur, dum series prodit formulae vi minime aequalis. 


6. Hinc igitur abunde liquet, quid de forma illa canonica 
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—3  n(n—3) zo — n(n—4)(n — 5) x n (n — 5) (n — 6) (n — 7) x 


= 91— 1 _. nu — 
cos np — 2^ z^ (1 1€ 4.8 4.8.19 4.8.12.16 ete. . 


apud plurimos auctores mirifice laudata, sit judicandum. Ea scilicet veritati nunquam est consen- 
tanea, nisi hae restrictiones adhibeantur: primo, ut n sit numerus integer positivus, ubi quidem 
etiam cyphra est excludenda; deinde, ut termini, in quibus exponens potestatis æ fit negativus, 
penitus extinguantur. Qui. huic formulae plus tribuunt, eamque adeo ad casus, quibus n est nu- 
merus negativus vel fractus, extendere volunt, maxime decipiuntur et in gravissimos errores illa- 
buntur. Quae cum sint adeo manifesta, mirandum videtur, quod istae tam necessariae cautelae, 
quantum equidem memini, a nemine sint animadversae. 


7. Haec consideratio occasionem mihi praebet duplicem investigationem suscipiendi. Primo 
Scilicet in veram summam nostrae etpressionis generalis, siquidem in infinitum. continuetur, sum in- 
quisiturus, ut pateat, quantum ea quovis casu a valore cos ng discrepet. Deinde similem expressio- 
nem generalem investigabo, quae revera valorem cos ng exhibeat, et nulla restrictione adhibita veros | 
cosinus angulorum multiplorum ipsius œ praebeat, ita ut singulis casibus, quibus n est numerus 
integer, formulae initio allatae prodeant, simulque veritas, quando n est numerus fractus vel nega- 
tivus, obtineatur. 


8. Quo utrique instituto facilius satisfaciam, considero hanc formulam 
$4 — 4 (x a- Y (ox — 1))" 
valorem ipsius s per seriem evoluturus, quae secundum potestates ipsius æ procedat. Cum igitur sit 


| A . n à 
V (ez — 1) — « — i — ; 5 — ete., ob s— À (2m — i — a)", 


observo terminum primum futurum esse —2”" 4x"; in sequentibus autem exponentes potestatis c 
continuo binario decrescere, ita ut series hujusmodi habitura sit formam 


4 — aa" + Ba? + ya" + 0x" + ex" trete 
. ubi quidem est « — 2" 4. 


9. Ad hanc autem seriem commodissime eruendam, observo aequationem assumtam per diffe- 
rentiationem in aliam converti oportere, in qua tam potestas indefinita quam omnis irrationalitas 
absit, simulque quantitas s ubique plus una dimensione non sit habitura; hujusmodi enim aequatio 
facillime per seriem certa lege procedentem resolvitur. Hunc in finem primo logarithmis sumendis 


obtineo 
| ls = LA +-nl(2 + Vier — 1)); ° 
tum vero differentiando: . 
ds nadz ndz 
T (nde + FEN) : (= + Y (zc — 1)) — ah 
Hic sumtis quadratis erit ' Ä 
ds? 


nndz ? 
— — —y seu (ær—1)ds — nnssdr*, 
ss az—i 


quae aequatio denuo differentiata, sumto elemento da constante, et per 2ds divisa dat 
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(zx — 1) dds + 2dzds = nnsda*, 

quae jam formam habet desideratam, ita ut quantitas s nusquam plus una dimensione habeat, et 
quantitas æ ab omni irrationalitate sit immunis. 

10. Quia hic quantitas c in aliis terminis duas, in uno vero nullam tenet dimensionem, fact 
hujusmodi distinctione, ut sit 

axdds + zdeds — nnsdx°— dds = 0 
ponamus 8$ — az" + Bat + yet... + pa" Ti ver 3 4. ete, 
et facta substitutione, potestas z'"'77/—? talem accipiet coéfficientem 
» (m —i— 2) (m —i— 3) -- m — i— 2 — nn) — u (n — i) (m— i— 1), 


qui cum evanescere debeat, quantitas » ex 4 ita definitur, ut sit 


Nm) 


y — (m—i—3) — m "^" 


Statuatur jam pro initio (— — 2, ut fiat » — « et 4 — 0, proditque a = erg, quae 
littera ut maneat indefinita, esse oportet mm — nn, ideoque vel m—n, vel m— — n. 


11. Nostro autem casu est, ut supra vidimus, m — n, atque « — 2° 4, quare posito 


($5 a+ a? —7?* pars, + ua lt var ete. 
. _ (^—6(n—1—9) X (n — () (n — € — 1) 
Ting 


unde sequentes prodeunt coëfficientium determinationes: 


_- nn) _—n 
Pen = ze 


- ya. DE D 4 _ Fred, 


8(n—39) 4.8 

gnl60-9€-5,2 -^0—-00—5 

a 77 481 —— 

RM —(5— 6—7) 5 _ o (n — 5) (9 —6) (a— 7) 

^... 46(n— 4) u .. 4.8.12.16 
etc. 


12. Posito ergo s= A(z+ Y(xv —1)", ob « 


— 2" A, habebimus hanc seriem, qua quin- 
titas s exprimitur: ' | 


on nn TT na-3) —*  n(n—4)n—5) —9 . n(n—5)(n—6)(n—7) — . 
Age a CUM eas ete. 


Quare si pro 4 capiatur 1^ orietur ipsa illa forma, quam initio pro cos ny assignavimus, existente 


«-——cosg, atque nunc quidem patet illius expressionis in infinitum continuatae verum valorem esse 


1 (= + V(xx — 1)) ; 
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sicque ratio aberrationis a valore cos ng est manifesta, atque nunc quidem evidens est, cur sumto 
^ — 0, prodeat summa nostrae seriei — i) reliquis vero casibus summa fiat imaginaria, si quidem 
sit x «1. At si sumatur z — $, quicunque numerus pro n accipiatur,: summa semper est — a 


eritque propterea 
1e (1—24- n(n—3)  "(n—4)n—5) *(—56—0(0—7 ete), 


|" 4.8 34.8.13 ——— MÀ ÁáÓ——M —— ——— á——— — D 


quod certe est theorema non inelegans. 


13. Alio modo concinnius valor ipsius s exprimi potest; cum enim sit 
z=cosgp, erit y (aco — 1) — Y — 1.sin g, 
et ex nolis sinuum proprietatibus 
(cos g + V— 1.sin "= cos ng + Y — 1 .sin ng. 
Quare posito cos  — x, erit 


cung Y tang (TITAN), 


unde patet summam hujus seriei in infinitum continuatae esse imaginariam,' nisi sit z — 1, seu 
q — 0. Realis quidem semper erit dum sit > 1; sed his casibus non amplius ad sinus et cosinus 
referri potest. Veluti si ax — 2, ob $— 4 (1 + V2)" erit 











- 4n o + | D _ ee ^ n—5)(n—6)(n—7 _ 
(V2+1)=2; (1 5 * 8.16 8.10.34 ' 8.16.34.32 ete. | 
At si ponamus z-i- Y (z&—1) —y, fit & — o !, unde obtinetur sequens summatio non contemnenda: 
— n(n—3)  ,* n(n—4)(n—5) — y 
ci) 1— | 1 wer Frs : (y--)* 1.9.3 * (yy +1) + ete. 
quae cum etiam vera sit sumto n negativo, erit 
vu + 1 — yy a (n-4-8) y E n (n-- 4) (n4- 5) y" 
( ) 1+ T "wet 1.2" (yy-- * 1.2.3 * (yy3- 1)? + elc 


Pd 


Sit porro v — 2, et habebitur 


n n x—1  n(n+3) (N? n (n-4-4) (n+5) an 
"=1+,:.— 73 * & Hg - ,. te. 





ubi pro n omnes numeros assumere licet. 


1*. Hinc etiam alteri requisito satisfacere poterimus, quo ejusmodi expressio infinita deside- 
ratur, quantitatem cosng sine ulla restrictione exhibens. Sumatur enim exponens n negative, et 
cum sit cos (— nq) — cosng et sin(— ng) — — sin ng, érît ex superiori forma 

| *(n2-4) (n--5) —$ 


cosng— Y—1.snnp-—a(1-- 55 +". d im + elc.) 


addendis his formulis pars imaginaria tollitur, et summae semissis dabit 
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—3) — _ —5) —$ 
cos ng — + 2x" (t — X zc m ^e E x T + etc.) 
—2 n (n-4-3) —4 n (n+-4) | (n-+5) 
+ #2 (1 IE +, © 48.4 x etc.) 


Hae scilicet binae series conjunctae verum valorem ipsius cosng, existente cos @ — c, exprimunt, 
idque sine ulla restrictione, ita ut pro n omnes numeros tam negativos quam positivos, tam integros 
quam fractos assumere liceat. Ubi quidem per se est perspicuum, sive ipsi n tribuatur valor nega- 
tivus quicunque, sive idem positivus, easdem binas series ordine mutato resultare. 


15. Jam binae hae series conjunctde pro quovis numero integro n eosdem cosinus per for- 
mulas finitas exhibent, quos initio recensui. Pro casu quidem n — 0 res est manifesta, cum inde 


fiat cos 0p = = — 3 37f Reliquos igitur casus simpliciores evolvamus : 


|l. Sit n — 1 eritque: 


—2 1.2 —4 4.3.4 —*$ 1.4.5. 5.6 x 
cs P—EU—TE ,—148" Tran? T7 4848.67 — ete) 
+ 1 1x "+14 = + 1.5.6 7 = ete); 
iz 4 4.8 4.8.13 4.8.12. 16 J? 


ubi potestates negativae ipsius = sponte se destruunt, uti ex sequente repraesentatione fit perspicuum: 


cop m bg big 04594, 0144.56 7 ete 
P— 4 4.8 4.842" 7 4.8.13.16 — ^ "^ 


eig a5 za 01404 075 uL 4.1.5.6 z^ tete 
| 4 4.4 4.4.8 4.4.8.19 ' 


ita ut sit cos y — a. 
Il. Sit n —2 eritque 


cos 2p — 2xx (1 —2,. —2 x 123 gum I P^ ete.) 


4 4.8 4.8.19 4.8.12.16 
+ EN (1 ed 3197 9 = + etc 
8xz 4 4.8 4.8. 13 4.8.12.16 Jj? 


quae binae series ita ordinate exhibeantur: 


1 —1 9.9.3 4 2 2.3.4.5 —6 





| EN . 2 
cos 2p = Zur —1—2., 2.,8.47 sit ei 
—2 —4 .9. —$ 
+ le + LE xr + CM % + etc.» 


8 8.4 8.4.8 
ubi potestates negativae omnes tolluntur, ita ut prodeat cos 2 = 22x — 1. 
Ill. Sit n — 3 eritque 


3 —3 —4 3.1.9 —$ 3.2.34 —8 ) 
cos p — ka (1 Jen Me mt 7 3843.6? ei 
3 3.0 — 3.71.8 —6 38.910 —* 
+ ig as (1 7 T +5 s? int 70 4.8.1216 * ete) 


qui termini hoc modo in ordinem redigantur: 
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—1 3. e. —8 L 2 e e. —$ 
cos3g-&a'—3z--0r —k. er hk. tete, 
0 —3 $ 8 
+ CE + Log + etc. 


16 16 4 
hincque cos 3p — kr’ — I. | 


16. His autem exemplis casu evenire videtur, ut potestates negativae se mutuo tollant, neque 
id pro terminis ulterioribus patet. Quamobrem, ne ullum dubium relinquatur, firma demonstratione 
evincendum est, singulas potestates negativas ipsius a in utraque serie paribus coéfficientibus signisque 
contrariis esse affectos, ita ut certum sit omnes se mutuo destruere. Hunc in finem utriusque seriei 
terminum generalem contemplemur, ac prieris quidem seriei ita repraesentatae 








n—1 ^ 042  n(0-—n — h(4—n)(5—n) 6 __n(5—n)(6—n) (7—n) 
4 (1-52 48 7 4.8.43 — T 4.8.13.16 ^ — ete.) 


terminus generalis colligitur fore: 


na Part n) (+2) (a+ 3 —n). .(@a—1—n) 


ss n— 1 ———— ———À— — — — 0 ee — — = 
. 2 T | 4.8.19.16 ........ 4a 
ita, ut potestatis a^—^ coëfficiens sit 
—9n—1i. n (24-4 — n) (an (6-39). .. (2a —1— n) 
7 4.8.43. 146 . ....... 4a 





Quando ergo haec potestas est negativa, seu 2o > n, patet hunc terminum evanestere his easibus: 
2a —n-r1,.2a0 —n-- 2, Br=n+3, usque ad 2e — 2n 2, si quidem « fuerit numerus 
. integer. Unde in priori :serie omnium potestatum negativarum coéfficientes sponte evanescunt, nisi 
sit. 90 — 2 — 3; seu o > n-— 1, quoeirea docendum restat, si fuerit « > A — 1, istas potestates 
negativas: per'altéram seriem destrui, ita ut solae potestates positivae ipsius = relinquantur. | 


17. Alterius autem seriei, quae ita se habet ' 


n —? «(3--» —*  mw(4-n)(5--n) —6 n (HR) (6--n)(7+n) — 
HT y. 7 007444 7 + 048.8.  * "+ ete.) 


terminus generalis colligitur 


er nem ren (PB) + (BA +) 


ya ' 4. .8. 12.16 . Z | 





unde potestatis negativae æ "2 coëfficiens est | | 
ri gon. Uc te Gen rien. SEN 
.4.8.42.16 . : . . A8 
Statuatur jam haec potestas praecedenti &"7?% aequalis, seu n—2u——n—28, fitque a=n+-ß; 
sicque ipsae illae potestates negativae majores prodeunt, quarum coéfficientes in priori serie non sponte 
evanescunt. Ostendi ergo oportet, harum potestatum coéfficientes ex utraque serie ortos inter se 
esse aequales et se mutuo destruere, ubi quidem: jam sponte patet alterum esse positivum, alterum — 


negativum, ex quo utriusque aequalitas demonstrari debet. 


18. Cum sit an + B, erit n -—a— B. ideoque demonstrandum est fore 
L. Euleri Op. posthuma. T. !. 39 
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pape , - 1 0-9) (0-73)... (a+ 8 — 1) _ opa m (0771) (2-3) (2-3)... (0-8 — 0. 
3.8.12. 16... da 4.8.12. 16... AB 


seu utrinque per 3°*?+* multiplicando - 


gta ^ (0-3) (8-2) (8-3) ...(a--8—1) _ gap n(a--1) (a3) (a+ 8)... (ap 0. 
4.8. 12.16... 4a 4.8.19.16... 48 


Cum jam in priori forma factorum denominatoris numerus sit — c, singulique per quaternarium sint 
divisibiles, hos factores ita: repraesentare licet 
&h^.1.9.3....a0—92!^.1.2.3...a 
simili modo denominator alterius formae ita exprimi poterit 
M.1.29.3....8—9219.1.2.3....8 
unde haec aequalitas ostendenda superest 


s (824-1) (8-- 2) ee Etre 4) _ rla+ 1) («-4-9) (a--3) .. . (a-- B — 14) 
4.9.3.4. 1.2.3.4...B , 


quae per crucem multiplicata manifesto utrinque praebet idem productum 
n.1.2.3.h,....(a+8—1). 

. . 19. Paradoxon ergo initio propositum satis distincte explicatum videtur, simulque ratio patet, 

cur haec aequatio: 


n(n—3) —' ."(a—4)(a—5) —$ 
15 © — RE + ete.) 





cos ng — 2^— ' a^ — o + 


tum demum sit veritati consentanea, quando » denotat numerum integrum positivum, simulque 
omnes potestates. ipsius x expomentes negativos habiturae expungantar, et cur his restrictionibus 
non observatis, haec expressio in errorem praecipitet. | 

20. Nunc autem pro casibus, quibus m est numerus fractus, veras series exhibere possumus, 


quae cosinus angulorum submultiplorum exprimant. Quod ut ostemdam, sit primo n — ;' eritque 


cos + (1 Aq 15 7 07.9 79 1.9.0113. 2 etc.) 
— "s 8 8.16 8.16.24 . 8.16.24.33 


(1 + + 1 TE ac 1.7 x + 1.9.11 zo at . 11.13. 45 5° ete.» 
+ 8.16 8.16.24 8.16.24.32 


quae in ordinem secundum petat redacta dat 


(+ NI AS, 17 179 | 1.9. etc) 
083g — ya "V 3.823 7 8.163 * 3.8.1624? ^ 8.16.9425 * 9.8.16. Ma’ 


ubi, si quilibet coëfficiens per cedentem dividatur, haec resultat series: 





1,4, 21, L5, _7 9 U etc 
3! 74? 73' me. ag 9€ 
—1! 14.4 72 14.4.3 —5 0 14.3.5 —4 
| unde fit ‘cos sr e( +4 x — $4 44.67 ^77 34.6.5* + etc.) 
d 
ideoque manifesto habebitur. cos $9 "(1 + z) -y mar , uti constat. 


— am. 
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21. Evolyamus etiam casum n=+, ac reperimus | 
m | 
00 Ya 1 m — 4,8 m 41.11.14 — 41.14.17.90 — 
0058 39 — y, (1 —13? 7743347. — 13:34:47 amızar ei. 


( 4 c3 4.10  —4 4.13.16 —$ 1.16.19.99  —* 
1 + — 


Trou’ 7* 19.34.36 "7 * 13.34.36.48 + etc.)» 


quae binae series ita conjungantur: 





1 i $ y ° 1 
1 ı 3 1 7 4 7 1 3 1.8  —3 4.40 7 
— = SE ————Q-4$ +—— —ete. 
V4 V16 19V4 12 Y 16 19.94 V4 12.24 Y16 


Jam ad irrationalitatem tollendam statuatur 23 — yV 4, seu d — ky?, ac prodibit 


cos ovi i s i, 1.8, __1.10 1.11.14 Hr etc. 
39—X-7 34,7 13.43, ion io ant 7 13.34.45,13  13.324.36.48 y]? 0 € 


Sit porro y-ai: erit 


cos p m Raid iL 18 , 110 101, nde or 
3 P—= Q 9s 65° 6x! 9.3.6511 9.3.6518 9.3.6.9:1° 3.3.6.9,17 


vu Boos! Qai AL AL 8 A MM 4346. uc 
g-— tn 8.641 3.6413 77 3.6.9417 ^ 8.6.9415 


22. In genere autem casus au unde fit 9 — 60°, seu 9-1, denotante x semicir- 


cumferentiam circuli, cujus fadius — 1, omni attentione dignus videtur. Nam ob 2x — 1, fit 








e5—9 n6 D6-5 , nee 
TT fes TFA — ete.) 


n(n+3) n(n+4A)(n +5) n(n-+5) (n-À- 6) (n-- 7) 
-3(t9 1 gs 5 433 — + 1.9.3.4 + ete); 


cos 7: — 4 (1 24 


ubi notari convenit utriusque seriei summam seorsim sumtam esse imaginariam, et quia utraque est 
divergens, minime licet eas pro lubitu combinare. Veluti si termini ordinate conjungerentur, prodiret 


cos ada + Inn ne (nn 107) 


3” (3 63.3 7 dass t 0 


unde sequeretur fore cos 37 >, quod tamen est absurdum. Interim tamen binarum illarum 
rioris summa est 1 cn + V—1. sin © x erioris vero 1 con — y — 1 sin. m), 
P 707 3)» post 3 (3 Bun: 


sicque nullum est dubium, quin ambae conjunctim praebeant cos +7; etiam si non pateat, quemad- 


modum hic valor ex conjunctione facta elici possit. Hinc ergo denuo insigne paradoxon resultat, 
cujus explicatio haud parum ardua videtur; sine dubio autem ex serierum divergentia est petenda, 


et series signis alternantibus ita scribenda, terminorum numero neque pari néque impari reputato: 


9cos "4 —9— tr" "N inm ^ (4 —9) (5 —9) n (4-0) (5+n) 


— S —. — — — etc. 
3 1: 1a + 1.3 "733 1.2.3 








ita ut sit 
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^" 
3" 3—n  3——» | (4—n($—*n)  (4-e-m(5--» | ($—9(6—m(7—-9 
mm" —"87 4237 19.3 ^ 143.3 + 1.3.3.4 etc. 





Incommoda autem effugere non licet, nisi quantitas æ indefinita relinquatur, ac seriei termini secun- 


dum ejus potestates disponantur. 


23. Verum etiam hoc modo haud leves difficultates relinquuntur; si enim numerum # sumamus 
infinite parvum, ut sit cos ng — 1 — ; 9g, ob 
2^2^— 1 + nl2z ++ nn (122)* & n=1—allo a- Im (L2)? 
habebimus, in singulis terminis potestates ipsius n quadrato altiores negligendo, 


on + n^ QOn -+- Inn 910n + 107nn etc ) 


1 n 
Bag (trade gan (122) (ER ee” 


3 


3n-a-nn — 920n--9nn — 210n-c-107n^ 
9 PR In e . 
--(1 — ni 2x + nn (122) )(1 Tee * d.Sa4 VAS. ' 4.8.19.162* etc.) 


Atque facta evolutione ' tam partes finitae quam infinite parvae ipso numero n aflectae se mutuo 
destruunt, reliquae vero per nn divisae praebent 


3. 90 210 
= 22 (1. + BETTER ET BEE RTCHTT, ete.) 
| 9 107 
—9(, iit ist 4.8.12. cours + el.) — (122) 


existente z — cos. Ad legem hujus progressionis clarius percipiendam, ponamus 2a — y, ut sit 


y = 2cosg et g=4=3, A+ =0=+ 
ert aD 1-4 
CH,  c(ie-be1) er pet 44 
tia Der Dee ts) = = 0 A 
etc etc e— D+ AC + 2 BB 
eritque - 9g = y (ne + + + ars + ete.) 


—2(5 ++ 


8 
y —+- yıö + etc.) — (ly)? , 


ubi si brevitatis gratia statuamus 


fit — pp — 2Ply — PP —(ly, su gp — — (ly — Py, 


quod est absurdum. 
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‘2%, Ommino autem notatu digna est relatio, quam hic inter numerorum A, B, C, D, etc. et 
numerorum «, 8, 7, d, ete. ordines observavi, et quae commodissime ita referri potest, ut sit 


a + ßz + yz? + Oz + etc. = + (1 + Az + Br+ C25 + Dz* + etc.)?, 


cujus demonstratio haud parum ardua videtur. Operae igitur pretium est indolem horum nume- 


rorum accuratius contemplari: | : ZEND 





A= emis. a — 43.1 

B— TA 8=B(;+5)=1 4 | | 

Css yzC ++) B+244 

Dei PIC = D(-- iie l)— i. Cae 4B. 

EE T 
etc. | etc. 


25. Consideremus hang proprietatem in solis numeris integris, ac formemus has binas pro- 


gressiones: 
A=3 = aH 
B—..5 | $— (2-1) 
s 4 6 
_ list! 
G—5.6.7 c-r.) 
1 4 1 
$—6.7.8.9 | Srt s) 
- 4 1 1 ' 
€ —7.8.9.10.11 . e=&(7+5+; 7719 5-11) 
1 { 
8 —5.9.10.11.12.43. f —8(z-— 5-15 ii 33 i3) 


etc. - ‘etc. 
eritque ut sequitur . 
| 1.1 au 55 
a— 2. — 239, (— MB + 677» b—56-2-102(8, e—6D+15X6 + 20 7; 


f—176 + 21915 4- 35:8G, 








1.6 7.6.5 7.6.5.4 7.6.5.4.3 7.6.5.4.3.9 
wu 2f=7.1E47ZAd+ 7250 ra ta $599 1354.56 C1 


unde lex progressionis est manifesta. Vel erit 


a bxs css bs? 


— ——— ‚Us fas Gs? Det te). 
+33 ^ 3.3.4 3.3.4.5 + etc 


1 
+ elc. =; (1 "C. Vas 33.4 3.3.4.8 
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Analysis, 


26. Pro insigni autem bac proprietate sequentem inveni demonstrationem, . qua simul indoles 


hujusmodi formularum penitius perspicietur. Ponamus brevitatis gratia 2x = ut sit 696 gi 


atque ex superioribus habebimus 


cos ng — Y —1 .sin ng — y" (1 + iX 


^ n (n-+-3) 


n(n+4}(n+-5) 
bg + 


($13 + ete.) 


Evolvatur haec series sécundum potestates indicis n, fingaturque 


cos ng — Y — 1.sin ng z y^ (1 2- nP -e- nnQ + n* R A- n* S + etc), 


quae forma quo facilius intelligi possit, novo signandi modo utamur, scilicet propositis quotcunque 


numeris a, 9, y, 9, etc. 
haec scriptio 
(a, 8, y, à, etc.) 
(a, 8, y, à, etc.) ?! 
(a, 8, y, à, etc.) '* 
(a, 8, y, 9, etc.) 


denotat 
summam singulorum a + 9 -4- y -4- Ó <+- etc. 
summam productorum ex binis 


summam productorum ex ternis 


summam productorum ex quaternis 


etc. 


uhi observo si index suffixus aequalis sit multitudini numererum, hac scriptione omnium preductan 
exprimi, tum vero semper esse («, 8, y, 9, etc.) '? — 1. Hoc autem scribendi modo adhibito erit 


(3) ) yia ED ve (5.6.7 y (6.7.8. pe 





P=r + 2.3 3.3.4 23.457 rei. 
er er MM 

n m BP re GERI TA D 

S — EST? y + ers y'°+ etc. 

mM 

etc. 


27. Nunc autem observo fore simili modo 
Y — 1 .sin Ang — y^" (1 + AnP + A? n! Q + A* n! R + etc.) 
Cum autem sit, uti constat 


cos Ang — 


| cos Ang — Y — 1 . sin Ang — (cos ng — Y — 1. sin np)”, 
cos Ang — Y — 1. sin Ang — y^^ (1 -- nP+ n? Q a- n* R + etc.) 
1 -- AnP +” à? Q + A* n? R c etc; — (1 4- nP + n! Q - n? R ^ etc.), 


quae aequalitas suhsistere nequit, nisi sit 


erit quoque 
ideoque 


4 
Q—,P, R — PS, S — i34 3.3 P, T=; à. etc. 





ne P^ 


Atque hiné porre colligere licet, cum sit | 
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—"pY—1 


eos nq — Y — 1 . sin ny — e 
nunc autem invenerimus 


cos np — Y — 1.sin np — ye — eon 


fore — 9 Y — 1 — P -- ly, ideoque gg — — (P. -- ly)*, quod cum videatur absurdum, ita resolvi 
oportet, quod P semper sit quantitas imaginaria; sicque explicatur paradoxon supra $ 22 allatum. 
28. Verum ut ad propositum revertar, cum sit Q —< PP, si brevitatis gratia valores & 24 
explicatos introducamus, erit 
P=yy + 4Ay* -— By" + Cy* + Dy? ^- etc. 
et Q— ay*-- By + yy* + y" + etc. 
unde valoribus Q et + PP aequatis nanciscimur supra observatas relationes, scilicet 


a—i, Bz4, y=B-+144, ö=C+4B, t D-- 4C-- 1 BB 


et ita porro. Hac igitut demenstratione confecta, aliarum similium formularum complicatarum reso- 
lutionem coronidis loco subjungam. 


29. Problema, Hanc formulam a (1-+ Y(1 — 2))" in seriem infinitam resolvere secundum 
potestates ipsius æ progredientem. 


sk 


Sohatio. Statuatur z — a (1 + V(1—2))" et posita serie, quae quaeritur, 
z — À + Be + Crx + Dz* + Ex -+ etc. 


evidens est fore 4 — 2"a, &nde sequentes coéfficientes simili modo ut supra definire licebit. Suméis 
logarithmis habemus Iz — la + nl (1 -4- V(1—x)), et differentiando 


Multiplicetur numerator ac denominator per 1 — Y (1 — æ) prodibitque 


ds __ de (1 — V(— x) nd te 
* .  Sxy(ü-—a) u Sr V(U—2) 
et irrationalitatem tollendo 
ndx de? _ nndz* . 
- 5e — 2) "sex (1 —a) 
n 2 dr o do no; dv? nnde? 
Ponatur z—m?e, ut sit = +. fietque ww 7" dad 3) seu 


kæx (1 —æ) de? — nnevda?*, quae aequatio differentiata et per 2de divisa praebet 
haxc (1 — c) dde + 22 (2 — 3x) dede — nne da* — 0. 


Cum nunc sit = = = — = ; erit differentiando 





at 
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dv? | ds” ndadı + nn dr? 
vv m ss es 40 | ergo 


dv — dds — mdsds — n(n--3)ds* 
— —— GE a —+— nd 
v s æs dxa 


unde facta substitutione: 
kor (1 — 2) 7 — &nz (1—2) + n(n+ 2) (1 — a) dz? 
+ &« (2— 3x) * — n (2 — 3x) da? =0,. seu 
— nnda? 
bz (1 — c) ddz — & (n — 1) dad: + 2 (2n — 3) rdzdz — n (n — 1) zda!— 0. 
Cum hic variabilis æ partim unicam, partim duas dimensiones obtineat, distinguendo hos terminos 


+ kaddz — & (n— 1) dıdz 
— haxddz + 2 (2n — 3) ædxd — n (n — 1) zdz* — 0 . 


stetuamus : 3= A+ Bx+ Crr-- Des .... + Ma Nat' + ete. 
et potestatis =’ coëfficiens erit | 
+ N (id) — 4 (n— 1) (1) + M (—' i ((— 1) + 2 (2n —3) i— n (n — 1)), 


qui cum evanescere debeat, habebitur 


EI IELICIELESP 
Air 1) (í — 2 - 1) 


Nunc autem novimus esse ,$ == 2”a, quare sequentes coëéflicientes erunt 


EN 8&n—1), — ” 1 
B——344-047—44 | 

S 0-90- 3) es 
(=— 8 (n — 9) B=+ 4.8 4 

_ (n — 4) (n — 5) — LQn(n— 4(n—5 
D — — 0-3 C 4.8.19 4 
etc. 


Sumatur d — 27", ut fiat 4 — 1, eritque 





CEE) mi a Do recte te Due m 


quae est series quaesita. 


! 


30. Coroll. 1. Sumto x negativo, sequentis seriei 


n(n nm) nm), N n(n — 5) (n— 6) (a — 7) 


NP 4 
de 4.8 4.8.49 - 4.8.49.46 . 4 * ew. 


een, 


summa erit = ( ex cujus combinatione cum praecedente, alternis tantum terminis 


sumendis, summa assignari poterit. 
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31. Coroll, 2.. Si ‚exponens‘ n negative capiatur, binde sequentes series ad. summam revocabuntur 


^ t (n 4-3) n(n+A)(n+5) &, . n(n-+5) (n2-6) (n-- T) 
14704 4.8 CE 7-3 8.12 FT. 4.8.13.18 


hujus seriei summa est — (run _ 2” (Ya. T um 


z* + etc., 


1— 


n t(n-1-3) t (n-- 4) (5 2- 5) DT 
a Te à C n» 


oie mn a er 


32. Problema. Hanc formulam 
termini secundum potestates: ipsius æ progredirentur. 


Murau in  seriem infinitam resolvere, cujus 


Solutio, Posito z — (TE ey erit quadratis sumendis zz = Ye my, hincque 
_ 12-Y4 ==)? 
= —— 43 —. , 


quae forma in priori continetur, simodo ibi loco c et n scribatur «ax et 3 =, quocirca colligitur 
statim series quaesita: 


n(n— 6) & (n — 8)(n — 10) x n(n—10)(n—12)(n—14),, 


n 
er 9 — — $46.31 816.232 -— etc. 
quippe cujus summa est — ——— 
33. Coroll. Sumto n negativo, ut prodeat haec. series 
Iran CEE & n(n--8)(n3-10) | & &(n3-10)(n3-12) (1-14) & | etc 


8 8.16 8.16.24 8.16.24.32 


Y (4-2) + ru — 2y^, 


hujus summa erit — » quae reducitur ad hanc formam: 


. (© +2) = va = 7". 


34. Seholion. Omnes series istas, quarum summam hic assignavi, in hac forma complecti licet: 


i inan. PUR + n(n-+-4)(n-+B) y* a- ++ DOI yia etc. 


# 
s=1+7)7+7775 1.2.3 1.3.3.4 


; unde patet si fuerit ky — 1, seriei summam esse imaginariam ; realem 


eritque s — 


autem, si sit ky < 1. Casu autem y — 4 erit, uti jam supra observavimus, | . 


4 -- Y (4 — 4) —7 
A 


^ n(n+3) — n^(^n--4)n--5) — n(n--5)(n4-6)(n-i-7) EE 
0-470748 C 4843 7 483146 ee — 2". 
Verum illa series pluribus modis transformari potest, ex quibus hunc solum casum affero, qui oritur 


- differentialibus sumtis, erit scilicet 
L. Eulori Op. posthume T. I. bQ 
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ds —— an +3) . nin+-4)(n-+5) a(n--5(n2-G(n--7 v. 
a ^ta 6.48 IF Las  ) et. 
| de —— 1 2-Y (4 — Ay) a ı ur 
At est = +n (+ Ya -4» 


Quare per n dividendo, hujus seriei 


n--3 eoe rP DREHEN are. 


+ + 1.3.3 


1 2-Y (4 — Ay) rss 


summa est = 1 
- VU -#) 5 
Vel scribendo. x — m — 3, hujus seriei | 


m (m-+-1)(m-+-2) (m42-9)(m2-3)-1-3) „ , (9-e3)(m--4)(m--5)(-4-6) | 
Pu Yea + 1.3.3 + 1.2.3.4 y t eu. 
00004. AVANT ort | 
summa est = A - Ay) >) 
N . 1 i 
— — —Álb. DE ——— 
1 l j | et - ı 
i ) 
’ ! 
1 Pod ' 
" Ù { i té i ^] eie ? 1 ste 'esdlte # ' 
, N $ N t O3 b 
! ' - d ! sd Î ' 
004 ' MEME ; ; | 
/ | 
l . | 
e 3 l . . } I: 
(^. 1 te) 9 ! 1 t 
u ct). .: e N (d 
et ' ! } T PIN e N II l vd 
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XV. 


cen "Vera áestimatio sortis in Tudis. 


* L * 4 
*3 4 M 0, + "ut SU 23 *] sv 73 6. 1 LI : {ii 


Malie laharat- difficultatibus | mensura sortjum, seu  expectationum, quas Babent eollusores. vel de 
deposito. certantes, vel vieti victori. designatam pecuniae summam solvere obligati, Ea nimirum mensura, 
cujus fundamenta. Paschalius posuit, et post eum Hugenius, Jac. Bernoulli aliique celeberrimi 
viri Apsigniter, excoluerunt,. Sesundum horum Sententiam non imprudenter, ago, ‚si ludum suscipio, 
quo.aeque, facile evenire potest, ut centum rublones vel accipiam, vel perdam. Sed si omnes. meae 
opes tamtum 100 R. valent, iraprudentissime mihi acturum videor hunc ludum: suscipiens, Jucrum 
enim respect. damnj, quod aeque facile; accidere potest, nequaquam satis est grande. Casu. secnndo 
consequor 100. R., eoque ergo duplo ditior fo; casu adverso verp teneor meos 100. R, alteri. tradere, 

hoc.igitur in extremam . paupertatem pervenio, et. infinities. ‚pauperior fio. . Quis autem, sanus;se exr 
tremae, paupertati. ef deterrimag, conditioni exponere volet, ‚uf duplo tantum ditior reddatax?., ia 
yero hona mea multo. essent majora. et fere infinita, . tunc minus dubiten. hyjuspodi, ludo inire, 
cum casu. secundo tanto fere efficiar ditior quanto, Adversa pauperi. — 2s 4, n 

, Maxime bujus rei yaritas, evincitur sequepti. ludo: Progittitur, ipsi À jactus., tenera ánstitgonti, $i 
numerus punctorum fnerit par, solvere, 1 R.; 3 si secundi ‚Jactns | numerus punctorum fuerit Par, pra eo 
solvere 2 R.; pro tertio, si punctorum numerus itidem. par sit, 4 R., pro quarto 8 R. et ita porro, quoad 
impar accidat punctorum numerus, quo in casu nihil accipit 4, ludusque finitur. Quaeritur expectatio 
ipsins, {sen guanti hanç couditiouem alii vendere fas sit. Invenitur. autam. ex regala ab. auctoribus 
gitatis. tradita, expectatio ipsius. 44 : valere infinitum rubloeum numerum. Egregie vero hic interrogat 
£lariss ‚Nicolaus Bernoulli, quis tam esset stolidps, qui non.mallet 20 R. accipere, quam propositam 
conditienem. ., Ex. quo. maxime. elucet _iscrepantia inter aestimationem . sortis. secundum regulas: et 
RAID, guam .sapae.. menAis homo esset: facturus, quippe, regulae requirunt innumeros rublones tanquan 
aeguivalens Judi:propositi, hic , vero .viginti.rublonibus merito se contentum esse posse putat, eumque 
amentem existimat, qui. vel.20 R. tantum pro hac conditione saluturns esset. Sed in hac quaestione, 
ut. in, omnibgs aliis, praesipue. attendere cpnvenit :ad opes ejus;.cujus. sors quaeritur, quo enim.quis^ 
qne, plus habet, . pluris etigm. hujusmodi conditiones aestimabit, et cui infinitae sunt opes, is. ludum 


6 
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propositum infinito pecuniae numero emere ratione posset, parte tamen infinitesima tantum suarum 
opum. Regulae igitur aestimandarum sortium expositae ad opulentissimos pertinent homines, aut si 
id, quod ludo acquiri et amitti potest, rationem habet minimam ad opes collusorum. Si vero col- 
lusoribus opes sint finitae et lucra damnaque rationem finitam ad opes teneant, regulae illae cor- 
rectionem desiderant. Nisi enim hoc praestatur, homines ad eas aestimandae sortis suae causas 
confugere tuto nequeunt, et ita illae nullius prorsus essent usus. Quocirca ad veram cujusque sortis 
existimationem indagandam necesse est, praeter ludi conditiones etiam opes ludentium considerare et 
conclusiones ab iis pendentes conficere. Is ergo ludus mibi non aequus videtur, quo a vel lucror 
vel perdo, sed is demum justus est censendus, quo a vicibus vel ditior vel pauperior reddor, siqui- 
dem utrumque aeque facile accidere potest, et in hoc casu mihi perinde est ludum sive suscipere 
sive recusare, ad illum vero ludum nullo modo accederem, nisi essem ditissimus. Sed id etiam 
multo magis est certum, eum esse stultissimum putandum ; qui mecum secundum posteriorem con- 
ditionem ludum suscipere vellet, et mihi 100 v. gr. R. habenti, si lucrarer 100 R., solvere, si vero 
perderem tantum 50 R., a me recipere esset contentus. Ex hoc igitur injustitia omnium ludorum 
perspicitur, nisi instituantur ab hominibus infinite divitibus. (uantae autem cujusque sunt opes et 
divitiae, non tantum ex argenti et bonorum quantitate, sed praeterea ex ejus studiis et facultatibus, 
ex quibus ei quoque foenora affluere possunt. Hoc igitur modo cujusvis hominis opes determinari 
convenit, simulque pecuniae quantitas aequivalens definiri potest, Quamobrem opibus cujusvis certam 
quandam argenti quantitatem substituere licebit, quam status ejus nomine in sequentibus appellabo, 
atque propterea quispiam in duplo mieliorem statum pervenire dicetur, cujas opes duplo fiunt ma- 
jores, vel potius qui censet se duplo opulentiorem esse factum. Is enim demum duplo ditior est 
aestimandus, qui aeque proclivis est duplam argenti summam erogare ín casu, quo antea simplam . 
tantum expendere non dubitavit. His ergo praemissis, qui in ludo, vel negotio quodam duos casus 
habet 'objectos aeque proclives, quorum altero ín'statum b, altero in statum c reducitur, ejus status 
valere putandus est Wbc. Hic enim status tanto esse debet minor altero b, quanto est. major altero c. 
Qui igitur eum in statum Vbe ‘collocare promisérit, ei sortem suam cedere j jure potest. Simili modo, 
qui tres obvios habet casus, quorum unus ipsum in statum b, secundus in statum c, et tertius in 


Statum d coristituit , ejus status. valere Vbcd dicendus est, aut ab alio, ut illi sortem suam cedat, 


in hunc statum Vbod constitui debet.. 


» 
' 1 . 


Regula ex his habetur haee: ommes status, qui singulis casibus evenire possunt, in se’ invicem 
multiplicentur et er facto radix dignitatis tanti gradus, quot suüt casus, extrahátur, erit haec valor 
status expectationi aequivalentis. Secundum methodum hactenus "tisitatam: oportet 'ommes status, qui 
singulis casibus evenire possünt, in unam sumiani conjicere, eamque per casdum numerum dividere. 
Diserimen igitur inter has duis methodos in hoc consistit; quod nostra multiplicaffone utitür, quando 
altera. additione; item’ elevatione, quatido haec ipsa multiplicationé: sive ‘nos operatiönes geomietrice 
institutmup, -illi- vero” arithmetice, ita ut: quas' operatiönes: hi "ad 'ipsos' status accüminodant nos 
easdem:-in statuum'logatithmos: transferamus,. "ejusque ' quód "prodit logarilhmi numerüs réspondeus, 
nobis itdioat'statum ludentis dideditum. "Sint m casus, quibus in statu "à, a Casus, quibos in^ 


Vera aesfimäño sortis in Mdis. 817 


p casns ; quibus in c.ete. donstithor. Erit. status. mes medins, teu-éxpectatioem m meam. n repraeseriumt 


oi, rn " . , 

pu te . ET NE eco fe. aq 
nam m-i-n-i-p est numerus omnium casuum, et a" b" 67 est factum oninium statuum; qui singulis 
casibus evenire possunt. Status medius vero ex regulis, Hugenianis est 


ma + nb + pe 
nn-+p 
cui similis nostrae formulae logarithmus 
| ma + nlb + plc 
78 -I- 8 -- p 


Valeat status meus 4 et oblati mihi sint casus m, quibus a lucror, seu quibus in statum 4 --a 
constituor; casus vero n, quibus b lucror, seu in statum A + b pervenio, casusque P, quibus c 
lucror, ideoque statum A -i-c adipiscor, erit status. meus expectandus 


"Y (A + a)" (4 + 0) (4 + c; 
aestimandus igitur sum lucrari mE 


Y (42-a)7 (4+ b)" (4 4- c — A. 
Si ponatur .4 esse infinities majus quam-a, b et c, erit 


' RP. 
(4 + a TP Pit 
m-- n -34-p 


map m- nap n m-- nap b 
(4 A- 0) — 4 „er? 


et 
m-rn--p 


(4 -- c)" tnn — ATP PART 
In-3-n3-p 


pe + nb + ma 
p—n€^--- 


horum factum est 4 + > a quo si auferatur 4 habebitur 


ma -t- nb + pe 
^--85-c-p 
quod est valor lucri mei, atque eadem est formula, ac si lucrum expectationis meae ex regulis 
Hugenii deduxissem. Ex quo id perspicitur, quod initio annotavi, si status colludentium infinite 
sint magni, regulas traditas veram cujusque expectationem praebere. In formula vero nostra, ex- 
pectandum statum praebente, facile perspicitur, si litterae a, b, vel c loco lucri detrimentum signi- 
ficent, iis signum — praefigi debere. | 
Sit unus casus, quo ego bona A possidens adipiscor a, et unus, quo perdo b, erit status 
meus expectandus = V(4 +- a) (4 — b), qui valor, si major fuerit quam 4, lucrari spero, et hic 
ludus statum meum meliorem efficere censendus est; gratis igitur conditionem banc alii non cedo, 
sed ab eo postulo, ut mibi solvat y/(4-1-a)(4 — b) — A, quo in statum speratum collocer. 
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. Contra antem. si (46 a) (Ab). miner fuerit. quam.. 4, -ladtis ad: meum damnüm: dirigitar, 
ideoque optarem ludum deserere, vel alium in meum locum constituere, cui ut suseipiat etiam 
A4 — V(A+ a) (4 — b) persolverem, non vero majorem summam, quia vel hanc persolvere, vel in 
Judo manere. mihi;perindae.esset, Quando vero | . , 


- Y (4 7c a) (Ab) A, 


tum ludus mihi prorsus est indifferens, neque dubito eum suscipere, neque alii relinquere. 
Accedit vero hoc, quando est . 


Li D 
"zus f 


Aa= Ab+ ab, yel 4 


L 


i. e. si excessus lucri super damnum est ad damnum, ut Jucrum ad meum statum. Hujusmodi igitur 

Judus mihi ' aequus est existimandus, non is in quo est a—b. Si enim lucrum a aequale est 

damno 5, 'aeque proclivi, ludum semper, nisi sint mea bona infinita, ad meum damnum suscipio, 
et tantum susceptio ludi aequiparanda est damno tote f 

| Era a* à où 4 ot 5 a! 

4— yt) ht, 


fj. . TOM EP N 1 . t . 
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| |  Réfiexions sur une “espèce singulière de loterie, nommée . 
ogg cut ues Po de Loterie. génoise. 


‚(Lu à l'Académie de Berlin Je 10 Mars 1763.) 


. . à ' . 1, . . 
Ld Hi “ti C i : 27 I. , 
"n E 


Un Italien, | Proposa autrefois | un projet d'une espèce. de loterie qui paraissait fort au goût de 
la plupart ‘des hommes, à cause des gains très considérables qu'on y pouvait faire sans presque 
rien risquer. Le „plan était entièrement différent des loteries ordinaires, parce que chacun pouvait 
déterminer non seulement. sa mise, mais aussi la grandeur du gain auquel il voulait aspirer. Il y 
avait plutôt. quelque ressemblance avec le jeu de Pharaon, .a l'égard des mises arbitraires qu 'on peut 
mettre sur telle carte qu on veut; mais il est pourtant différent par rapport aux prix que chacun 
peut choisir à à volonté, L' arrangement de cette loterie dépend uniquement du calcul de probabilité, 
et l'entrepreneur, au ieu d en tirer un profit fixe, risque. de perdre très considérablement, quoiqué 
selon Je plan dont je : yiens de parer, i soit probable qu il gagne une bonne partie de tout l'argent 
qui M aura été mis. C'est à eu près comme si je miengageais. à payer à un autre 100  écus pour 
un qu i m'aurait donné, dans le cas qu il jetterai avec ‘trois dés, la première fois, trois sid; il serait 


trés possible que je perdisse à à ce jeu 99 écus. Ör la probabilité. de gagner un écu étant. 213 fois plus 


grande | que do de perdre 99 écus, l'avantage est de mon côté et est estimé valoir B. écus , ou 
"ED jud I Kur por 6c e n 


un peu plus qu' un demi-écu. € est à dire, si je m 'engageais de cette. manière envers 1000 per- 
sonnes dont chacune. m aurait donne un en, je pourrais estimer mon avantage à 537.4 écus, 
quoiqu'il soit possible que je perdisse 9 99000 écus. I est sur ce pied. qu'on pourra évaluer Tavan- 
tage . de gelui qui entreprendrait. la loterie mentionnée, en | comparant la mise de chacun avec la 
probabilité qu'il aura de gagner. | | 


ri „Deadripkion tde. pelté Toteríez.— : . 
Cette loterie consiste: en 90 billets marqués des nombres 1, 2, 3, &,.etc. jusquà 90, desquels 
on se propose de tirer au hasard 5 à un temps fixé; et alors ces cinq numéros feront gagner ceux 
qui er ahırotit aüparavünt'choisi un;'ou deux, óu trois, pour y attacher ledrs mises.' ' iE on peut 


1 


participer à cette loterie de plusieurs maniéres différentes. 
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I. Ou, on choisit à volonté un nombre qui ne surpasse point 90, et on paie aussi une somme 
d'argent qu'on jugera à propos. Alors quand ce nombre se rencontre parmi les cinq qui seront 
tirés, on retirera un prix qui sera un certain multiple de la mise. 

Il. Ou on choisit deux nombres à la fois, auxquels on attache une certaine mise, et en cas 
que tous les deux se trouvent ensuite parmi les cinq tirés, on recevra un prix assez considérable à 
proportion de la mise. Or si l'un d'eux seulement se trouve parmi les cinq, on recoit aussi un 
prix moindre. 

IIl. Ou on choisit trois nombres à la fois auxquels on attache à volonté une certaine mise, 
et l'on peut s'attendre à un prix quelques mille fois plus grand que la mise, en cas que tous les 
trois nombres se trouvent parmi les cinq tirés; mais les prix seront moindres, lorsque deux des 
nombres choisis, ou un seul s'y trouve. 

Je ne me souviens plus de la grandeur des prix en détail qu'on paie en chaque cas, ce qui 

n'importe rien aux recherches que je me propose de faire; mais on comprend aisément qu'ils peuvent 
étré trés considérables pour le cas oü trois nombres qu'on aura choisis, se rencontrent parmi les 
cinq tirés. Et si l'on voulait admettre des quaternaires, le prix fixé pour le cas où tous les quatre 
nombres se trouveraient dans les cinq billets sortis, pourrait au delà de 100000 fois surpasser la 
quantité de la mise. 
| Il est évident que ni le nombre 90 des billets, ni celui des 5 qu'on tire, n'est essentiel à la 
nature de cette loterie, et qu'il est absolument libre d'établir un nombre de billets quelconque, et 
d'en tirer enfin plus ou moins que cinq, ce qui me méne à des recherches plus générales quí peu- 
vent servir ou à former d'autres plans de telles loteries, ou à examiner ceux qui pourront étre pro- 
| posés par d'autres. . 
.. Posons donc n pour le nombre de tous les billets marqués des nombres 1,2,3....n,et 
quon en tire au hasard t, et tout revient à déterminer la probabilité que d' un certain nombre de 
numéros qu'on aura choisis, il se trouve ou un seul, ‘ou deux, ou trois, ou enfin tous dans les t 
billets qu'on va tirer. Or, selon le nombre des numéros, la détermination de la probabilité qu'on 
cherche, se réduit aux problémes suivants: 

1. Problème 1 Le nombre de tous les billets étant — n, dont on doit tirer au hasard ! 
billets, trouver la probabilité qu'un nombre choisi à volonté s'y trouvera. 

Solution. Il est évident, par les premières règles de la probabilité, que pour que le nombre 
choisi se trouve parmi les t billets qu'on va tirer, le nombre de tous les billets étant — n, la pro- 
babilité est — et pour quil ne sy trouve pas, la probabilité est =" Donc la solution 
. fournit: que le nombre choisi 


- se trouve parmi les billets tirés, la probabilité est I 


" quil ne s'y trouve pas | € € — 


2. Corollaire L Donc, si le nombre de | tous les billets est. 90, et qu'on em tire 3, comme 
dans le cas proposé au commencement, 
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qu'un nombre choisi .f la probabilité est 
, se trouve: parmi les 5 billets = — * | | 
et qu'il ne s'y trouve point D = 


3. Corollaire 2. Si l'on établissait 100 billets, et qu'on en voulüt tirer 10, ayant choisi 
un nombre à ‘volonté, alors 


que ce nombre se trouve ' | la probabilité est 


10 1 

parmi les 10 billets ürés mn 

° 90 __9 
qu'il ne sy trouve pas . mo 


b. Problème 2. Le nombre de tous les billets étant —n dont on va tirer t billete, si l'os 
a choisi deux nombres, trouver la probabilité ou que tous les deux à la fois, ou qu'un seul, ou 
qu'aucun ne se trouve parmi les billets tirés. 


Solution. Distinguons les deux nombres choisis, l'un par 4, l'autre par B, et que 4 se 


trouve parmi les t billets tirés,- la ‘probabilité est — > et qu'il ne sy trouve point, —— 


Supposons que 4 s'y trouve déjà, et pour voir si B s'y trouve aussi, ou non, il faut considérer 
que de 5 — 1 billets on tire seulement 1—1, et que B s'y trouve, la probabilité est — et qu'il 
ne s'y trouve point, = + Donc que tous les deux nombres A et B. s'y trouvent ih fois, là 
t(n — 





probabilité est = " et que le seul nombre 4 s'y trouve, la probabilité est — se 2  La,méme 
probabilité est pour que le seul nombre B s'y trouve; donc que l'un ou l'autre s'y rovro sons distinction, 


la probabilité est — T Or, qu'aucun des deux. ne s'y trouve, ou que tous les deux restent 


patmi les n — t nombres non tirés, la im sera == nn, d'où nous tirons les con- 


n(n — 
clustons suivantes: 2E Ä MEM 
que de deux nómbres choisis | la probabilité est: 


tous les deux s'y trouvent te 9 








" n(n—1) 
'en , 9t (n — € 
qu'en seul s'y trouve TP aL 
qu'aucun ne s'y trouve (n — RZ — 1) 


5. Problème 3. Le nombre de tous les billets étant — n, dont on va tirer au hasard t 
billets; si l'on a, choisi trois nombres, déterminer la probabilité ou que tous les trois, ou deux seu- 
lement, »ou un-seul, ou aucun ne se trouve parmi les billets tirés. ' um 

Solution, Distinguons lés trois nombres choisis par les lettres 4, D, C,-et que-les deux, 4 et B, 
se trouvent parmi. les billets tirés, la probabilité est Kan, ‘et qu ‘aucun ne s y trouve, en. 
Supposons que les deux nombres 4 et B s'y trouvent, et nous ‘aurons encore à considérer 
n—2 billets, et à chercher la probabilité que, le nombre C se trouve parmi les £— 2 billets qui 
en sortiront; or, cette probabilité est évidemment — ‘3, et que C n'y soit point, la probabilité est 
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n—t 


—-—.. Donc, pour que tous les trois nombres A, B, C se trouvent, parmi les billets tirés, la pro- 


n—2 


babilité est — 
t(t— 3) (n—?) 


t(t—1)(t—3) . 


CE CES Mais il sera également probable qu'on y. frouve seulement las deux Æet C, ou les deux | 


2(n—)20—3) 3 or, que seulement A et B. s'y trpuvent, sans C, la probabilite est 


B et, C; donc, pour que deux seulement, sans distinction, se trouvent dans les t hilleta. tirés, la probabilité 


| 3t 00-9. 


est — — n(n— 1)(n—2) 


Ensuite, que le nombre 4s y trouve, la probabilité est.— — 


xi Djs ‚que -les deux 


autres B et C se trouvent parmi les. hillets restants, a rr £, .le nomhre.de tous devant maintenant 


étre regardé comme n — 1, la probabilité est — 
| t(n — t (n — t — 1) 
^ ($ — 14) (n—9) ? 
s'y trouver aussi problablement , 
8t (n — t£) (n —t— 1) 
a(n—1)(n—3) 


s'y trouve, la probabilité est — 


D'où nous conéluons 


que de trois nombres choisis 


tous les trois s'y trouvent. . 


"que deux seulement s'y trouvent | 


qu'un seul s'y trouve 


gu'aucun ne $y, won. und 


(n — 0 (n—t— 1). 
(5 — 1) (n—-9); ? 


et puisque. chacun des deux autres, B et C, peut 


. la probabilité est 
,t(t—1)(t—-92) . 


; done, pour que le seul nombre 4 


la probabilité quu seul, qud qu i toit, sy trouve, est — 


gs = "+: 


" (5—1)(n—92) 


“ter t)én—09 "boats 


s(n—1)n—23) — 
Inn) 


tra .. 


( DE D, u 
( 48] fer) 'u sl... 


6.  Problèine Æ, Le nombre de ‘tous les billets "Want 2 LH, | dont. en: va | tire t billets: d 
l'on a choisi quatre nombres, déterminer la probabilité, ou que'tous les quatre, ‘ou que trois, os 


deux seulement, ou un-seul, ou, aueun d'entre eux ie æetrôuye dáhs les billets -tités. eur 


H 


' ^ fdimtion. Désignons les quatre nombres chuisis: par les, letares...d, B, C, .D,. et: ayant déj 


déterminé la probabilité que des trois nombres A, B, 


C, ou tous les trois, ou deux, ou un sal 


ou aucun ne se trouve dans les billets tirés, :nous, n'avons. qu'à. combiner avec chacun de ces cas 
la probabilité que le quatrième nombre D s'y trouve aussi, ou non; ce qui nous fraiera le chemin 
de pousser aisément nos recherches à autant de nombres choisis qu on” voudra. Reprenons donc les 
formules trouvées pour trois nombres 4, B, C, et joignoms y la probabilité que le quatrième D sy 


trouve, ou non: DS 


. que des nombres 4, B,Cil 
u se trouve dans les billets tirés 


la probabitne est EE 


| or t i! 


que le guatrième D, 











u s'y trouve ne s'y trouve pas 
Traded gg Peg F 
tous les trois . . . . - nin tyini- 3). pu Ÿ sl t6 "E ilc E IE lois. 
DENM |: 3t(t— 3) (n—1). t—32 DE Sure. ’ 
ı deux ‘se eme er .'ı LE 3t (t7 D (n—9., eo D dat arpbast e: CURE tat 3 EL oe 
run (ul nt \ a u dere n—5 n— ‘ 
ln a ee SEC ET RE 
m EEG KD eo SORT de PTE à 
- . n—t n—1:—1 n—1—9 t n—t—3 
I: QUEUR ; ı ee - 9, so, T Df ( ia 9773 dp or og! - 


be là nous disons 1d pine: I 
an 
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dua ‘que des trois - nas -avec.ke - "quam D SJ trouve - aa 0509 t. or d d 
(uas tmp tS] d obi MW utendo, vo 1(€—4)(t—9)(0—3) : S07 vo. a tud F 
Rdn -56-5 000) ei 


Le 1 
LEE ' ^al .. "A as 4. 
4 


Il. que le trois 4, B, C, sans le quatrième D; s'y trouvent, et que | deux des 4, B, C avec 


le nombre D sy trouvent 
t(t—1) (t—- 3) (n — 0) 4-200079 00. 
20700-73079 n (n—4)(—3)(n— 3) 


donc que trois quelconques des quatre 4, B,C, D sy trouvent, la probabili est^ 


= 1) ((f—9)(—9. 
4 5(n—1) (n —2) (n—3) 


1 i CU. ! ? 4 Y! 


III. que deux seulement des trois 4, B, C, sans le quatrième D, S J trouvent | 


.. 8t(t—1) (n—t) (n —t— 1) 
la probabilité et — en S : 


et qu'un seul des trois 4, p, C avec le quatrième D Sy Wouxe ' ., 


er . BEN) (n — 0 (n—t— 1) 
la pr obabilite est — ^(-1)(—2)(0—3) ? 


donc que deux quelconques seulement ‚des quatre nombres A, B, e, D se trouvent dans les 


billets res 
dee aco da + "4 tns 2244 
la probabitité Sea — — — GLA "=D e- $ e- 2^ 


i; | i av e M 
IV. qu'un seul des trois nombres 4, B, C, sans le quatrième D, - 7 trouve 


Nu -_ 
la probabilité est — REI 


et que nul des trois 4, B, € sis le quatrième D seul s'y trouve - 


actin — t)(n—t—1)(n—t-—9) 
la probabi est — — I Rn-Da-9a-) , 


donc qu'un seul quelcónque de t tous des quatre 4 , B, C, D, sé trouve dans les billets tirés 
_ dt(n— t) (n-—-t—13) (n—T—92). doces nt bend d. T .d: 

la pr robabilité Mii ! — SO DE DD 
V. enfin, qu'aucun des trois An B, C, ni le quatrième D ne se trouve dans les billets tirés 


— ot Dn r3) 
u n probabilite sera — "e-)6-96-5 
7. Problème 5. Le nombre de tous les billets étant — n, dont on va tirer 3 billets, si 
l'on a choisi autant de nombres qu’ Qn. veut, déterminer la probabilité: de tous les cas possibles qui 


peuvent avoir lien. ela: 


solution. La méthode ne je viens s d'expliquer dans la solution da problème précédent sert - 
à découvrir sutqessivement les probabilités de plusieurs nombres choisis,. et la. loi:de leur progres- 
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sion étant évidente, nous n'avons qu'à mettre ici devant les jeux les formules pour chaque nombre 
de numéros qu'on aura choisis. Mais pour abréger ces formules, puisque n marque le nombre de 
tous les billets, et t le nombre de ceux qu'on en va tirer; désignons par r le nombre de ceux qui 


restent, de.sorte que r==n —1t, ou n —t-rr. 


.]. Ayant choisi un seul nombre: 


que dans les billets tirés 
se trouve ce nombre 
quil ne sy trouve pas 


IL. Ayant choisi deux nombres: 


que dans les billets tirés 
se: trouvent tous les deux. : 
un seul. 
aul 


]l. Ayant choisi trois nombres: :. 


que dans les billets tirés - 


, U 
se trouvent tous. les tois . 


deux seulement . 
un seul 


nul . 


IV. Ayant choisi quatre nombres: 


que daus les billets tirés - 


se trouvent tous les quatre . 


- 2 3. 


trois seulement . : . . PEM 


deux seulement :. e ". 9 ^e. " jet 


un seul 


6 n CE [u m) e 
"nal « ! e " LI . e ' é LJ "t vt e 


v. Pr 1) (r—9) (r— 3) tp : 


la probabilite est 

t Lei | 

1. — — 1 4° 
^ 


la probabilité est 
t(t—1) 








2 
LD 18 
tr e 4 
2. nn 28 
r(r— 1) 0 
Lente 


a probabilite est 


((—06—9 _ pe 
1. n(n—1)(n—92) — 1 C 


3. t(t— dr — 30° 


nn 1) 2) 
tr(r—1) 4 
(28 8 (n — 1) (n-——2) = $C 
1. t (r —1) (r —93) — 10° 


n(n—1) (n—2) 


la probabilité est — 


| i. t(t—1)((—9)(—3) —1D* 


_ 8(5—1) (—2) (n — 9 


à, 6-067907 aps 


(n— 4) (n — 2) na 


D t(t-)r(r—1). +62 


& (n = 4) (n — 9) (n — 3) 


tr(r—1)0—3) — 4 | 
+. nG—2 2) («—3) . D 


"7-3 e-3» 
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V. Ayant choisi « cinq : aombrès: . SU Co an B EE i Br - 
,. «ue dans les. billets tirés occ] : de probabilité est 
se. trouvent tous les cinq EN | | 1. a ur . 
quatre seulement | . 0. . : | NE a: 
trois seulement . see | 10 De Se nn Q7 0E 
deux. seulement scott . | ern to 
un seul DE LE CE MEET M 
ml. sr... | 2 Het pepe np 
VI. Ayant choisi six nombres: | jc u EE | | | | 
que dans les billets tirés : . || . . : la probabilité est 
se trouvent tous les’ six e. | 74 EE TEE CE um 
cinq seulement . . ' ne I DEUS LM 6F° 
quatre seulement . . TP Dl | 15 e Be Xe secp 6 
tois seulement . . . D. . ‘20. TRE LEO ape 
deux seulement . . : ... . | 15-10-06 De 8e 9 =15P | 


&(n— D m3) m4 —5) 


mM UU tr (r— 1) (— 9) (3) (4) . 
un sul . 2 2 2 2 . . CE ETC ST 


E-DE-DEe-NE-Ne-D _ "pe 
dV 5 Tt t f| su oh (-0)(0—-$(—3(-—-4(—5. 


| 0.) E ' . . ete. . . . . ° "M! 


Pour abréger, j'ai donné à chacune de ces formules + une certaine marque dont je me le servirai dans 


la suite. C'est donc de là qu'il faudra toujours tirer la signification de ces marques. 


8. Corollaire 1. NM est évident, comment les valeurs des marques de chaque ordre se peu- 
vent aisément trouver des valeurs des marques de l'ordre précédent: La manière suivante semble 
la Les simple : | 
| | pott. and p Ey m s | i 

n—1 1.’ E E ! 


. ni 








CÓ, CB, gut pu quU, 
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p-'=3c, pc, Deo, Dee, Don. do c0 à 





Es ps, E‘— mer LA Ez. 07$ ps, E DS EU ep, Ei 7 ps; 
a ! 


F— (ps | ae He F'— RE mL ae FE, PSE. 





en 


LN te - T » 
.." «! . . . . Y. c o LE 
etc. * N ‘ M! (U- 


u‘ UEM! 


9... (Gprollalee 9. ::Le: dalcul des valeurs de toutes ces marques pourra donc, dans chaque 
cas, aisément se faire par le calcul ‘dés logarithmes. C'est à cette fin, que j'ai séparé de chaque 


marque: san, £oeflicient numérique dont om tiendra facilement compte, -eprès avoir trouvé la valeur 
de la marque. m ] 


10. "Corcitatéc 8. re faut done bien prendre garde qu 'on ne prenne point ces marques 
pour des: \puissatices , puisque les üombres, qui tiennent Jieu des exposants, ne‘sent pas de vrais 
exposants de puissances, mais ils marquent seulement le nombre des numéros dont il est probable 
qu'ils se trouvent, en chaque cas, parmi les billets tirés. Cft ant or ace) ad 


11. Coroliairé 4. "Puisque les probabilités, prises "ensemble, dé tous" les cas possibles de 


chaque ordre,  doivénf dorer "ehe certitude complète, leur,somme..sera.joujourg égale à l'unité. 
Ainsi l'on aura: 


mr N ANAL... Sn tre 
t 5 | u | H 1B3-2-9B'a- 1B°—1 
CRbo 75.0 700 AGB te 
4 " EM 1D RD D RD + DI 
p Tap eut e . i. ME 7 elc. tn MUT. 


- 1312. Problème 6, : Ayant ‘établi - une telle loterie de n billete, dont 9n.va tirer t billets, 
déterminer les prix, ‘conformément à la loi d' égalité, qu'on est ^ obligé de payer aux  parücipant v dans 
chèque cas, ‘par rapport à leur. mise. E 

_Solation. . Puisque, le prix est toujours proportionné à la mise, supposons la mise toujours 
d'un écu, de sórte que, : pour chaque écu que le participant aura payé, il en retirera les prix que 
nous allons déterminer conformément aux règles de l'égalité. Pour cet effet, il faut considérer sé- 


parément les cas où le participant aura choisi un, ou deux, ou trois, ou quatre, ete. -, nombres, ce 


ut > rd 
qui noüs mène aux recherches suivantes: L 


I. Si le participant n'a choisi qu'un üonibre, et qu "| eu ait payé u un n deu; 


een. ON cas que dans les billets tiré. |. da probabilité étant |.roit le pri : 
. ,&& nombre; se :trouxe'.…. - ;. Lose deco oun Ati: O4, 8. 
qu'il ne sy trouve pas . . . . . 1 4^ 0 "hi. e 


La probabilité est donc 4' qu'il retire a, jet, 4° quil ne retire rien, doi son avantage est —4"a, 
qui selon les règles de l'égalité, lui doit valoir autant qué st mise 1. ll Faut donc qu'il soit 4'a—1, 


et partant le prix doit ai =. ECS Ve BEE ce VE a 


= NL 2*7 \ | Y o— fi 
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I. Si le: parficipant: a €hoisi deux nombres et quil en :ail payé uh e» "a 


en cas que dans les billets tirés ^| la probabilité. dant | soient les | prix 


se trouvent tous les deux. . . . 1o AB u a 
un Seul. EEE m ab! b 


- 


nul eot 9 n | ta QE" U m 18° . 0 


L'avantage du participant sera donc fJl* a + 2B b qui doit être. égalé. à: ;la mise 1, de sorte que 
nous ayons (B'a-- 2B'5 — 1, d'où..l'on peut. déterminer les. deux prix & et b par. une infinité de 


PE [e d 

maniéres différentes, car, quelque valeur qu'on prenne pour l'un, on trouvera. celle de l'autre. Mais, 
puisqu'il faut éviter les cas où l'un s'évanouirait, ou deviendrait même négatif, on remplira cette 
condition le plus commgdénment: en. partägeant l'unité en deux parties & et 9, de sorte qu'il soit. 
a+ 8—1, et alors on aura les prix en général: a — ig et. b — LT Load a MEE 
Hi. Si le participant a choisi trois nombres et "quil en ait payé un é&u, - 


SO 


en cas que dans les billets tirés | la probabilité étant soient les prix 


se ‘trouvent tous les trois . . . . 469 | | E 
m deux seulement . . . | ger a TA 
dt gu un-;setil. , ; joie es e|. 5s. CT S. | S .£ SE wo: 
nul. . . . 2 2 . . 1C? 0 


L'avantage du participant étant donc f C*a 4-396? b -— 3G'e,. il: faut qu'il soit équivalent à la 
mise 1. Pour cet effet, partageons la, mise 1 à volonté en trois parties a, 9, y, de sorte qu'il y ait 
a+ B+y—=1, et de là nous auróns, eh général, les diterminations sulvantes des prix 


' —i? 
i ic 


d'où l'on voit que ces trois prix peuvent être variée à fini. 


n M M à 
N HR ! . ... 11. ET 


I. Si le participant a choisi quatre nombres. et ‚gu il en ait payé un écu, 
. M " 


pen cas que dans les billets tirés . | Ja probabilité étant ‘soient les prix a "n 
se e trouvent, tous les quatre . . ... |. u 1D' daz] a Oa out 
trois seulement . . . . Q b 
deux seulement . . . . ,. 3D* 77» or ee ng 
un sed . . . .… . . : 00MD'G | ,4d 
nul. . . . . à. 2| 7 1D°: no 


Partageons maintenant l'unité en. , quatre parties égales ‘ox-inégales, comme ‘On {hgera à propos, ou 


posons 1—a+8-+7+ 0, ei les valeurs des prix seront , 
ae 7050 ta ES ak nov 0" 

< ? à 

= P, d— jp e 

1 il, "6D° - » Ap, doannhoc: ! | 


V. Si le participant a choisi. cinq inombrési d quil dm: nit. payé un. fa, + 2 o5 is 


jr HE nat um '] via nn] 
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en cas qué dans les hillets tirés - | la probabilité étant | soient les prit 


se trouvent tous les cinq, . . . . 1 E* | a 

t quatre seulement . . . SE | b 
trois seulement o. 10E? c 
deux seulement . . . . 100E? —— |. 4d 
un seul . . . ...| | 5E! € 
nd. . . . . . . . t" IB® 0 


Qu'on partage à volonté lunité en cinq parties, de sorte qu'il soit 1= — a+ 8+y+d+e, et l'on 
aura, en | général, la juste détermination de ces prix mE 
a B 8 € 
‚Az, = x) e— dae d —i gm = 
Cette détermination est si aisée, qu'il serait superflu d'aller plus loin, et il n'est pas probable qu'on 
fasse jamais usage de plus de 5 nombres, à cause des prix. trop exorbitants qu'on devrait accorder. 


13. Corollaire 1. Ce n'est donc que dans le premier cas _que le prix est déterminé .a 4; 
däns les autres cas, on peut d'autant plus varier les prix, que le nombre des billets choisis est 
grand. Cela dépend de la division de l'unité en autant de parties qu'il y a de prix en chaque cis 


ik. Corollaire 9. La première manière de diviser l'unité est celle qui: prend des parties égales, 
et alors on a 0. ee ou ne à 


ct pour le second cas af = + 
t 4 . . 
s „ pour le troisiéme a= B=y= 2 | 
pour le quatrième a=8=y=è— 
pour le cinquième | a— 9—,;-—ó—«— $ 


d'où l'on tirera des prix déterminés pour chaque cas. | 

15. Corollaire 8. Si l'on juge que, de cette façon ‚ les hauts prix des cas supérieurs devien- 
nent trop grands, les coefficiens numériques nous fournissent une telle manièré de diviser, qui en 
rendant les formules plus simples, semble produiré une ‘espèce d'égalité. «On pourrait prendre : 


pour le JI cas: a—+, 8=° " 
manual, $—1, 21 00 77 
IV cas: am. BR gr. ET mt. 
Viens at, #=$, ze, 3", TR " 


16. Corollaire 4. Si l'on voulait diminuer d'avantage les hauts prix pour rendre plus con- 
sidérables les autres, om' pourrait ge servir deg divisions: suiqantesz:: . : : … : : 
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H cs: a=—, 8——— . 
Hb cs: amd, pet, yet 

IV es mt, 8%, 7=#, = 

vos: a — ix va =: = 


17. Scholle. Représentons à la fois les prix que fourniront ces trois manières différentes de 
partager l'unité en chaque cas: | 
































u En cas que dans les billets Les prix d'après la 
Ayant choisi | 46 se trouvent I manière | If manière | III manière 
1 1 
un nombre le nombre 4r. ur 
ou non 0 0 
1 
deux nombres | vu les deux _ "T 
un seul ES = 
gp! Bp . 
nul 0 0 
trois nombres tous les trois ES A 
| 70° 16c° - 
| 4 9 
| deux seulement ze 1608 
| 1 à 
un seul Fc A6ci 
nul 0 0 
quatre nombres | ' tous les quatre | 1 1 | 
q 152% 430° 
en secs 4. 3 - 
qe 9 0 1 lois ch : trois seulement; z ip B» - i 
N y eq 4 3! ^ 
| | deux seulement | i5D* api 
. , "o € t ' 4 
4 |... Un. seul AD o 
2m nel 0 : 
uote ut 4 
cinq nombres | tous les cinq T 
' | 4 N E 
TN NE quatre seulement TA Hp . TE 
- a. 9 L| 1 Hi 1 3 
trois seulement Sog! 3S 10655 
deux seulement 1 1 4 
|, UR | box. | Az 106 £3 
un seul ur or "€ 
95K FT 106 
"UU pal 0 "0 0 
42 
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|. 18. Problème 7. Ayant fixé les prix d'une, telle loterie selon la loi de l'égalité, trouver 
la diminution de ces prix, afin que l'entrepreneur en retire un profit prescrit. 


Solution. Par rapport aux frais que l'établissement d'une telle loterie exige, il faut rabattre 
quelque chose des prix que la loi de l'égalité a fournis, comme cela se pratique dans les loteries 
ordinaires. Outre cela, une telle loterie ne saurait étre permise que pour des besoins importants, 
et à cet égard la diminution des prix doit étre plus considérable. Mais, puisque le profit n'est pas 
certain, comme dans les autres loteries, et qu'il pourrait arriver que l'entrepreneur, malgré toute 
la probabilité, y perdit trés considérablement, il est bien juste que le rabais des prix soit plus grand 


qu'à l'ordinaire où l'on se contente de 10 pour cent. Cependant, comme ce ne sont que les grands 


prix qui pourraient ruiner l'entrepreneur, il est raisonnable qu'on augmente le rabais seulement dans 
ceux-ci, et qu'on laisse celui des petits prix à dix pour-cent. Un plus grand rabais dans les petits 
prix sauterait aussi trop aux yeux, et degoüterait les participants, au lieu que, dans fes grands prix, 
on ne s'aperçoit presque peint de la diminution, vu que spen .de personnes sont en état d'en calculer 
la juste valeur. Or pour procurer à ‚la caisse un profit de 10 pour-cent sur les moindres prix, on 


na quà les multiplier par io! ce seraient donc les prix de chaque cas qui répondent à un seul 


nombre. Pour les prix qui répondent à deux nombres, on pourrait bien les multiplier par i" 
qui produirait un profit de 20 poar-cent, sans qu'on s'en apercoive aisément. Et lorsque trois 


nombres se rencontrent dans les billets tirés, on pourrait, avec autant de raison, multiplier les prix 


par 1o et ceux qui conviennent à quatre nombres par .-, et enfin celui qui convient à cinq nombres 


6 
19? 
par 2 ce qui est équivalent à un profit de 50 pour-cent. Mais, en chaque cas, on pourra régler 
la diminution des prix comme on jugera le plus à propes, et on aura principalement en vue d'ar- 


rondir les nombres autant qu'il sera possible. Ayant donc fait le plan sur les prix conformes à la 
loi de l'égalité, il sera aisé d'y appliquer les diminutions les plus convenables qui remplissent le 
mieux les conditions qu'on aura en vue. mE 


19. Probijéme 8, Le nombre de tous les Milets étant 90 dont on doit tirer en son temps 
5, dresser le plan des prix qui conviennent à tous les cas, selon la loi de l'égalité. | 

Solution. Ici est renfermée la loterie projetée autrefois et dont j'ai parlé au commencement. 
Nous verrons bientôt quels prix elle pouvait promettre, en assignant ceux que la loi d'égalité exige. 
Or, pour appliquer à ce ces nos formules générales, nous awems n — 90, t—5, et partant r—85, 
d'où nous tirons d'abord 4f' —is et 4? — im et ces deux valeurs nous ménent à celles de toutes 
les marques suivantes. Mais, puisque nous avons besoin de ces valeurs renversées, je men vais 
les exprimer en sorte, de méme que leurs logarithmes, pour en faciliter ensuite le calcul: 


— 14° — 00248236 1:4 1,0588 
— 14' = 1,2552125 1:4'— 18,0000 
-——1B*— 0,0499343 1:B^— 1,1218 
, — IB! — 1,2752436 1:B'u- 18,9970 


— 1B? = 2,6026025 1: B? == 400,5000 





ce 


€ 


| Réflexions sur une espèce singulière de lolerie. — 331 


— 109 == 0,0753389 
— IC! — 1,295440 
— IC? — 2,6176663 


— iC? == 4,0699659 : 
 — ID*— 0,1010%83 


— ID! — 1,3158882 
— ID? — 2,6329063 


— ID’ = 4,0800649 
(—lD*—— 5,208&532 


— 1E° — 0,1910578 
— IE' — 1,3365728 
— IE? — 2,6483267 


— IE: — 8,09098&1- 


— [IE*— 5,713533% 


—lE*— 1,6429517 


4:69 = ^. 1,1894 
aut 19,7985 | 
1:0 — k44,6354 | 2 
£C — 11748,054 - | 
1:D’ = 1,262 
1$:D* = 20,695 


1:D’ = : M39, 
1:D*-— .12024,5 
4:D'= 511038 | 00. 


t:E’= _ 1,350 
1:E'= 21,705 
1:E?*— 154,96 
1:E*— 12310,5 
1:E'= 517051 


1: E* —539549268 


. Voilà donc le plan de cette loterie selon les trois manières différentes: 


IV cas 


"v Cas ' 


I manière 
1 
2 
f 
3 /— 8916,02. 
2 6,071 
1 2,1938 
A 
3 
2 
1 
5 8789853,6 
A 20682,0% 
3 246,210 
2 |. 889 
ı |. . 8682. 





H manière Hi manière 
18 
80,1 
7,539 
1678,29 — 734,25 
59,23% 51,830 
2,8206 3,7021 
34.069,2 | 11844,6 
801,63 559,28 
28,629 29,961 
1,3791 1,9251 
1177183 ^ ^ | 4186157 
1667906. |. 975568 
397,113 348,010 
14,353 | 16,791 
0,7001 4,0238 


A pregent il est. aisé de diminuer. ces prix à proportion du profit qu'on veut procurer à l’entreprepeur. 


1 3. ‘Corolleire L Puisque ceo frais manières sonk également conformes à la loi de L'égalité, 
rien n'empêche qu'on ne mette en usage toutes les trois à le fois, ek qu'on naccarde aux partici- 
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pants la liberté de soumettre leur mise à celle qui leur. plaira le mieux. Ainsi ceux qui choisiront 
deux ou plusieurs nombres, seront les maîtres de se déterminer ou pour la première manière, ou 
pour la seconde, ou pour la troisième. 


21. Corollaire 9$. Cependant, il sera de l'intérêt de l'entrepreneur, d'exclure entièrement 
la première manière, pour le cas où l'on choisit cinq nombres. Car, en cas qu'on attrapperait pré- 
cisement tous les cinq nombres qui seront tirés dans les cinq billets, le prix de presque 9 millions 
füt-il diminué jusqu'à la moitié, ' pourrait rainer la banque. 


Scholie. Or en diminuant ces prix selon les règles expliquées ci-dessus et en  arrondisant 
les nombres, on pourra former le plan suivant qui doit probablement apporter à l'entrepreneur un 
, profit trés considérable, sans qu'il paraigse désavantageux aux intéressés... - 


pes 


Plan d'une telle loterie à 90 billets dont on doit tirer I. 


en cas que . | on retirega, pour chaque éeu qu'on aura 
Ayant choisi | dans les billets tirés . mie, l'un des prix suivants: 
, — écus 


se trouvent écus écus 


. . ' . ^ t 


2 nombres tous les deux 106 6^ 
un seul ^ "5l 64 









3 nombres tous les trois 2741 ! 543 B 
2 seulement 36 (M 
un seu] - 2 34 


& nombres 


tous les quatre 7130 
3 seulement 391 
2 seulement 1 2% 
un seul 12 


5 nombres | tous les cinq | 4394925 | 708859 | 207305 


& seulement 12409 | ' 10007 "5853 
3 seulement i72: | 978 | ^" 9243 

2 seulemént T 114 | 135 

un seul i Í . t£ 7.5, 4 1 


On pourrait encore mieux arrondir ces nombres et augmenter, ‘par ce moyen, insensiblement d'avan- 
tage le profit de l'entreprise. - t 


23. Probióme 9. Le nombre de tous les billets étant 100, dont on doit tirer en son temps 9, 
dresser le plan des prix qui conviennent à tous les cas, selon la loi de l'égalité. 


Solution. Le nombre des billets : qu ‘on doit tirer, étant ici plus grand qu ‘auparavant, dé 


prix pour le eas ide’ 5 nombres choisis ge devientrom plus. si exorbitants qui dans le m prétédent, 
ce qui rendra. l'exécution moins dangereuse. ^. -  ' wes uat sot Pig St n 


Reflexions sur une espèce singulière de loterie. 333 





























| Ayant done iei n — 100, 1—9 et partant » == 91, nous'avons d'abord A An 
d'où nout tirerons les ‘valeurs des marques ‘suivantes. TE as on 
—i4"—0,0504586 ^ ^" ' 1:4?— ' 1,0989. 
— 14' — 1,0457575 1:4'— — 11,111 mE 
L  — IB! — 0,0823513 1:B*—- 1,2087 
(o— DB! — 1,0823513 1:B'!—=  : 12.0879 T à 
— IB? — 2,1383027 1:B?= 13750 —— | 
— IC’ —0,12#1874 1:0 — 1,3340 z 
—— 105 —4,1493349 .. c 1:C'— — 13,1625 
— 105 — 2,170487% . 4:C?— : 448,077 
— ICS — 3,2844308 1: C? —. 1925,0 
o ID °2=2.0,1664764 - 1:D’=. … 144671 5; TS 
— ID' — 1,1567166 : 1:D'— — 153555 
. —1D'— 2,2030166 1:D?—= 159,594 
— ID* — 3,3121611 1:D*— 2051,92 
ID} — 4,8930512 . 1:D' — 31120,833 
-— lE* — 0,2092283 1:E° — 1,6189 
— LIE! — 1,1935051 1:E'!'— — 15,6497 
— IE? — 2,2358978 1:E?— 172,146 
— LES — 3,3401898 1:E%— 2188,72 
| — IE'= 4,5162810 1:E* — 32830,8 | 
| — IE: = 5,7763524 0£:E*—597520 
‚De ces valeurs ün formerà, selon les trois manières, le plan suivant: tani 
. Cas " | sortent Ï manière _ II màüiéte - | III manière 
I ' 11,111 11,111 
JH 97,08. : 
^ . 4,835 
HI 21509: 7" 120,3125 
' 21,154 18,509 
1,462 . 4. 1,880.,, „468 . 
IV .. 4 7780,208 u 2075,722.. ... 723,740 
«lt +. 126, 980 1; 136,795 …. : 95,439 
2 : 6,669 ©. 10,639. . 11,13% 
1: | 0,8966 : 0,9565... ^ 4,3395 
| V 5 119505, 19274,8% 5636,981 
onn orb tnit anas 43193,2350 Z 4059 6g: 2 che Ar“ vx 
ondaepee 3 #3;77%. ' 2 70,608 "" | ‘61,985 
0008 d eg 3,443. DE 2.7.2 s c] '%,496° . 
1: 070886 7: 5]; 10150 09,8087 0 5] c9, 138 ^: 
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2*. Corollatre L Pourvu qu'une telle loterie ne soit tirée jusqu'à ce;que le fends ne se 
soit accru au delà de quelques centaines de milliers d’seus, l'entrepreneur né risque pas trop de 
se ruiner, vu que les plus hauts prix, après être diminués, ne monteront pas à 100000 écus, supposé 
que la mise ne surpasse pas un écu. 

25. Corollaire 9. Mais en cas qu'on voudrait fermer une telle loterie en petit, et que le 
fonds entier ne monterait pas à 100000 écus, on devrait bien retrancher la première manière du 
cas de cinq billets choisis. 

26. Corollaire 8. Il faut aussi remarquer que de telles loteries doivent être tirées à plu- 
sieurs reprises, afin que si wne avait trop favorisé les participants, les autres puissent. dédommager 
l'entrepreneur. Or chaque fois on peut tirer la loterie, aussitôt que le fonds surpasse une certaine 
somme proportionnée aux prix qu'on veut admettre. 

27. Scholle ı. Diminuons ces Prix suivant les règles données ci-dessus, et nous obtien- 
drons ce - 


Plan d'une telle Ieierie à 100 billets dont on, doit tirer 9. 

















en cas que c on relirera, pour-ébaque éeu-qu'on aura 
ayant choisi | dans les billets tirés mis, l'un des prix suivants 

, ge trouvent écus |  écus écus — | en général 

2 nombres tous les deux 55 b | 
un seul 25 € 
3 nombres tous les trois d 
2 seulement e 

" un seul f | 
k nembres tous les quatre g 
3 seulement h 

2 seulement | u 
un seul | k 
9 nombres tous les cinq + I 
k seulement + | em 
3 seulement 30 + #9 k3 + A 
2 seulement 24. b 5 P 
un seul 4 + 3 q 


28. Scholle 3, Outre ces trois manières, on peut faire pour chaque cas, une infinité d'au- 
tres répartitions des prix que nous avons marqués en général dans ce plan, à côté, par les lettres 
a, b, c, d, etn. Pi l'on veut que ces prix soient déjà diminués dans la méme raison que nous, 
avons diminué jes autres, il faut lea déterminer par les équations suivantes: ; 
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I. $a. d'—1, ou 0,1a = f; 
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$5.B*-- d e.9B'— 1, ou 0,00909095 + 0,1838383c — 1; 


24.0'+2e.30°+7f.3C'= 1, où 0,000742115d-+0,02532467 e-+-0,9532467 f — 1; 
IV. Lg. Di+ Ph. & D*a- Di 6D? + Ik AD 1, ou 


0,0000535547 9 -- 0,002784845 h + 0,04699425 i -4- 0,3098139% = 1. 


10 10 10 10 10 
go E um. SE'+ zn.10E* + S; p.10E* 24-7 q.SE'— 1, ou | 
0,0000033%71681 +- 0,000253827 m +- 0,00652698 n + 0,07261263 p -4- 0,35&49952q = 1. 


De ces formules on pourra tirer les prix suivants qui semblent commodes pour la pratique 
| B a 10 | 
b=50, c=3 
d=200, e—20, f—1 
g—1000, A—100, i—10, k=3 
1= 5000, m—500, n—50, 


| 
p—35, q—1," 


Par un tel plan la banque ne risquerait pas tant que suivant la première ou la seconde manière. 
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XVI. 


Analyse d'un probléme du calcul des probabilités, 


Il y a, dans une urne, quatre billets a, 5, c, d, dont on tire un au hasard, et aprés l'avoir 
remis dans l'urne, on en tire un de nouveau, et cela à n reprises: on demande la probabilité que 
le billet @ ne sera jamais tiré, ou qu'il ne sera tiré qu une seule fois, ou deux fois etc. ou enfin, 


quil sorte à chacun des n tirages. 


1. Le billet donné ne sortira point. au premier tirage: probabilité . D. 1 
ni au second | « c 0. (7) 
38 
ni au troisième « « 05. Um 
eoi spas j LEO 
etc. 
e] * . 3 n 
il ne sortira point du tout . . . . . i). 
2. l| ne sortira qu'une fois sur les n tirages . . . . . «( 2 1 
3. " deux fois « €... s . Dry ea -D 


4. Il sortira à chacun des n tirages . . . . . . . . . . . (1) . 

Si des quatre billets a, b, c, d, on en tire deux chaque fois, à n reprises différentes, 

1. le billet donné a ne sy trouvera jamais: probabilité TOM CC (3): 

2. il s'y trouvera une fois « Leu n(z) on 
Le nombre des billets a, b, c, etc. étant — N; qu'on en tire m billets à la fois et quon 


répète cette opération n fois: 
1. le billet donné a ne se trouvera jamais parmi les billets tirés: 


De? nm 7 
2. il s'y rencontrera une fois « nn." x (t 2) 


3. « deux fois « = =D (a) (1 —-5y^ 


b. a . à chaque tirage | « (x) . 


Analyse d’un problème du calcul des probabilités. 8337 


Exemple. Le nombre des billets étant 50000 dont on tire à chaque reprise 8000, et cela 
cinq fois de suite. Il y aura donc 


N = 50000, m— 8000, n —5. 


f. Le billet donné a ne sortira point du tout. Probabilite : u (S) = 0,#182120, 
2. il se rencontrera dans un seul des cinq tirages « 5. x (5) = 0,3982950, 
3. « deux tirages « 10 (s) (5) = 0,151730, 
h. . . trois tirages e 10 (27) (25) = 0,028906, 
5. « quatre tirages « 5 (a) (à) — 0,002752, 
6. « dans tous les cinq tirages « (a "0,000105, 


Le nombre des tirages, n, étant le méme, on demande la probabilité que deux billets a et b 
ne se rencontrent jamais ensemble si, de N billets, on tire chaque fois N— m. 


1. Au premier tirage, & n'est pas au nombre des N—m billets tirés. Probabilité: = , 


e (m — 1) 


b n'y est pas non plus zur Fan 
2. les deux manquent au second tirage « e, 
3. a au troisième « os. 
b. € à tous les tirages « e. 


On demande la probabilité que À billets donnés ne se rencontrent dans aucun des n tirages. 
On n'a quà poser 
on (m — D) (m —9)...(n—4-2-1) 
N(N —1) (A 2) ...(N — 44-1) 


et la probabilité cherchée sera — e". 
Dans l'exemple précédent on aurait N— 50000, N— m — 8000, m — 52000 et n — 5. 


Si de 10 billets qui se trouvent dans une urne, on en tire 2, il en restera 8. Quand, aprés 
les avoir remis, on répète l'opération encore une fois, il est certain que six billets au moins ne 


= Ÿ 


seront pas tirés; mais il est possible que le nombre des non-tirés soit même 8. Ils ‘agit d énumérer 
les cas, oà 6, 7 et 8 billets seront restés intacts. . 

Il y en aura six. Supposons qu ‘au premier tirage soient sortis les numéros 1 et 2. Au second 
tour, les deux numéros doivent être de 3 à 10, donc la probabilité est -— 


Wy 3 
I y en aura sept, lorsque 4 ou 2 sort de nouveau au second tirage, cest à dire qu'on ait 


au second tirage 
1, 3, ou 1, 5^, ou 1, 5, etc. huit chances favorables 
ou bien 2, 3, ou 2, &, ou 2, 5, etc. autant de chances. 
Or le nombre de tous les cas possibles étant — Tl» la probabilité sera = 2 ee 
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H y en aura huü si, au second tour, sortent les mêmes numéros 1 et 2, qu'au premier: 
seule chance favorable dont la probabilité est —— 


i $3 
Donc, pour que le nombre des billets restés intacts soit 6, ou 7, ou 8 
A n 8.7 8.2 1.2 
_ la probabilité respective sera 105 2. 10.9. 


Quand on tire trois fois de suite, il y aura ou &, ou 5, ou 6, ou 7, ou 8 billets de non-tirés. 


I. Que le nombre des non-tirés soit 8. Au premier tirage étant sortis les numéros 1 et 2, 
il faut que ces mémes numéros sortent au second et au troisième tirage; la probabilité de la pre- 





miére de ces chances étant 2, et celle des deux chances (s) 9 


m. 9 
Il. Pour que le nombre des non-tirés soit &, il faut qu'au second tirage 1 sorte deux billets 


différents des numéros 1 et 2, ce qui donne pour mesure de la probabilité - EL et pour qu'au 


troisième tour il en vienne encore deux billets autres, que les quatre déjà dris, M probabilité sera 


__ 8-7 6.5 
— 10.9 10.9° 


IIl. Pour que le nombre des non -tirés soit 7, il faut considérer les quatre cas suivants: 


premier tirage ab ab ab ab 
second — « ab ac ac ac 
troisième « ac ab be ac 
la probabilite de chaque cas particulier est 2. io 9 1 3 
done la probabilité totale est . . . 8: is das" 


IV. Pour que le nombre des non-tirés soit 6, il faut considérer les 7 cas suivants: 


premier tirage ab ab ab ab | ab ab ab 
second. « ab cd cd ac ac cd ac 
troisième « cd ab cd ad cd ac _ bd 

dont les probabilités respectives seront | | | 

8.7.9.1 8.7.9.1 8.7.9.1 8.7.9.9 9, 9.7.22 2 $..9.3 à 8743 


10.9.10.9' —— 10.9.10.9"  10.9.10.9° 2 .70.9.10.9° '10.9.10.9"  10.9.10.9 — "'' 10.9.10.9 


et par conséquent, la probabilité totale sera 


8.7.38 
10.9.10.9. 


V. . Soit le nombre des non-tirés 5, les trois cas à considérer sont: 


premier tirage ab qb ab 
second « ac cd cd 
troisième « de | ae de 
la probabilité de chacun de ces cas est 2. 19.5 1.5 c: 
8.7.6.2 


et, par conséquent, la probabilité totale 6... - 
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En résumant tous ces cas, nous obtenons le tableau suivant: 


. Nombre des billets non-tirés probabilité 
m" | | 8.7.6.5 
(10, 9)* 
8.7.6.2 
5 6. (10.9)? 
8.7.38 
. 6 (0.9 ° 
. 8.9.1.9 
7 8. (10.9)? 
8 1.2.1.2, 
(10.9)? 


Si au lien de 10 billets, il y en a n, dont on tire deux, & chaque reprise, on aura: 


I. En tirant deux fois. 


pour le nombre des billets non-sortants la probabilité 





1.9 
n—2 n(n— 1) 
(n — 2)2 
n— 3 2. =D 
(^ — 9) (n — 3) 
nt an 


Considérons maintenant les numérateurs de ces différents cas, et en posant, pour plus de simplicité, 
n—2-— m, ils seront 2, km et m (m — 1); leur somme nous donne la valeur m?+- 3m 4-2 et 
par conséquent, l'équation A -+ Bm -4- mn (m—1) = m* -à- 3m +2, qui doit subsister pour toutes les 
valeurs de m, nous fournit les valeurs des coefficients 4 et B. 


ll. En tirant trois fois; on aura: 


pour le nombre des billets non-sortants Ia probabilité 

9 | | 1.2.1.2 

ame ‚an 
' . N (n— 9).2.4.9 
A —3 8 e ""n!(n—1 1)? — 
(n—9). 9.(n—3).2-2-3.1.9.(& — 3) (a — 3) 
n—h 8. QE 
_ (n — 9) (n —3) (n — 4).9 
n—5 6. ne — | J 
(0 —2)(n—3)(n—4(—5) 

n—6 . n* (n — 1)? 


En posant de nouveau n — 2 — m, les numérateurs de ces différents cas seront 
k, 32m, 38m(m—1), 12m (m—1)(m—2) et m(m—1)(m—2)(m«—3) 


dont la somme nous donne la valeur (m?-+- o) 'et, par conséquent, l'équation pour déterminer 
les coëfficients &, 32, 38 et 12 sera | 


A + Bm.-— Cm (m — 1) + Din (m — 1) mens (m — 2) (n3) — m -- ime 2) 
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Conclusion. 
Ainsi on peut conclure que, si le nombre des billets est n, dont on tire e deux, à chaque re- 


prise, le nombre des tirages étant p -4- 1, on aura: 








pour le nombre des billets non-sortants | la probabilité 
a FF 
730 Fe 
7 RS 
etc. etc. 


et les coefficients 4, B, C, D, etc. seront donnés par l'équation | 
A-+Bm-+-Cm (m— 1)-+Dm(m—1)m— 2) +...m(m— 1) (m—2)...(m—2p— 1) = (m? + 3m --2y 
qui est indépendante de m — n — 2. | 

Ainsi en tirant quatre fois par deux, on trouve 





pour le nombre des billets non-sortants la probabilité 
! 8 
n—2 a3 (a — 1} 
208 (n — 9) 
n— 3 a5 ( —1)* 
. 659 (n— 2) (n — 3) 
n—h a3 (n — 1)! 
576 (n — 2) (n — 3) (n — 4) 
n— 5 a! (n— 0 
n 488 (n — 2) (a — 3) (a — 4) (n — 5) 
n—6 | n’(n— 1)? 
n— 7 94 (n — 9) (a — 3) (n — 4) (n — 5) (n — 6) 
s? (n — 1)* 
n—8 (n— 2) e He He DE OC, 
^! (n — 1)! 
Si on a n billets, dont on tire trois à chaque reprise, en tirant deux fois de suite, on aura 
pour le nombre des billets non-sortants la probabilité 
| 1.9.3 
n— 3 5 (n —1) (n — 3) 
—- $.3.3.(n — 3) 
a—* n (n —1) (n — 2) 
_ (n— 3) (n—4) 
n—3 (n1) (0 —3) 
— (0-23) (n—4 (n—5) 
n—6 * (n —1) (n —9) 


En considérant les numérateurs, leur somme 6 -+- 18m -+- 9m (m — 1) -- m (m — 1) (m — 2) se pré- 
sentera sous la forme (m -1- 1) (m -4- 2) (m -1- 3) "ici m — n — 3 et par conséquent, l'équation iden- 
tique ‚ qui sert à déterminer les coefficients 6, 18 et 9 sera 

A + Bm + Cm (m — 1) + m (m — 1) (m — 2) = (m -+ 1) (m + 2) (m + 3). 
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En tirant trois fois de suite, l'équation identique, pour déterminer les coefficients, sera de méme 
A+ Bm + Cm (m — 1) + Dm (m — 1) (m — 2) + Em (m — 1) (n — 2) (m— 3) + 
Fm (m—1) (m—2) (m—9) (m—*) -i- m (m—1) (m—2) (m—3) (m—8&) (m—5) — | (m4-1) (m-+-2) (m24-3)]* 
et ainsi de suite. 
Règle générale. 
Toutes ces recherches nous conduisent à la régle suivante. 


Si on a n billets, dont on tire p à chaque reprise, et cela q fois de suite, on demande les 
probabilités des différents nombres des billets non -sortants. 


A cet effet, on commence par chercher les coefficients 4, B; C, etc. de l'équation identique. 


4 + Bm-+- Cn (m— 1) 4- Dn (n— 1) (m— 2) +... |\m(m— 1) (m—2) (m—3)...(m—p(q— 1)--1)] — 
|n ac 1) (m +2) (m4 3) .. (m 25 p) | *7* 


alors les numérateurs des probabilités respectives seront 


A, Bn, Cn(n—1), Dm(m—1)(m—2)..... m (m — 1) (n —2)... (m—p(q — 1) +1) 
m étant — n — p, et le dénominateur étant pour toutes le méme 
n*—* (n— 1)?7* (n — 2)?—'..... (n — p -- 1)? *. 


Voici le tableau: 


Nombre des billets non-sortants probabilités 


. À 
R— p un | (n — 17—1 (a — IT (n—p+1)7 


B(n — p) 
R—p— 1 aj (n — 1)7—1 (n — 8)9—1....(n — p2-19—1 


| C(n—p}(n—p—1) 
R—p— 2 a7 (n — 19—1 (n —3)7—1 ..... (a—p4-197—1 


B D = 3 D(n—p)(n—p—1)(n—p—9) 
p sE—T (s 171 (à — $91... + 


. 
LI e e e e e e. e e e e '* . . e. e e. e . . e 


n — (n —p) (n —p — 1) (a — p —32).....(n — pq --1) 
P2 e$! (—1)?—! (n —9)7—7 .....(n— p IT 
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XVIII. 


Institutionum Calculi differentialis Sectio TIL. 


(Conf. Inst. C. D. Part. U. Cap. XL $$ 282. 283. 286.) 


De calculo differentiali ad lineas curvas applicato in genere. 


1. Quanquam in libro praecedente jam insignis Caleuli differentialis usus in ipsa analysi est 
- ostensus, tamen ejus vis maxime perspicletur in doctrina de lineis curvis, quae post hujus calculi 
inventionem tanta accepit incrementa, ut quae antehac fuerunt detecta prae his fere penitus eva- 
nescant. Equidem in Introductione ad Analysin infinitorum plurimas linearum curvarum proprietates, 
quae vulgo calculi differentialis ope erui solent, per sola analysis finitorum praecepta invenire docui; 
verum et ibi quaedam non obscura calculi infinitorum vestigia latent, atque illa investigatio ita est 
comparata, ut nisi prius eadem alia methodo fuissent cognita, vix unquam reperiri potuisse videantur. 
Quin etiam in illo libro id mihi praecipue erat propositum, ut, cum quae vulgo per analysin 
infinitorum praestari solent, eadem sine hoc subsidio explicavissem,. summmus consensus universae 
analysis eo luculentius ob oculos ponatur. 

2. Cam igitur principia calculi differentialis ex differentiis finitis functionum derivaverim, ex 
eodem fonte applieatie hujus calculi ad doctrinam de lineis curvis petenda videtur. Quae enim de 
functionibus sunt tradita, ea in lineis curvis amplissimum locum inveniunt. Nam etsi, sumta qua- 
piam linea, puta abscissa, pro quantitate variabili, natura lineae curvae per indolem unius functionis, 
puta applicatae, determinatur; tamen in eadem linea curva innumerabiles aliae. functiones concipi 
possunt. Quaelibet scilicet linea per curvam determinata, quae variata abscissa simul vel crescit vel 
decrescit, tanquam fugctio abscissae spectari poterit, cujusmodi sunt cordae seu subtensae, tangentes, 
normales, et lineae quaecunque aliae, quarum vel positio, vel magnitudo ex quantitate abscissae 
determinatur. Tum etiam ipsius curvae longitudo et area tanquam functiones spectari possunt, ac 
praeterea innumerabiles aliae quantitates, sive sint lineae, sive superficies, sive solida. 

3. Ordiamur a simplicissimo et maxime consueto naturam curvarum exprimendi modo, qui 
relatione inter coordinatas orthogonales continetur. Sit (fig. 2.) recta AP axis, ad quem natura curvae 
refertur, in quo sumatur abscissa AP — et applicata ei normalis PM — y; natura autem curvae 
exprimatur aequatione quacunque inter c et y, ita ut sit y functio quaecunque ipsius c, quam 
primum assumam uniformem, ut singulis abscissis unica. respondeat applicata. Dum igitur abscissa 
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æ incrementum capit Az, applicata y incrementum accipiet /y, quod ex natura functionis y et 
quantitate incrementi fx assignari poterit. Scilice& dum = abit in z-1-2fz, applicata y abibit 
in y+4y. Quare si in figura capiatur abscissa alia 4p — 0 -4- dx, erit applicata respondens 
pn=y-+-Ay. Cum vero sit 4P — 2» et PM — y, in figura erit Pp — 4x, sicque Pp .denotabit 
incrementum abscissae Az. Deinde si ex M axi parallela ducatur Mn, ob pn-y, erit mn = Ay, 
sicque linea mn ° repraesentabit incrementum applicatae dy, quod convenit incremento abscissae 
= = 4e. 

Quo haec facilius intelligantur, sit curva BM parabola hac aequatione expressa ay — ax. 
Cum ictu posito æ + dx loco æ, abeat y in y + Ay, babebitur haec aequatio - 


ay + a ly = xx + 2v do + dx daz, 
quae ob ay — ææ relinquet hanc 


a dy = 2x da + dx Za. 
Sumto ergo in axe abscissae incremento Pp — 4x, erit applicatae incrementum 
dy 4n dede qu mn = PAP P), TRAP e 4), 


Perpetuo ergo si detur natura fanctionis y, ex ea relatio inter incrementa abscissae et applicatae 
inveniri poterit. 

5. Non solum autem ad datum abscissae incrementum Ax inveniri poterit incrementum 
respondens applicatae y, sed etiam cujusvis alius quantitatis, quae per æ et y definitur. Sic cum 
hypotenusa AM exprimatur per V(xx+7yy), postquam abscissa c incrementum Az, et applicata 
y incrementum fy accepit, hypotenusa V(æx+yy) abibit in V((x + Zfz)* -- (y + 4y}*), qua 
formula exhibebitur hypotenusa Am, quae cum sit —YV (aw + yy) + 4f Y (ox + yy), erit 

AY (eo + yy) = V((@+ de) + (y + dy) — Y (ax + yy), 

hujusque ergo valor per methodum differentiarum supra expositam inveniri poterit. Si igitur centro 
A radio AM describatur arcus circuli Mq ab Am abscindens partem ^q — AM, erit pars residua 
mg — AV(xxz+yy). Simul vero hinc patet, quomodo cujusvis alius quantitatis per & et y deter- 
minatae incrementum assignari atque in figura repraesentari debeat. 

6. Quin etiam figura nobis exhibet incrementa quantitatum, quae saepenumero nequidem pet 
« et y finito modo exprimi possunt. Sic si area curvae, abscissae AP respondens, ponatur — P, 
area respondens abscissae Ap erit = P-+ 4P. Verum si prior area a posteriori subtrahatur, re- 
manebit figura mixtilinea PMmp, quae propterea erit incrementum areae P, seu erit AP = PMmp. 
Haec area commode dividitur in duas partes, quarum altera est parallelogrammum rectangulum 
PMnp=y4x, altera triangulum mixtilineum Mnm; eritque ergo IP — yzfz + Mnm. — Simili mode 
si longitudo curvae BM, seu potius, quae toti abscissae AP respondet, ponatur —s, erit iBcrementum 
hujus lineae curvae As aequale arcui Mm, qui cum sit major ejus subtensa = V (4a 4x + Ay dy), 
erit utique 4s > Y (4x de + Ay Ay). 

7. Si curva BM circa axem AP converti concipiatur, ut inde oriatür solidum rotundum, hujus 
tam soliditas, quum superficies in considerationem veniunt, quarum utraque, dum abscissa ex P in p 
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extenditur, certum incrementum capiet. Facile enim patet, si figura PMmp circa axem Pp rotetur, 
oriturum esse solidum, quo incrementum superioris solidi rotundi repraesentetur. Simili modo super- 
ficies conoidica, quae conversione arcus Mm circa axem Pp generatur, aequalis erit incremento 
superficiei solidi illius rotundi, quod conversione portionis curvae propositae, quae abecissae = 
respondet producitur, dum scilicet abscissa c incrementum capit Pp = a. 

8. Ponamus nunc incrementum Pp — 4», quod hactenus tanquam finitum consideravimus, 
fieri infinite parvum, seu in nihilum abire, atque exhibebit Pp differentiale ipsius abscissae =, seu 
erit Pp — dz. Hic quidem imprimis monendum est, cum in figura quantitates evanescentes reprae- 
sentari nequeant, iisdem nos quantitatibus, quae ante incrementa finita designabant, ad differentialia 
repraesentanda uti. Requiritur ergo ad hoc animi fictio, qua non tam ipsa linea Pp, quam ejus 
quasi pars infinitesima differentiale dx exprimere concipienda est. Punctum scilicet p continuo 
propius ad P admoveri fingendum est, et tum, cum in P revera incidit, atque adeo intervallum Pp 
evanescit, praebebit Pp differentiale dx. Quanquam ergo intervallum Pp in figura finitam habet 
magnitudinem, tamen id mente tanquam infinite parvum et evanescens concipi oportet, hocque modo 
quaevis differentialia, etiamsi revera sint nulla, per figuram repraesentare licebit. 

9. Si igitur intervallum Pp tanquam infinite parvum concipiamus, ut sit Pp — dx, incremen- 
tum applicatae mn, quod ante erat finitum — Ay, nunc differentiale dy repraesentabit, ita ut sit 
mn — dy. Quamvis autem utraque linea Pp et mn sit infinite parva, tamen ratio, quae inter eas 
locum obtinet, erit finita, quoties differentiale functionis y ad differentiale dx finitam tenet ratio- 
nem. Ratio enim dy:dx plerumque est finita, atque eandem rationem habebit mn ad Pp seu Mn, 
etiamsi utraque concipiatur infinite parva seu nulla. Ex quo perspicuum est, etsi in calculo diffe- 
rentiali praecipue quantitates infinite parvae seu evanescentes tractentur, tamen ex iis quantitates finitas, 
quae scilicet rationes differentialium metiantur obtineri, sicque conclusiones, quae inde formantur, 
ad genus quantitatum finitarum vicissim revocari posse. 

10, Quoniam igitur intervallum Pp evanescens concipitur, puncta curvae M et m infinite 
parum a se invicem distabunt, sicque elementum curvae Mm erit infinite parvum, ac propterea 
quavis assignabili quantitate minus. Unde hoc commodi nanciscimur, ut hoc curvae elementum Mm 
tanquam lineola recta considerari possit. Fingatur enim per puncta M et m duci corda Mm, hujus 

longitudo eo minus a longitudine arcus Mm discrepabit, quo magis arcus Mm diminuatur, hincque 
isto areu in infinitum diminuto,‘ omne discrimen inter ipsum et cordam subtendentem evanescet, 
abibitque ratio arcus ad cordam in rationem aequalitatis. Continuo enim diminuendo distantiam 
punctorum M et m, quamdiu curvatura in arcu Mm deprehenditur, ulterius distantia Mm diminuatur, 
ex quo manifestum est, si distantia haec in infinitum fuerit diminuta, rationem aequalitatis inter 
arculum Mm et ejus cordam intercedere debere. 

11. Hac ergo consideratione ad infinite parva translata, triangulum Mnm, quod quamdiu in 
finitis versabamur, erat mixtilineum, nunc evadet rectilineum, ideoque ejus hypotenusa Mm per 
theorema pythagoricum assignari poterit. Cum enim in triangulo Mnm ad n rectangulo sit 

| Mn=Pp=dax, et mn=dy, 
erit hypotenusa Mm V(dzi-r- dy?). Exhibet autem haec lineola Mm differentiale ipsius lineae 
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linese. curvae M, et hano: ob -rém etsi ipsa. libea curta plerumque per quantitates. aet y. exprimi 
meqeit, famen ejus: differentiale per quantitatum =. et. y diferentialia: commode exprimitur. . Quo 
commodo cüm differentiae finitae careant, perspiowum : est; quom utilitatem: siipra: infinitorum 

sit allatura. : EE ^ D 
- 49. Cum y sit functio ipsius. m, ejus. differentiale p brjumodi foros pda: habebit, abi P 
erit functio ipsius .x .per differentiationem : cognescenda...-Quare ob -dy'— pda, dilferentiale. ipsius 
lineae .curvae Y'(da* -&- dy*) induet hanc formam dzV(1--pp) Quodsi ergo longitudinem curvae, 
abscissae AP = x: respondentem vocemus — 3, etiamsi. haec quantitas s plerumque finito modo per 
c ety exhiberi nequeat, tamen ejus differentiale facile assignatpr, cum sit ds == dzy (1 pp). Hine 
igitur vicissim via patet ad longitudinem lineae curvae s s inveniendam; id enim ı solum requiritur, ut 

eurvae r aped. | Hoc : autem opus ad calculum integralem pertinet. - | | 
43. Quonigm in infinite ÿ parvis triangülum Mn fi rectilineum, ejus um Mnm assignari polerit, 


eritque =z t dedy. Cum igitur totius areae, que linea. curva et coordinatis cer includitur, 
differentiale seu incrementum infinite. parvum .sit trapezium | PMmp, id quoque. exhiberi. poterit, 
Frapezium ‚enim | PMnp censtat duabus partibus, rectangulo PMnp, cujus area est — yd», et triangulo 
Mni — y dady, nnde area. trapezii, atque. adeo. differentiale areae erit — ydx + 1dedy. Osteosum 


autem est supra terminum + dady prae/ altero ydo evaneseere. Cum enim sit ' : 


vam C yde ++ -dedy = (rx 1 dy)dz: et y--3 idy—y, ob dy =0, 
erit areae curvae ‘différentiale — ydo “aride quantitas, cujus differenliale = = = de exhibebit aream 
inter lineam curvam et coordinatas æ et y conteptam. ' 

18. Hinc etiam infinitarum aliarum quaititatum, quae ipsae per = et y exprimi nequeunt, 
differentialia assignari poterunt. Concipiatur curva BM circa axem AP converti, ut generetur soli- 
dum rotundum, atque hac rotatione trapezium PMmp generabit conum truncatum, cujus soliditas 
praebebit dífferentiale illius solidi rotundi; superficies autem convexa'istíus coni truncati differentiale 
superficiei solidi rotundi. Ad haec differentialia exprimenda sit 1: ratio diametri ad peripheriam, 
seu radii ad semicircwmferentiam, erit circuli, radio PM —y descripti, peripheria — 2xy, et area 
"yy; circuli autem radio pm — y + dy descripti peripheria = 2n(y + dy) et area = x(y + dy}. 
Jam pro ‘différentiali superficiei erit 'semisumma circumferentiarum utriusque ‘basis coni truncati 
= my --n(y + dy)2= 2ry, quae per latus coni Mm'— Y (dz* 4- dy?) multiplicata dabit differentiale 
superficiei solidi rotundi — 2ryY (da: -a- dy*) — 9 ydz'V(1-1- pp); posito dy — pda. 

15. Soliditas autem hujus coni truncatl, quae dat differentiale soliditatis solidi rotundi, secun- 
dum regulas stereometriae reperietur, si ad summam basium yy + x(y + dy) addatur media pro- 
portionalis inter easdem ny(y-rdy), eritque aggregatum = 3zyy + 3xydy + ndy* = 3nyy, ob 
reliquos términos prae 3zyy evanescentes. Deinde triens bujus summae' zyy multiplicari debet per ' 
altitidinem coni scaleni Pp — dz, eritque productum zyydz soliditas coni truncati, simulque diffe- 
tentiale soliditatis solidi rotundi; unde ope calculi integralis vicissim tain volumen istius solidi rotundi 
quam ipsius superficiei inveniri poterit. | 

L. Keleri Op posthume T. I. | | bh 
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16. . Praeterea hic quoque diligenter observandum est, in ealoulé: omnia differeatialin perpetuo 
tanquam affirmativa spectari,  Soilicet: quantitas variabilis quaecunque: z in stata sequenti préxime 
semper in z-i- dz abire assumitur, sivo ed crescat; sive decrescat; et cum differentiale : sit: differentia, 
quae remanet, si quantitas variabilis z a suo valore sequente z-1- dz subtrahatur, erit -4- dz semper 
ejus differedtiàle. ,Nihile tamen minüs hoc,medo omnium ‚quamlitstum, sive:isint crescentes sive 
deorgscentes, differentialia diätinete ‘exhibentuÿ;: si enim: z..crescaf, ejus differentiale dz affirmativum, 
sim decréscat, negativant välorem -habefe ' hiveniter. Sic si sit z=— E eri die, unde 
manifestum est quantitatem t decrescere, dum c crestit. "Hac autem bypóthesi idnititur- cimstantia 
regularum ändiydis infinitorum, ‘udde summus usus in calculum. redundat. ' 


17. Quodsi autem figurae. veritati conformiter delineentur, atque in iis differentialia modo' ante 
exposito repraesententur, saepenumero ea a calculo discrepare. videbuntur; neque tamen hinc ulla 
confusio, si ad principia sedulo attendamus, oriri poterit, quin potius, si ab hac lege recederemus, 
maximis difficultatibus implicaremur, unde nos extricare non possemus, nisi novis calculi , differentialis 
regulis stabiliendis. Sic si quantitas variabilis & (Fig. 3) linea recta AP repraesentetur, eaque in situ 
proximo abeat in 4p, haec linea Ap per æ+- dx designari debebit, eritque propterea Pp—4p —4P— — dz. 
Si quis autem hoc decrementum Pp per dz exprimere velit, .atque ideo Ap = = — dz statuere, is 
contra principia calculi differentialis stabilita peccaret, vel. aliis regulis'ad ealculum prosequendum 
uti deberet. Praeter necessitatem autem bas regulas. multiplicare ridiculüm foret, as 

18. Omnis autem ambiguitas evitabitur, si, postquani singulas quantitates in, calculum ingre- 
dientes suis litteris denominaverimus, easdem quantitates in'situm proximum' translatas iisdem litteris 
suis differentialibus auctis designemus. In figura autem, si lineis principalibus - litteras majusculas 
adscripserimus, iisdem in statum proximum translatis, easdem litteras minusculas adscribemus. Sic si 
(Fig &) in curva BM. ad axem AP relata vocetur abscissa AP=z, et applicata PM=y, in sita proximo 
erit abcissa 4p —2-r-dz, et applicata pm —y.-i- dy. Unde njanifestum est fore Pp— 4p— 4P —dz, 
et ducta ma. axi parallela, erit particula Mn.— PM—pm — — dy. Imprimis igitur attendendum est ad 
quantitatem variabilem primariam, cujus reliquae tanquam functiones spectantur, qua cautela adhibita 
omnes difficultates, quae alias subnasci possent, sponte. evanescent. 


. 19. Neque.etiam opus est, ut omnes quantitates variabiles ab eodem 2 axis puncto initium trabant, 
a quo abscissae computantur; sed nihil impedit, quominus . reliquae quantitates variabiles ad aliud 


e principium referantur. Sic etiamsi abseissarum AP (Fig. 2) initium in axis puncto À collocetur, 


fieri potest ut, exempli gratia, area curvae BPM ab alio puncto fixo B aestimetur. Positis enim 
coordinatis 4P— x, PM — y, si vocetur area BPM — e, erit puncto P:in situm proximum p pro- 


“moto, 4p —az-- de, pm — y -- dy, et area Bpm — e -- de, ynde cum sit de — PMmp, erit ut 


ante de — yda.. Simili modo, si (Fig. &) sumtis abscissa 4P — c, PM=y, area CDMP a puncto . 
fixo C computetur et ponatur — v, fiet omnibus in situm proximum translatis, area CDmp = v + de, 
eritque ergo de = — PMmp = — ydz. Atque si arcus DM positus fuerit — s, erit. Dm = $ + ds, 
et ds — — Mm — — V(dx°+ dy?). Haeque animadversiones sufficiunt ad calculum cum figura 
conjungendum. 
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260 Quse: ‚hastenus de diffeneatielibus: applicatarum, aréerum et arcmum ourvag sunt. tradite 
proprie: tantuiil :ad..ejésmedi curvae. pestibent, quarum. applicatae sunt funefiones uniformes ahscis- 
sarum, ita ut unicuique abscissae unica tantum applicata respondeat. Si enim eidem abscissae plures 
epplicatae respondeant, ..alii ahscissae,: priore seilinet quapiam :quantitats aucta] totidem applicatae 
sespendebunt,. nique applicatsie-incrementgm multiplex esse epartebit:. quaelibet namque applieatarum 
priorum, a;quillibet postesiorum: subtracta, relinquet residuum, qued: applicatae inerementum repraesen+ 
tabit. Simili modo hoc casu eidem.abscissae plures respondebunt areae, ac propterea: eidem abscissae 
imorememko multo- plura -areerum. igcrementa; sicque apparet functionum ,matiformium. ipckementa 
ste quoque fujictiones multiformes... His ergo casibus, si :ex. dato absciesse inexemento quaeratur 
jacrementum applicatse. vel ateae, quaestio. ndn erit determinata, sed plures: responsiones: postulabit, 

91. Quae quo clarius perspiciantur, ponamus applicatam y':esse functionem. triformem ipsius 
abscissae x, seu eidem abscissae (Fig. 3) ‚dP >arespondeant. tres ppplicatae 1 PM, PM’ et PM", quae omnes * 
in valore litterae y ed quod evenit si y per hujusmodi aequationem cubicam exprimatur 
y!— Py!-- Qy — R — 0, existentibus P,,Q,. R, fnnetionibus quibuscunque ipsius æ. Hujus ergo 


aequationis pro deri. AP — a tres radices erunt PM,.PM ' et — PM", propterea quod ultima 
in regionem negativam cadit. Quare ex natura aequationum erit | 


P=PM+ PM — PM" | 

 @=PM.PH'—Ph. py = -PA. LS 
t "R=—PM. PH. PM" UU 0 Po tonat 

92. | Ponaihus Jim. "abseissarh c Incremento ‚ac prinio quidem Enito "4x äugeri,' ita ut sit 
4p dd de e Pp = = da. Applicata. ergo Y abibit in dr, quae in figura denotabit tres | 
applicsias pm, pm’, — pm” . Cum igitur y designet ' quamvis ex applicatis PM, PM’ et — PM", 
differentia dy cahibere debet singulas différentias inter has et illas applicatas, unde 4y sequentes 
"novem denotabit valores: u “ Uer one ee inm HEN 

14. pn — PM, » ph —PM , 7. —ph — PM 7 
CES pare PM, 5. pe PM, CB. — pm RM Ui 
3. pn -- PM", 6. pm'+ PM", 9, WIM": : 
Quamobrem necesse est ut Ay per aequationem: neni grados determinetur. Scilicet si ipsa quantitas 
y eliminetur, 'prodibit aequatio, in'qus quantitas /y ad nonum gradum ascendet. | -.- :. 

23. Ad hanc aequationem inventendam' ponatur in aequatione pro curva y? Py + Qy — R z 0, 
æ+ Az loco x, et y fy loco y; ét cum sint P, Q et R fuhctiones ipsius æ, eae, si pro = pona- 
tur +de, abeant in P--AP, Q+-49'et R--AR. | Sicque prodibit liaec aequatio 

coy! -e3y Aya Jydy* + 47° oer EM oa ane 
Pp iaPydr- PAS : | 
—Y AP—2YAPAy—APAY | .. 
r#Qr+Qdy  . ... . poc 
+Y4Q+ 4047 
— R 
— AR 
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Si jam. ex hac aequatione cum priori .cenjuncta littera y eliminetur, et Ay tanquam incognita 
spectetur, orietur aequatio n novem dimensionum, eujus redices erunt novem illae difereatiae supra 
AY : " i 
- St quis hunc' eliminationis. laborem ‘in se à socipere velit, revera .ad | anquationen novem 
aineioou perveniet: ‘Neqne:vero hae eliminatione. est: opus; cum enim y per priorem aequatienem 
cabicam detur, unde tres nanciseitur valeres, qui si tanquam cogniti:spectentur, ex:altera aequatióne 
pariter cubica incognita. #y erui poterit, quae:pariter ternos sortietur valores. Quia. autem in.hos 
tres valores ingredietur. variabilis +, quae jam per se triplieem habet valorem, si ejus loco hi valores 
seorsim .substituantür, omnino novent ipsius: Zy povenient walores, qui erunt. & ipsi valores, quos 
supra exhibuimus. : Ad boc autem commodius puede. prior segunt à periere raberebi poterit, 
sicque reliuquetar sequens aequatio | | | 
7 s —y* AP + 3y Ay 4354: + dy? B 
,+740— 2PyAy = Pay ^| .—— out ts Ä 
BE AR SAP AY — APA? m 0077:  —- 
e aud cet n | ue Le 
Mar om ETE TERME : : oq 


25. Quemadmodum igitur, si y fuerit functio triformis ipsins e , seu si definiatur per aequa- 
tionem cubicam, ejus incrementum 4y novem induit yalpres, ita si aequatio, qua applicata y deter- 
minatur, habuerit quatuor dimensiones, ejus incrementum 4y, | quod pariter, nisi Y eliminetar, ad 
quatuor dimensiones exsurgit, omnino sedecim. habebit valores diversos. Atque i in genere si applicata 

y per aequationem . A. dimensionum definiatur, ejus iücrementam dy aequatione totidem dimensionum 
determinatum reperietur, totidémque habebit. valores, > in. quibus etiamnum inerit Y, quàe cum ipsa 
. habeat valores, incrementum Ay omnino nn sortietur valores, qui erunt differentiae inter singulos 
valores ipsarum y et y.ct- Ay. E EN nonu d 

26. Ne igitur tanta-sit valorum. incrementi Ay maltitado, considecenes aequationem quadratam, 
quae duos tantum pita x exhibeat valores, sitque ^...  , |.  ,: 

Í Un y — PyQ=0 , 
ubi P et Q sint functiones | quaecunque :ahscissae c, et..y. denotet applicatam, Es hac ergo sequa- 
tione commode anibo- valores: ipsius- y .exhiberi. possunt, qui. sunt - - . 
E c. bo os. XE P2a-Y(P'-— 9). & y—P--Y(P— Q). TT | a 
Crescat nunc äbscissa c ihcremiento -4æ,: hincque ; fus functiones -P et Q incrementis AP et 40, 
applicatae vero y incrementum sit Æy, quod propterea hac aequatione exponetur 


bí 


yy  --2ydy | NN 
—9Py —2P4y o c—] o 
— 2ydP — 24PAy 0755 =Ÿ 
+ Q | B 
+ 10 7 


vel priori aequatione ablata, hac 
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6000 07007 C—QydPu-9ydy-dy* 1: ni 00 27i BI sx 
' ^, E 1. " + 4Q a 2P4Ay : | : zz. : TEM TENET ct} à " " 4 
co mt ^0 -RÁHPAy 5 |]: Coo rb uon! eui di] 


21. Quodsi jai! ex hac: aequatione quaeratur icrementum ' udy, repetietur— - sas Qu 
My my bae APE y? —8rP + PÍ-- 2PAP + IP 10) | 


qui bini valores, si loco y ejus valores ambo ante inventi  substituantur, abibunt in quatüor valorei 
ipsius Ay, qui his binis formulis continebuntor | | 


A = 4P3- + Y (P! — Q) + y(pi— Q -- 2PAP + AP°— 40) 
dye 4E (P Q) Y(P— 0 2PAP + AP 40). 
seu in ‘unjta: formmia erit 
Aÿ= dP -y(Pt— 0): + y(P*— Q4 + 9P. AP + AP — 4Q). 
28. Pönamüs jam incremientum ipsius z,. quod in his valoribus finitum. est- assamtem, fieri 


infinite parvum, eruntque functionum Pe&Q incrementa AP et 40 pariter infinite parva, abibuntque 
in dP et dQ. Hinc erit 


y(P-— Q-c PAP api al) = ve Qe Nana 
unde quaterni ‘pas dy valores erunt . f mE | 


__ a_ Mte 
Du eye" 0)+dP (PI — 9) Mo. —— | ) 


i 


1 


rt t 


DT er 
QPdP + dQ 
dy —dP— qvo — 9) 
Ex his apparet binos priores valores ipsiüs Z/y non obstanté incrementi dx parvitate infinita, esse 
finitae magnitudinis, binos autem posteriores esse infinite parvos; hisque casibus ob V(P*—Q)-zy — P, 


- uo CALL $PéP— dQ -- $ydP —aQ-- 
erit dy —dP + — —— NSP ar 


qui valor quoque per differentiationem consuetam eruitur. 

29. Scilicet si ponamus binos ipsius y valores in'figura esse PM et PM’, qui abscissae 
AP = «v. respondeant, aigue abscissae suo. differentialj janctee, fp = c + de respondere applicatas 
pm et. Lu quae per j'rt- dy exprimentur, incremeptum .-4y hos quatuor hahebit valores 
| 0005. 9t {pm PM, ^3. pn'— PM : | | 

| 2 pm PM, . 4: pm'-—— PM: | 
quorum duo, nempe secundus et tertius, erunt finitae magnitudinis, primus autem et quarts Infinite 
parvi. Illi ergo duo valores, cum 'sint finiti, non pto differentiali ipsius y haberi, neque per dy 
exprimi poterunt, sed soli duo posteriores, qui cum sint infinite parvi, differentialia utriusque appli- 
‘catae repraesentabunt. Ductis nimirum "axi AP parallelis lineelis Mn et M'n', erit mn differentiale 
applicatae PM, et —m’n’ differentiale alterius applicatae. PM’. : 
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30. Simili modo, si uti in figure. .applicàta: y (tris abeat valores, tum ex novem valoribus 
ipsias /y tres erunt infinite parvi, siquidem pto" imcremeríto abscissae sumatur ejus differentiale dz. 
Isti scilicet tres ipsius Ay valores ibfinitel ,párvi eruat: Bm — PM — mn, pm — PM' — —m'n' e 
— pm” + PM" — —m" Rn ‚Aula videlicet, “applicatan pm" et PM”. sunt negativae.. Hae igitur tres 
lineolae mn, iin n Xm "n. uat valores. ppp ipsius Y. ideoqne per dy designari 


, *« 
19, 


facientes facile a reliquis inutilibus segregare liceat ; Dam nisi dilferentia Za infinite parva statuatur, 
tam facile ex novem illis jpiius Ay valofibus, ' qui  bnines" éssent Rniti, à, qui" differentias duarum 
applicatarum in eódem curväe Faıno sumtarum dehoótht, separari don pessent. ^ 

31. Cum igitur hic ii tantum ipsius 7/y valores requirantur, qui sint inSaite parvis et focum 
ipsius dy tenere q&üpant, püriamus' dy" Voce :Jy, ét: dP, dQ'et AR pror AR, 4Q et AR, neglectisque 
inihequatiqne. (25), innen emisit, in quihus .diferentjalia plures, obtinent. dimepsiopes, ‚abebitr 


LARRY 1 "uds E at CN NN ge cs EAM a 4. T iu o nares 
dE + ydQ — — dii adr — Pr + Or. Loue 
Qu Aie -dP — yiQ-rdR e 
Qe! ex um Ii 7 drm TQ (Nd 


Quanquam autem hic unicus duntaxat:pro dy valor invenitur, tamen qoia ipia applicata: y triplicem 
habet valorem, hinc etiam trescvalomes: pro dr griqntur. Scilicet s pro y ponatur PM, tum prodit 
dy = imn; sin ponatur PM’ pré Y. fiet dy — —n' n'; at si pro y substituatur — PM”, invenietur 
dy — —m'n.. " ee e su . 

32. Hinc perspicitur has applicatarum Miffesentias infinite ‚parvas dy, quae prodeunt dum 
abscissa æ suo differentiali dx augetur, per rela éonsuetas ealcili differentialis inveniri. Si enim 
aequatio proposita here Le 77 Sí 
TTD ansa hi ED 55 9 rues |» eT aen, TED 
üiferentietur, ptodibit. : DEEE f 

ayrar e 2Pray — HP > - où + - ydQ — AR = 0, 
unde ogitur, uti modo invenimus: — 


nn |. gap yuQ ar 
Qro don eU en. er. dp TER i pro! 


Quoéiroá ila differentislis etim “fonctiohium multiformium ea ipsa robot differentialia, quibus 
opus habeñüs! "Neque enim quasvis ‘requirimus differentias inter singalos applicataram valores prae- 
cedentes et sequentes, sed eas fatum, quaë ad unum eundemque ramum pertinent. Ex his enim 
differentiis determinari debet positio -tingontium et normalium aliarumque quantitatum a curvatura 


pendentinm. . 


33 Quóténnque ergo spplientae in. eadem limea curva: eidem sbecissae respasdeant, pniuscujus- 
"que"inerementum vel decreméntam assignari, sieque plures rami, ex quibiis linea curva componitur, 
'tenquam totidem lineae simplices comsiderari possurit. Quaecunque enim fuerit aequatio inter abscis- 
sam æ et applicatam y, ejus differentialis esit. hujusmodi dy—Zdr, denotagte Z functionem ipsarum ' 
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a: et y. , Quodsi ergo: ralôres fpsins y fuesiht! p;:qv. r,' 8, :8to.,, sise -fascione. Z pro .y; ponatur 
| xalor p, prodibit: incrementum, àpplicathe ipi similique -tbedo sj PR: y: successive. ponentar, volores 
q, r,'s, etc, quantitas :Zd» harum applicataram-diffèrentialia exhihebik Hinc. tgo magis. confrmantus 
et illustrantur, quae.in libro superiori de. differebtiatione. functionuni. mülüformium: sent; tradita... i. 
3&. :Quoniani ergo pro .differential dy totidem wälores nanciscimnr,: quot! ipsa;applicata y 
diversos sortitur valorés, totidem. inde- quogae:.resultabunt .‚expressiones: ;piro! différentisbbus singulo- 
rum curtse,ramorum. Sciliéet cum. ante. invenerimus elementum :seu differebtialé.. lineae curvae. per. 
V (de? + dy?) exprimi, si pro dy substituatur valor mn, tum V/(dx*-+ dy*) praebebit elementum Mn, 
quod est differentiale :arcus M; ‚sin autem pre dy substituatur -—m'n',, endam expressio dabit 
differentiale arcus..DM'; ae si flat dy m'a", tum y (dz*-1- dy?) exhibebit differentiale arous EM”. 
Simili ergo modo qnoteunque linea curva babuerit ranios,; eidem abscissae respondentes, hinc, singulos 
istos ramos. seorsim. dimetiri. licebit; quod argrumentum fusius. pertraotabitur, ubi de dimensione 
um turvaram sermo: instituetar. ; ELEM 
: Quae: hactenus. explicavimus .ad eos tantum. casus, quibus natura curvae sequalione. inter 
binas: ordinate orthogonales exprimitur, pertinent. Interim tamen ex his quoque facile perspicitur, 
quemádmodum, si coordinatae. non fuerint normales inter se, sed ad datum quemvis angulum incli- 
natae, differentialia ad figuras transferri debeant. Quin etiam, si natura curvae. alio. quocumque 
modo exprimatur, | applicatio . calculi ad figuram. nullam fere .babebit difficultatem; atque si ulla 
supersit,.ea in sequenti tractatiane prorsus tolletur. (elnrwm. in: hujusmodi investigationibus omnis 
vis in eo est posita; quod differentiale ipsius lineae- curvae slenquam .lineola recta spectari. possit; 
idem enim :modus, quo. hoe pro coordinatis orthogonalibus ést.estensum, neque ad: omnes alios modos, 
naturam cürvarum exprimendi .patet. £o dono s i "à 


Caput EL. 
De tangentibus linearum curvarum. 


1. In capite praecedente vidimus particulas infinite parvas  enjusvis lineae curvae tanquam 
lineolas rectas spectari posse. Hancobrem omnis linea curva instar figurae rectilineae, cujus latera 
sint infinite parva, considerari poterit; definitio autem  nostra.ipfinite parvorum, qua ea prorsus 
evanescentia nihiloqne aequalia statuimus, omnes difficultates, quae vulgo contra hanc propositionem 
allegari solent, penitus tollit. Quando enim dicimus. lineam. curyam per multisectionem in infinitum _ 
repetitam in. particulas rectas secari, nihil aliud affirmamus, nisi hoc sectionis modo nunquam prorsus 
ad particulas, quae sint lineolae rectae, perveniri; sicque ab iis non dissentimus, qui negant ullas 
linearum curvarum particulas, quantumvis sint exiguae, unquam recte pro lineolis rectis haberi. 
Quamprimum autem particulae infinite parvae considerantur, eae a particulis infinite parvis lineae 
rectae omnino discrepare non possunt. 

2. Quo baec clarius intelligantur, primo quidem nullum est + dubium, quin omnes partes lineae 
rectae, quantumvis sint parvae, sint pariter lineolae rectae. Quocirca quaudo dicimus particulas 


* 


359 —— Coo C LSEULERI OPERA PPOSTHUMA.  : Analysis. 


Pwfhiite; parvis Inesruni 'eurvarum pro 'lineolis retis: haberi 'posse, nihil aliud dicimus, "nisi particulas 
Infinite parvas: linearum curvarum a particelis infinite parvis: linede rectae.nem differre. Quo ulterius 
étiim linea eurva :dividitur .et in minores particulas. seeatur, ep magis discrimen a curvediae ortum 
diminuiter ; 'si'enim.'arcus cujusvis.curvae corda: subtendátur, quantumvis. sit discrimen inter areum 
et ejus eordam, lioc discrimen: continuo' fiet minus, quo minor arcus capiatur. Hineque recte con- 
cluditur, ‘si árcus in infinitum dimingatur,. discrimen inter eum ejusque cordam. penitus evanescere, 
atque: 'adeo partíéulam ' tafinite parvam cujusque À laeae curvae pro lineola recta. infiaite . parra haberi 


5 Hujus pritioipii. etiam -insignis solet esse usus .in geometria elementari. Uh enim quadra- 
tufa- Siret investigatur, iibi assumitur area circuli aequari polygono infinitorum laterom, circulo vel 
inscripto ;vel cireumseripte.' Drum. enim 'cireulo polygena regularia inscribuntur, mox apparet omnia 
quidedr' oitculo ' esse. minora; : interim tamea quo plura! ex -habeant latera, eo minus ea a circulo 
discrepare. Unde colligitur, si numerus laterum polygoni in infinitum. augestur, tum diserimen inter 
ejus! aréam:-et "aream: circuli omnino-eyanescere; quae convenientia quoque contrario rnodo in polygonis 
eircumstriptis: locom habet. ' Neque véco soluin area polygoni infinitoram laterum sive inscripti sive 
cifeumseripti::aequalis est: arese circuli, sed etiam ejas perimcter' aequalis censetur peripheriae circuli; 
quod 'adiniti? nen'pesset, nisi arculi circuli infaite parvi suis cordis essent aequales. : 

7 ke, ^ Contra-hanc areulorum cifcali-infuite parvoram cum suis cordis convenientiam ab iis, qui 
in;mechaniea sunt versati, grave: argumentum allegari solet. Cum enim descensus corporis .gravis 
super hrcu eireuli''usque ad ejus imum punctum investigatar; deprehenditur. tempus descensus non 
evánescere, etiamsi arcus in infiaitum diminuater, quo case suae subtensao: fit aequalis. Deinde 
omnes descensus corporis super singulis cordis in imo circuli péncto terminatis aeque: diuturni in- 
veniuntur, neque tamen si et arcus et corda infinite parva statuantur, tempus descensus super arcu 
aequale est tempori descensus super corda. Hocque vero casu is valde falleretur, qui arcum et 
cordam, etiamsi utrumque sit infinite parvum, inter se confundere vellet. Verum cum hic tempus 
déscensus super arcu quamvis infinite parvo, tamen sit finitum, hoc ipso investigatio ab infinite 
parvis ad finita est traducenda, ita ut haec óbjectio in praesenti instituto nullam vim retineat. Hic 
enim. pfüs on affirmamus, quai inter artus et’ cordas évanescentes rationem aequalitatis intercedere, 
quam ista óbjectio non infringit. | | 

© 5. "Quamvis elementa infinite parva cujusque lineae curvae aliter nisi puncta concipi nequesni, 
ideoque in illis nullae dentur partes ullam longitudinem constituentes; tamen calculus nobis cujusvis 
elementi directionem exhibet. Dum enim (Fig. 2) triangulum Mnm continua diminutione intervalli Pp 
in infinitum diminuitur atque in rectilineum abit, ob rationem inter ejus latuscula finitam, angoli 
ad M, n et m erunt cogniti, hincque inclinatio elementi Mm ad elementum Mn, quod axi AP paral- 
lelum concipitur, innotescet. Etiamsi igitur revera elementum Mm tanquam punctum in se nullam 
habeat directionem, tamen sí cum sequente consideretur, plaga, secundum quam cum eo connectitur, 
directionem determinabit. Hanc directionem quoque hoc modo concipere licet, dum triangulum Mnm 
adhuc est finitum, intelligatur in eo ducta corda Mm cujus directio ergo erit nota; jam triangulum 
Mnm diminuendo , 'directio cordae continuo mutabitur. Sed ita tamen ad ceríam quandam 
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directionem jugiter propius aocedet, quam- attingere censenda erit fum, cum triangulum in infinitum 
erit diminutum. | 

6. Omnes autem difficultätes penitus evanescent, si genesin linearum curvarum ita imaginemur) 
ut motu puncti super plano incedentis describantur; Sic enim linea curva' BM erit quasi via, 
secundum quam punctum ex B in M est progressum. Hoe modo linea recta describitur, si punctum 
in motu suo perpetuo eandem servat directionem; linea curva autem, si ejus directio centinuo 
immutatur. In. quovis autem lineae curvae BM. loco punctum istud. :deseribens certam habebit 
directíonem, sine qua motus consistere non posset; atque in triangulo infinite parvo Mnm hypotenusa 
Mm repraesentabit directiopem, secundum "quam punctum »illud, cum in M pervenerit, motum suum 
prosequitur. Hancobrem angulus mMn monstrabit- inclinationem illius direetionis ad axem AP; ex 
angulo autem Mmn constabit, quantum directio puncti lineam curvam describentis ad applicatam 
PM inclinetur. 


7. Ducatur, per punctum curvae M linea recta indefinita TM, quae ad axem AP (Fig.6) vel rectam 
ei parallelam Mn eandem teneat inclinationem, quam in triangulo infinite parvo Minn habet hypo- 
tenusa Mm ad. basin Mn, atque haec recta T HP ita exprimet directionem puncti motu suo lineam 
curvam {SM describentis, ut si hoc punctum eandem directionem, quam in M habet, invariatam 
retineret, ipsam lineam rectam MP descripturum esset. Hujus ergo lineae rectae T MF elementum 
infinite parvum Mm, quia ad Mn eandem habet inclinationem, quam tenet elementum lineae curvae 
Mm, cum hoc elemento congruet, atque adeo elementum Mm commune erit lineae rectae TM et 
curvae AM. Quamobrem ista linea recta TMF tanget lineam curvam in puncto M; linea recta 
enim tangens lineam curvam ita definitur, ut cum linea eurva in eo puncto, ubi est contactus, eandem 
directionem habere dicatur. 

8. Si igitur pro coordinatis orthogonalibus AP et PM vocetur abscissa 4 P — v, applicata 
PM — y, in triangulo infinite parvo Mnm erit Mn — Pp — dx, mn—dy et Mm — y (da? + dy*), 
et angulus mMn metietur inclinationem tangentis T MP" ad axem AP, .eritque si tangens axem in 
puncto T secare ponatur, angulus PTM — mMn, unde ob angulos ad P et n rectos, triangula 
TMP et Mmn inter se erunt similia, ac propterea latera proportionalia. : Fiet ergo . 

mn (dy): Mn (dz) — MP (y): PT(L7)» ideoque  PT— a 
Hinc in axe definiri potest pungtum T, ex quo, si per punctum M agatur linea recta TMP, ea futura 
sit tangens lineae curvae in puncto M. Vocari autem haec linea PT solet substangens. 

9. inventa ergo pro quavis curva, cujus natura aequatione inter coordinatas orthogenales 
exprimitur, subtangente . PT = tangens curvae in puncto M expeditissime ducitur, ducendo 
scilicet per puncta T, M linea recta TMF. Longitudo autem ipsius lineae tangentis MT erit. 

= Meta) 9/). Aliis quoque modis punctum T, quo tangens determinatur, assignari potest: sic 
ejus distantia a puncto A, seu intervallum AT. erit = D —_ = v M | Sin autem punctum T 
nimis longe excurrat, commodius in linea reeta AB ad axem. normali definitur punctum S, per 


quod tangens transit. Namque ob triangula similia TAS, Mnm, erit dx : dy — AT.: 4S, ideoque ob 
L. Euleri Op. posthume T. I. | . 45 


L 
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Vel ducta MQ axi 4P parallela, ob 4Q — PM — y, erit Qs— 7. Hinc invento puncto S, linea 
recta per ambo puncta M et S ducta curvam in M tanget. 0 

10. Cognita tangente ad curvam, facile linea recta duci poterít, quae cum curva angulum 
quemounque constituat; quaevis enim recta ad liseani curvam in dato puncto aeque inclinata cen- 
setur, atque ad tangentem in eo puncto. Sic si per punctum M linea recta .duci debeat, quae sit 
ad eurvam normalis, totum negotium absolvetur, si ad tangentem MT in puncto M normalis 
educatur MN. Hujusmodi recta MN, quae in geometria sublimiori frequentissime occurrit, normalis 
appellari solet, et portio axis PN, inter applicatam et occursum normalis cum axe intercepta, sub- 
normalis vocatur. Cum jam triangula Mmn, MP sint pariter similia, erit 

dx : dy = PM:PN ideoque PN— . 

Facile ergo per differentiatiónem invenitur subnormalis PN, hincque recta per puncta M et N ducta 
erit normalis ad curvam in puncto M, quoniam ad tangentem est perpendicularis. 


11. Ponamus ad curvam in puncto M duci debere rectàm MO, quae cum curva angulum 


' quemcunque datam O MT constituat. Sit iste angulus TMO —: 9, et ponatur angulus TMP — o, 


ita ut sit sin à — jc cr a et = aan 
erit in riangulo PMO angulus PMO— q — o, atque cos (g — a):y=sin(P—w):PO, unde fit 


__ y(tang 9 — tang o) 
PO = y tang (p — 9) — 1 + tang y. lang o 
| —-5 — Vy ting p — de) (dy sin p — de np), 
At est tang 0 — > ergo P0 — dy+ drtangp | su PO— dy cos 9 + dz sin p 


Hinc sequitur si angulus OMT — g debeat, esse rectus, ob sing —1 et cosæ—0, fore POo=PN=". 


Sin autem angulus 9 debeat esse nullus, seu MO in ipsam tapgentem incidere, ob Sing z-0 et cosg — 1, 


erit. OO =— ri =— PT, wi pro tangente invenimus. 


19. Hoc modo non solum tangentes et aliae lineae rectae ad curvam uteunque inclinatae duci 
possunt, si applicata fuerit functio uniformis ipsius abscissae, sed etiam quotcunque curvae puncta 
eidem abscissae puncto P respondeant, ad quodvis punctum duci poterit. tangens. Si enim applicata 
y tres habeat valores, puta PM, PM’ et — PM" (Fig. 5), ex aequationis resolutione non solum 
singuli cognoscentur, sed etiam. neue differentiale dy. Habebußtur ‚ergo tam ‚pro y quam pro 


dy tres valores, qui in formula 4 substituti dabunt subtangentem pro quovis puncto. Vel si sit 


dy = pda, existente p functione rationali ipsarum æ et y, formula > »". si ponatur y= PM, dabit 


subtangentem pro puncto M; sin autem pro y substituatur vel valor PM’ vel PM” ;  prodibit sub- 
tangens vel pro puncto M', vel pro puncto M". | tn 


di 


13. Regulam pro inveniendis tangentibus, si natura. curvae exprimatur sóquatione inter coordi- 
natas orthogonales; aliquot exemplis illustrasse "juvabit: CT 
Exemplum XY. Si igitur curva AM (Fig. 6) parabola ppollenidna, cajus nature inter 


coordindtas AP= = + et PM — — y hac aequatione yy — 2ex eaprünitur. 
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Cum sit. »Y == 2er, erit differentiando. ydy = atkz, ideoque 7- i; FL et subtangens. 


PT — im “= 2x, ob yy = daz 


Tenet ergo perpetuo. sübtangens PT ad abscissam AP rationem duplam. Deinde cum sit subnor- 
malis PN — T ob ydy — adz, fiet PN —a; ideoque in parabola subnormalis perpetuo aequalis est . 
semissi lateris recti. Cum porro sit resecta 4T — AP — c, erit 4S —ir hinc si in puncto S 
ad tangentem MT ducatur normalis SF, erit AF— yy:m— 24; ideoque punctum F est fixum et 
incidit in focum parabolae. Quae proprietates, cum aliunde sint notissimae, veritatem regulae non 
mediocriter confirmant. 

Exemplum 2. Sit curea AM parabola altioris gradus hac aequatione y" * "—s a" x^ 
expressa, cujus tangenlem invenire oporteat. 

Si aequatio differentietur, prodit (m + n) y "* "—* dy — na" z"—' dz, unde fit 


m--n-—1 
“ RT et subtangens PT —— vie (mmy t 


dy na” x 





men 





Jam ob y”*"—=a" x" erit PT— x, et AT—" LE ideoque abscissa AP ad resectam AT 
rationem habet constantem ut n ad m. Tum vero erit substangens PT ad abscissam AP ut m-«-n ad n. 


Praeterea cum sit 


dy na" ;n—1 ^. na" gn—l na" ny? 


2 . 
Substituatur hic a' "a loco y" f ietque PN — —Ÿ—. TD 
(m-- n) 2 


Exemplum 3. Sit (Fig. T) curca AMB circulus centro C radio AC=a descriptas, cujus » 
natura inter AP — x et PM — y hac aequatione yy — 2ax — xx exprimitur. 


Haec aequatio differentiata dat ydy = ade — ad, unde fit 
! : de yy : Jam — k(Qa—2 




















Dei ‘et substangens PT = EEE un, | 
Quoniam vero est AB 2e, erit BP =2a —®, et ob CPzzaà — e, erit PT — T Deinde 
S9ar—zmz- ax AC. AP 
est resecta AT = = — 
° 2 
Porro erit CT = cao c6, 
a—x a— x CP 


: Denique cum sit ydy — ade —ædx, erit subnormalis "y cae CP, unde patet normalem per 

centrum C transire. Quanquam bic pro abscissa 4P — x applicata y duplicem habet valorem, 

alterum. PM, alterum. — PM', tamen quia neque in expfessione subtangentis neque subnormalis in- 

est y, tam utraque tangens MT et M'T' axem in eodem ‘puncto T secat, quam utraque normalis 

MC et M'C per centrum. C transibitt Quae quidem sunt notissimae circuli proprietates. 
Exemplum 4. Si natura curvae. AM (Fig. 6), hac aequatione eaprimatur yy —X, existente = 

X functions quagunque. ipsius x, ejus tangentem in quovis puncto M invenire, 0a 
"Sit dX —- Pda, et aequatio differentiata dabit 2y dy. — Pda, unde fit | 


LES et subtangens PTE 2 
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Deinde cum sit =+ P, subnormalis erit PN = = P, qui valores tam subtangentis quam sub- 
normalis pro utroque applicatae valore +Y X valebunt, quod quidem per se est perspicuum, cum 


partes curvae ad utramque axis partem sitae sint inter se similes et aequales. | 
Exemplum 5.  Positis (Fig. 8) abscissa AP — x et applicata orthogonali — y, sit natura 
cureae hac aequatione expressa yy = 2ay -+ 2xy — aa + xx, ila ut unicuique abscissae AP — x binae 
respondeant applicatae PM et — PM”. 
Aequatio differentiata dabit — 
ydy = ady + dy + ydx +- zdı 


. unde fit de y—a—z 
dy y+z 





ideoque erit subtangens 





ydr 2 yy—ay—zczy — oy-t-zy —aa4-z2 ydr — ,,. .a(y—a) 
Wo 7 TT ywz  ? atque resecta dy = y+e 
Jam ob binos valores ipsius y duo reperiuntur puncta T et T', quorum illud tangenti in M, hoc 
vero tangenti in M' respondet. Erit nempe, si y — PM, AT = — sin autem y — — PM', 
erit AT’ = eu, Simili modo ob > = rg? erit subnormalis 
ydy — yy--ys __2ay-+ Iyz —0a- zx 
d y—a—zrz y—a-—z ? 





quae praebebit intervallum PN si ponatur y — PM; sin autem ponatur y — — PM", prodibit inter- 
vallum PN’ respondens puncto M”. 

Exemplum 6. Invenire subtangentem in lineis tertü | ordini hac aequatione contentis 

| + ay?x + yx! + yx* + 0y? + cyx + Lxx + y + 0x -- (— 0. 
Aequatione hac differentiata obtinebitur | 
dy (3yy + 2oya + Box + 20y + ee + 7) + dz (ayy + 28yx + 3 yam + cy + 252 + 0) — 0 
unde fit subtangens 
— 9y* — Say*a — Pyao — 93yy — eye — vy 


ydo T 35) seu 
dy ayy+ 26yz + 39yzz + cy +2 6x +0 


ydz LL y ze Pyre +3 yz? + 8yy 4-9 ym -4- Mar +2yy+ dx +3 
dy —— ayy + 25yz + ze ++ 962 4-0 


Si hinc abscissa æ subtrahatur, remanebit resecta 


ydx x — Buy + eye rire+ 9ny + 90-95 
dy | ayy-1- 9Byz 24-3 2 + cy + 2624-0. 


Quodsi jam hic pro y ejus varii valores substituantur, prodibunt axis portiones AT pro singulis 
curvae punctis abscissae = respondentibus. 


1». Formula 2 non solum quantitatem subtangentis, quae est portio axis inter applicatam 


et tangentem intercepta, ostendit, sed etiam ejus positionem demonstrat. Si enim £n affirmativum 


habeat valorem, punctum T ad eandem partem applicatae PM cadit, in qua reperitur initium abscis- 


sarum. Scilicet si abscissae JP a puncto 4 dextrorsum capiantür, subtangens A si ejus valor 


fuerit affirmativus, a puncto P sinistrorsum. capi debebit, et contra, si valor i ipsius dy V fuerit negativus. 


Institutionum Calculs differentialis. Sectio III: Cap. 2. 357 


Subnormalis autem PN = v si fuerit affirmativa, a puncto P dextrorsum capi debebit, siquidem 
abscissae c ab initio . dextrorsum progrediantur; hocque casu subnormalem, si fuerit negativa, 
sinistrorsum sumi oportet. | 

15. Nullum autem dubium relinquetur, si punctorum T et N distantiae ab initio abscissarum 
44 computentur, unde in unam axis plagam abscissae affirmativae, in alteram negativäe vergunt. 
Ponamus (Fig. 9) tam punctum T quam N in regionem abscissarum affirmativarum incidere, et cum, positis « 


4P=a, PM—y, sit PT=% et PN=W, eri 4T—s— et 4 — m a P 








Quoties ergo ' expressio Tm. affirmativum tenet valorem, toties intervallum AT a puncto 4 in 
dy — ydz 
dy 





regione abscissarum affirmativarum capi debet. Sin autem habeat valorem negativum, seu 


Et affırmativum, intervallum AT in regionem abscissarum negativarum incidet. Simili modo 
distantia AN = nd si sit affirmativa, in regione axis affirmativa, sin autem sit LM negativa" 


quantitas, in regione axis negativa capienda erit. Cujus discriminis aliquot exempla subjungamus. 
Exemplum ER. Sit (Fig. 7) propositus circulus centro C radio AC——a descriptus, et abscissae = 
CP —x a centro sinistrorsum capiantur, ut sit yy — aa — xx, invenire subnormalem et subtangentem. 








Cum sit yy — aa — ex, erit ydy — — ad» et =—.) unde fit 


quae expressio cum sit affirmativa, punctum T in parte axis affirmativa sumi debet. Sin autem 
abscissa æ sumatur negativa, quantitas — pariter fit negativa, ideoque in axe a puncto C dextrorsum 
capi debet. Deinde pro normali cum sit ydy + xdz — 0, erit quoque vy Mies — 0, unde patet 
normalem perpetuo per ipsum punctum C, quod est abscissarum initium simulque centrum circuli, 
transire. 

Exemplum 9. Sit (Fig. 10) linea curva ellipsis super axe AB centro C descripta, unde sumtis = 
coordinatis CP — x et PM — y, ejus natura hac aequalione aayy —aacc —cexx exprünatur. 

Erit ergo a semiaxis transversus CA vel CB, et c semiaxis conjugatus. Differentiata aequatione erit 





aaydy = — cendo et = atque ns 
unde fit — (0 CT—.— RM 
cadit ergo intervallum CT in partem axis abscissis affirmativis destinatam. Deinde cum sit 
uL, erit Cy are _ am, 


Hoc est, si fuerit a — c, intervallum CN erit affirmativum, sin autem sit a «Cc, intervallum CN 
sinistrorsum sumi debet. | | | 

Kxemplum 3. Sit (Fig. 11) linea curva hyperbola, cujus natura inter coordinatas orthogonales + 
AP=x, PM — y hac aequatione exprimatur: yy = 2c y + aa. 
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.Hic unicuique abscissae © duae. respondent, applicatae PM et P M' eritque 
PM —a + V (da + az) et — PM'z—--—Y(aa-x) 
atque in initio 4 fit AB — 4 B'—a. 
Ad tangentes jam in punctis M et M' inveniendas differentietur aequatio, prodibitque 


ydy = ady + yda, unde fit =, et subtangens PT-—y-— az. 


Unde sj y — PM, erit. PT — PM.— AP; sin autem y — — PM', .quia punctum T in regionem 
oppositam cadit, erit — PT'— — PM — AP, seu PT'= PM + AP. Cum autem sit 


y=z#+YV(aa-+- xx), erit subtangens — + (aa + ax), 


cujus ambigui valoris prior -- Y (aa-1- zc) dat subtangentem PT, alter —Yy (aa 4- za.) subtangentem 
L—- PT’, erit ‚ergo PT == PT. Subnormalis porro 

|; — yy — ‚aa + $zz J 

PN = ours voa 27 
et altera subnormalis | | 


 — aa —9zz 
m PN= — Y (a + zz) 





; aa + 9ex 
| 4-2z, seu PN'— mn — 2x. 


Exprimi quoque potest tam subtangens quam subaormalis per applicatam y.__Cum enim sit 


9y* 








"©, ent PT TT, Wat et PN— , 
2y 2y y yy-+ aa 


unde pro duplici valore ipsius y gemmi quoque valores pro punctis T et N inveniumtur. 


Exemplum 4. Sit curva BM (Fig. 9) logarithmica ad suam asymtotam AP tanquam axem 
relata, cujus ' positis coordinatis AP — x, FM—, natura. hac aequatione exprimatur ) Y — cl? 


| Differentata hac aequatione erit de — = , ideoque rim — c, unde subtängens logarithmicae 


 PT= = — ubique ejusdem est quantitatis, quae est hujus curvae proprietas netissima. Hine cum - 


subnorialls semper sit tertia proportiohalis ad subtangentem et applicatam, erit subnermalis PN—*? — 
Ex hoc autem exemplo perspicitur, quomodo curvarum tranecendentium tangentes inveniri oporteat. 


16. Vulgo in'elementis linea tangens ita definiri solet, ut omnia puncta praeter unicum, quod 
punctum contactus vocatur, extra lineam curvam posita habere dicantur. Haec autem definitio non 
nisi in circulo et sectionibus conicis aliisque curvis, quae a lineis rectis in pluribus quam duobus 
punctis secari nequemnt, justam tangentis ideam praebet, lta si. (Fig. 12) curva AMN alicubi cursum 
suum inflectat, linea recta T MN eam in puncto M tangere potest, etiam si eadem alibi in N curvam 
secet; hocque modo fieri potest, ut eadem linea recta curvam tangat simulque: in pluribus punctis 
iutersecet. Casus autem iste nostram definitionem non turbat, qua diximus lineam tangentem in uno 

puncto cum linea curva ita convenire, ut ibi utraque communem habeat directionem. Seu cum 
. etiam in minimo curvae elemento directio agnosci debeat, linea tangens nil aliud eri, nisi hoc 
elementum utrinque productum. | Ba 2 
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17. Alias. quoque iden- tangentis ex idea linearum secantium derivari solet, ita ut (Fig. 13) linea » 
secans TMm in tangentem abire censeatur, cum binae intersectiones M et m in unum punctum.conve- 
niunt. Haec idea non solum cum ea, quam supra-dedimus, perfecte congruit, sed etiam eandem regulam 
pro inveniendis tangentibus suppeditat. Posita abscissa 4 P — +, sit applicata respondens PM=y 
functio quaecunque ipsius a; tum consideretur recta TMm per punctum quodpiam axis T' ducta 
quaecunque, eritque posita JT --£ sequatio pro recta ista hujusmodi y — n (t-3- a), quae ob y 
functionem ipsius æ, tot habebit radices, quot fuerint intersectiones hujus rectae cum linea. curva. 
Si jam ponamus duas intersectiones in unum punctum coalescere, aequatio y — n (t-i- x) duas 
habebit radices aequales; ac propterea per ea, quae in praecedente libro de aequalitate duarum radicum : 
‘sunt demonstrata, erit aequationem y — n (t-4- x) differentiando, posita sola quantitate c ejusque 


d 
functione y variabili, dy — nde, unde fit n — " Qui valor si loco n in illa aequatione substi- 


ven +2 y et G+æ)= PT="—, quae est eadem expressio, quam supra pro sub- 


tuatur, erit y — 
tangente PT invenimus. - 

18. Pätet ergo ex boc consensu, si elementum lineae curvae, quod etiamsi sit infinite parvum, 
tamen determinata directione non caret, utrinque producatur in directum, lineam rectam hoc modo 
oriundam fore tangentem lineae curvae in eo elemento. Quamobrem perpetuo positio lineae tangentis 
ex directione elementi curvae, quae per minimum triangulum Mnm (Fig. 6) determinatur, recte 
definietur. Cum igitur hoc praestiterimus, quando. natura curvae per aequationem inter coordinatas 
orthogonales definitur, superest, ut quoque alios modos naturam curvarum exprimendi perpendamus, 
et quemadmodum lineae tangentes inveniri queant, osteñdamus. Cognita autem tangente, simul 
omnes aliae lineae, quarum positio ab ea pendet, cujusmodi sunt normales in curvam, aliaeque lifeae 
ad curvam utcunque inclinatae, facillime innotescent. 

19. Quoniam hactenus applicatas ad axem normales assumsimus, faciant nunc applicatae MP 
cum axe 4P angulum quemcunque constantem APM, qui sit — 5; voceturque abscissa AP — x, 
applicata PM=y. Sumatur jam alia abscissa aliquanto major 4p — x + 4x, sitque respondens 
applicata pm-—»y--4y. Ducta ergo linea Mn axi parallela, erit Mn — Pp = zc, et mn — y, 
atque triangulum mixtilineum Mnm abibit in rectilineum, si incrementum /x statuatur infinite par- 
vum. Fiat igitur Zx—dx et Ay—dy, atque in triangulo rectilineo Mnm, ob data Mn — Ppz- ua, 
mn— dy et angulum Mrim = » dabitur positio lateris. Mi, quae producta praebebit tangentem 
curvae MT in puncto M, quae si axi in T occurrat, triangula Mom et TPM erunt similia, unde 
oritur mn (dy): Mn(da) — P M(y): PT, erit ergo intervallum PT= "s > Sicque innotescit punctum 
T, per quod si ex M ducatur recta MT, ea futura sit curvae tängens quaesita, unde patet subtan- 
gentem PT ab angelo: &.non pemdere, ^ 20001 1. z 

20. Definiri hinc quoque possunt differentialia | tam areae quam arcus curvae. Si enim ponatur 
area APM=u, erit area Apm=u-+-du,\ideodte d uc trapezio _PpmM, quod cum constet duabus 
partibus, parallelogrammo scilicet Ppn.M et triangulo Mnm, erit area ‚parallelogrammi ven —ydesin Ü 
et area trianguli Mnm — = dædy sin b ; hincque fit elementum areae du— ydæsin [ + +dædy sinZ, 


quod est differentiale areae completum. In quo- cum. terminus posterior prae priori evanescat, erit 
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du— ydzæ sin £. Deinde, si arcus curvae JM ponatur =s, erit Mm== ds; verum ex triangulo 
Mnm reperitur | 


Mm = V (da! —2dzdy cos? + dy*), unde erit ds— y (da*— 2dædy cost + dy?). 
Quodsi ergo quantitates assignari possent, quarum differentialia sint ^ — 


ydæsing et V(dx'—2dædy cos & + dy?), 
earum altera aream curvae u, altera arcum s esset exhibitura. 


21. Ex cognita positione tangentis MT determinari poterit angulus, quem linea utcunque per 
punctum M ducta cum linea curva constituit, quaevis enim linea cum curva eundem angulum con- 
stituere censetur, atque cum tangente. Hinc ergo vicissim duci poterit recta MO, quae cum curva 
in M angulum datum constituat. Sit iste angulus TMO —Ó, ac ponatur tantisper angulus 
TMP — Mmn— s, erit angulus P M0 — 0 — 9, atque ob APM=L, erit 40M—L —0--9. 
Hinc ob cognitum in triangulo P MO, praeter omnes angulos, latus PM-—y, erit 


sin 40M: PM—sin PMO:PO, ideoque fiet PO T" Fee 


dz sint . | 

At est tang y — tang Mmn = dy— dz cost" ideoque 

. dytang0 —dzcosjtang0 —dzsint — dysin0—éesin(l 4-8) 
| tang (6 — g) ^" dy—dæcost+ dæsinttangg ^  dycos0 —dz cos (5 +0). 
Quamobrem reperietur 

__y(dysind — dz sin(£ + 0)) 
.PO= dysin(t—0) + dzsin0 — 
Si ergo linea MO ad curvam debeat esse normalis, ob © — 90°, erit PO — y (dy— de eot), nde si 
— dy cos + dz 


normalis MN ad alteram: partem applicatae MP cadat, erit 


PN— y (dæ cost —dy) 


dz — dy cost 


Exemplum. Sit curva 4M (Fig. 10) ellipsis, vel alia sectio conica quaecunque, cujus sit 
AB diameter et PM applicata alteri diametro conjugatae parallela. Positis ergo. AP — e, PM =} 
et angulo APM==L, erit ex natura sectionum conicarum: yy--2az-—nec, Hinc fit 


ydy =adxz—nxdx, seu ri =. 


Quare erit subtangens 





..ydz — yy . _æ(2a—nx) 
PT — dy T— a—nz? ideoque PT=———: | 
| 
| 


Sit C centrum sectionis conicae, erit 4C — —, et AB= 2 ex quibus obtinetur 


pq. (48-2) _4P.BP 


2 
= tgp À Tage 


nan) CP. 





Deinde si MN fuerit ad curvam normalis, erit 


PN— y(a — n2 — y cost) 


y— (4 —^2) cot? 


Instituhonum Calcul. différenhalis Secho III. Cap. 2. 361 
eujus lineae valor erit duplex, prout y significet vel applicatam superiorem PM, vel inferiorem PM. 
Quia autem inferior superiori est aequalis, pro puncto M' fiet y negativa, eritque ergo pro subnor- 
mali puncto M' respondente 


PN'— y (a —ae+yoot), 


—Tyr(s—na) cost 

unde in lineis. erit | 
PM(CP. PM—AP.BP cost) »  PM(CP.PM--AP.BP cost) 
PN AP.BP —CP. PM cost e PN — AP.BP--CP.PMcont — 

22. Sit jam (Fig. 15) angulus 4PM, quem applicata PM cum axe AP constituit, utcunque variabilis, 
seu exprimatur per functionem quampiam abscissae AP, cujus cum quoque applicata P M sit functio, 
pro assumta qualibet abscissa AP, tam angulus 4 P M quam longitudo applicatae PM determinabitur, 
Sicque punctum curvae M innotescet. Sit ergo abscissa 4P — », angulus 44 PM — y et applicata 
PM-y, atque si tam q quam y detur per æ, hinc facile aequatio pro curva inter coordinatas 
orthogonales eruetur. Nam demissa ex M in axem Æ#P perpendiculari MQ, ponatur 4( —p et 
QM=g, eritque q=ysiay et p—æ—ycosp, unde aequatio inter p et q elicietur, 
qua inventa positio tangentis MT sine difficultate definietur. Cum enim sit QT P. ob q—ysin 9, 
dp = da —dy cos y -- ydg sin p et dq —dy sing -- ydg cos p, erit — 

QT— .— ysinp (da — dy col - ydp sing). 
T dy sing + yd cog 
Addatur PQ= =? cos q | prodibitque intervallum 


PT— y (dz sing -- ydp). 
dy sing -1- ydg cop 


23. Definiamus autem sine subsidio hujus reductionis positionem tangentis MT, ex sola con- 
sideratione differentialium. In hunc finem concipiatur applicata proxima pm, ita ut sit 
Pp —da, ang. 4pm — g -- dg. et pm—py--dy. 
Producantur hae ambae applicatae, donec sibi occurrant in V, et cum in triangulo PFp sit Pp = de, 
anguli Pp, FpB-—9--dg, et propterea angulus / — dg, fiet 
| sind g:dz = sin(g + dp): P V = sing:pF. 
Quare ob sin dg — dg, sin (y +- dp) — sing + d cosg, eo quod cos dg = 1, erit 





PF— do sin o -+ dzdg cos o et ppt. 








dp 
Ducta jam Mn axi AP parallela erit PP:pP — PM:pn, hineque 
_ yda sinp ysing __ydpeoosp, 
p^-— dæsinp+ dudpoosp  sinp--dpcosp — sinp 
deinde ob PF:dæe = VM: Mn erit Mn — m Est vero pm=y-+-dy, ideoque erit 
mn = dy Er. 


Jam triangula Mmn et TMP sunt inter se similia, quia discrimen inter triangula TMP et Tmp 
est infinite parvum, seu nullum;. hincque erit | | 
L. Euleri Op posthume. T: L | 46 
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Tarn. MP ME . AE | Mn . in PM: . PT 
; ; | ydpeoss9 ; gáp  .., . v(dædnp+ÿyde) 
dy + sin p ‘Ua ing — E dy sing -- ydp cos 


quae congruit cum expressione ante inventa. 


24. Ex hoc ratiocinio intelligitur quantitates infinite - parvas prae finitis non semper abjici 
licere; quanquam enim inveneramus P/= = à; (sin g-À- dg cosg), tamen in altero factote sin q 4- dg cos 9 
posterius membrum prae priori perperam nesligeretr. Negligi quidem sine errore posset, si lineae 
PF quantitas absolpta. quaereretur. , At cum differentia inter eam et lineam pF in computum sit 
ducenda, ob p pr, si idem valor pro PF quoque assumeretur, differentia prodiret nulla, 
neque preptere4 tum differentieli Pp. comparati posset.: Hiac engo simul perspinitur, quibus casibus 
differentiaha prwe finitis’ quantitatibus rejicere lioest; hot scilicet fieri potest, si valor abselutus 
quantitatis: cujmspian finftie investigator. Verum sf quiintitas ejasmodi sit definienda, cujas deinde 
disctimen ab alia finita sibi áequali considerari debeat, isthaë réjectione ‘ati non licebit. "^ Non magis 
enim pro valore lineae VP accipi potest E ee +, 


Ap — z -- da: villor a. Quoniam enim comparatio inter infinite parya est instituenda » etsi ea revera 





, cum sit revera 








quam pro 


sint nulla, tamen suis debitis expressionibus designari debent, ut comparatio institui possit. Contra 


vero in determinando valore lineolae Mn pro PF recte adhibitus est valor I 7, quia nusquam 


differentia inter eam et aliam sibi aequalem in computum: ipgreditar. 


. 95. Cum in triangulo Mnm sit MA = daa D et ma — dy BELLA. * atque ang. Mnm—9, 
erit area hujus trianguli 
taret Po. 8 0 T 4, ap gr) tei pp con, 
Le uit zn. mn sing = Soo damp ou 


quae quia est differentialis secundi ordinis, prae diirentialibu primi ordinis evanescit. Quare si 
hujus cı curvae area APM ponatur =u, erit 


dic = ‚trapezio PMnp = = 3 (Pp + Mn) Me, , 


unde erit a0. du=yde sing irre. o» 
Si porro arcus euryae AM. dieatür. =, erit..ds + Mm, çujus valor, ex wiangulo Mara reperitur 
= Y (Mn? — 2 Mn.mn.cos p + mn?) — V (da? — ada dy cos pt dy"+ gy dz dg sing + y! dg?) — ds. 


Definiamus nunc quoque normalem MN in curvam, quae ex coordinatis superioribus 4 Q— =Pp 


QM — q, ita est assignata ut sit 
^— 49N: qdq — y*inp(dysinp-wydpeósp) — 
dp'  a-—dycosp--ydpsnp ” 
qui valor a PO y eosg subtractus relinquit: J ME Lou d 
| tU Lo y (ds cosp — dy) i | 
PN Tu y.cosp + ydp sin 
‚26. Denique notari meretur pro quavis. abscissa punctum Y, ex quo applicatae divergunt; erit autem 


ppt et recta ME — y + ns 


dz dæ sap 


do . / 
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Ad hec jiimcture. alio : modo determinanidum. demittatan ex. en in. ‚azein gerpendicalum: FX, eritque ob 
pp RE et ypy-gy, FANS «o PA EME, de ft: AR = 


y M V.dÿ ‘ 
e T ans + ydp cns 
apparet, si fuerit ur, ob daz — in? 9 fore EX——b et Aka, ita ut hoc casu 


Cognito autem puncto. hoc 7, gubtangens PT ita dur ui. sit PT | Hinc 





omnes applicatae se mutuo constanter in "eodem juncta V decussent. Quod . idem quoque hinc intel- 
ligitur, si i punctum y constans ponatur AX=a et FX: = — bu erit enim. PF = à 
PX=— | 


or 1.2 H 





beo 
€ | ; ideoque AP == a+ nn u uti ante assumseramug. a 


27. Cum relatio inter abscissam AP. ==:2 et angulum APM=9 data ‚ponater, EX. £a POLNOS- 


cetur pro quavis abscissa AP —« (fig. 16) punctum F, quia egt Py — d et 2%, hincque tangentis T M positio 
MV.ydp 

dy sino -E gdg 205p 

esse constantis magnitudinis, ex qua hypothesi conchois. vulgaris resultat, si punctum 7 statuatur . 


ita simplicius exprimitur, ut sit PT — - Ponamus nunc. applicstam PM— Y. perpetuo 
fixum. Quamvis autem hoc punctum y utcunque sit variabile, dummodo sit PM —JYy- tamen 
i 


tangens expedite "determinatur; nam ob dy—0, erit PT= u Dacatpr ergo : ad Mr jormalis ‚MS, 


eL. per P axi AP parallela F5, illi MS ongyrrens in S, edt P$ T x quare si, ex -S gectae FM ‚paral- 
lela agatar ST, fiet PTE, ktque reëta MT'carvam in .puxcto’ M: tmgek. Hino: ones HK. 
práeieréa statuntèr "fixum; Lagos conchoiliis: facitlime invehitur. Uo" Pt a es att 

98. Si natura curvae exprimatur aequatione inter rectäm CM (Fig. 17) ex putcto quodad fo € 
ad curvam ductam, et angulum AC M,. quem ísta recta (LM cum recta data C4 pro axe assumta 
constituait, hie casng quidem. is praecedente, canfinebitar; , verpm. guia saepissime, nafpra. cnrvargm. hoc 
modo exhiberi solet, methodum ducendi tangentes bic seprsim trademus. Sit igitur recta CM = Y | 
et angulus ACM= 9; concipiatur" ducta proxima. Cin, vrit: Cm — y + dy et A Cm — g + dy, 
idaoqéa angulus. JMCm.- fy. Centre: €. erdib CM describatur arculus Ma, qui 'bam..eit.' inhiaite 
parvus, pro "ineola recta habgri poterit, quwe :supul in. (Gin erit perpendiculari; ‚Er ergo mme dy, 
et cum sit => cr 49. erit Mn — ydg, atque tríangulum Mnm.erit rectilineum simulque ad n rectan- 
eran, cujus  hypotenusa Mm producta dabjt-posttiótem: téngentis MT. 

. 99. . Bemittatir aunc ez C in tangentem MT perpendiculum CP, et si Usengsla.Cp P, Mmn 
inter se comparentuy, ea similia : deprehendentgr, propterea, quo amho-.sun& .rerjangula et apgulum 
ad m communem habent. Quia wero.triangulum. C MP a triangulo GmP. infinite parum tantum, hoc 
est nihil dir triangular quoque CMP stmile 'erit: triangulo Mnm. Cum igitur in à triangulo Mri 
sit Mn = VU Frag), erit Mm: CM=Mn: CP = mn: MP ideoque " ‘ | 


í 
2M -— . T. quie "n uw Jr Dl ocre 
tg 2 ‘cr= y (ay* Typ), e MP = naeh). N een 
Si ergo super CM tanquam diametro describatur ea in | eoque ex M corda. applicetur " 
d 
:. eto T os s uil . AME vagin tod Nba a COM Ita 
dabis : ' n tangentens curvae m puñeto’ M.: Fa n à. € QUE #i , . METAM $259.22 9 ta. 6a ge pott 
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30. Alio autem modo facilius punetum T' in axe inveniri potest, per quod tangens MT' transeat, 
In hunc finem ducatur per M recta Mt axi parallela, atque ob angulum C Mt — g, et Mtm 9 -- dg, 
in triangulo C Mt erit 
| sin Mm :CM-sin MCt: Mt —sinCMt: Ci 
ydo ysing: 


sing -t- dpcosp: y-dg 'sinp-—-dpoosp — dag : "sing + dpcosp 


Erit ergo Mi= =: quia enim differentia lineolae Mt ab alia sibi aequali nusquam 
in computum venit, in denominatore terminum dy cos prae sing tuto rejicimus. At cum Ct subtrahere 


debeamus ab Cm, et differentia haec ipsa sit infinite parva, praecedentem omissionem facere non 


. . y sin p ydo cos p 
licet, eritque €t — A+ de os 7 np | Quare cum sit 
vdpoosp 


sin 9 
Nunc igitur triangula mtM et MCT similia dabunt mt: Mt — MC:CT, unde obtinetur 


EN yyde 
CT= dy sin e -1- ydg cos p 


Cm — y -- dy, fit mt = dy + 


31. Exprimatur nunc (Fig. 18) natura curvae BM aequatione inter rectam CM, ex puncto quodam fixo | 


C ad curvam ductam, et portionem rectae 4P positione datae, quae a recta illa C M abscinditur. 
Consideratur scilicet haec recta AP instar axis, in quo punctum 4, ubi recta C4 ad axem est 
normalis, pro initio assumatur, voceturque 4P —« et CM — y. Ducatur recta Cm ipsi CM proxima, 


eritque p —c--dz, ideoque Pp = dæ et Cm — y -4- dy. Jam ex triangulo CAP rectangulo,. 


posito C4 —a, erit CP — Y (aa-- xx), et ex natura differentialium 


| mdn 
Cp — Y (aa -- zz) + Vas a ay 
Hinc ducta Mn axi parallela, ob triangula CPp et CMn similia, erit CP: CM— Pp: Mn — Cp:Cn, 


| | Mn V ya 
unde fit | Mn — 7 e Mayr 


Hane ob rem erit mn—dy—-"""". Cum nunc ducta tangente MT triangulum pm T ideoque - 


aa -—- 22 
et PMT simile sit triangulo nm M, erit mn: Mn — PM: PT, ideoque 
PT— (y — Viaa 4-22)) ydo 


dyY (aa -- &&) — YI 


32. Ponatar PM==z, dataque sit aequatio inter æ et z, ubde aeque ac in casn pren, 


curva cognoscetur et construetur. Erit ergo = z -- Y (aa -- ee) et dy dz + TS qui- 


zdo (s -- Y (aa -4- 2a)) 


bus valoribus substitutis obtinebitar PT= Si statuatur z constans 
 dsV(sa a2) seda: Viaa+za) 
sive affirmativa, sive negativa, curva erit conchois vel exterior, vel interior; hocque casu si ponatur 


z—c ob dz—0, fiet pT-.t eroe en) _ —eY (sat as) aan seu erit PT— UM CP 
:Y(0a-r-mz) .. æ . 3 AP ? 


ita ut sit .4P: CP — CM: — PT, unde pro tangente conchoidis iaveienda eadem oritur constructio, 
quam jam ante dedimus. 

33. Referatur nunc (Fig. 19) proposita curva a EM its: ad duo puncta fixa 4 et B ceu polos, ut inde 
ad quodvis curvae punctum M ductis rectis 4 M et D M relatio inter istas rectas exprimatur aequatione 
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quacunque. Sit igitur 4M— zx, BM=y, et concipiatur punetum m ipsi M proximum, ad quod 
ductis rectis Am et Bm erit 4m—c-- dz et Bin—y- dy. Tum centris 4 et B descriptis 
arculis Ma, Mb, qui cum sint infinite parvi, pro lineolis rectis in Jm et Bm normalibus haberi 
poterunt, erit ma-—dz et mb==dy; sicque super communi hypotenusa Mm duo habebuntur 
triangula rectangula Mam et Mbm. Jam ex quovis tangentis puncto T demittantur in 4M et BM 
perpendicula TP et TQ, quae cum quoque in Am et Bm futura sint normalia, erunt triangula 
Tpm seu TPM et Mam, itemque triangula Tqm seu TOM et Mbm inter se similia, ideoque 
Mm: MT= ma: MP = mb: MQ, unde erit MP: MQ-— ma:mb — dx: dy. Cum igitur ex aequa- 
tione inter c et y detur ratio dz:dy, in eàdem ratione capiantur intervalla MP et MQ; quo 
facto, ex punctis P et Q ad 4M et BM normaliter ducantur P T et QT, sese in puncto T in- 
tersecantes, eritque recta M T curvae tangens in puncto M. 


3%. Quantitas autem elementi curvae Mm séquenti modo determinabitur: Sit angulus À MB 
. seu AmB=9, qui ex distantia punctorum AB dabitur; si enim ponatur haec distantia 
t2--yy— as . 
Qœy ° 


Tum juncta ab ob angulum amb=y, erit ab —V(da*+ dy? —2dædy cosy). Describatur 
nunc (Fig. 20) super diametro Mis semicirculus, erunt puncta.a et b in ejus peripheria, et in cordam ab ex 


centro c demittatur perpendiculum cd, erit ang. acd — amb — g, ideoque Au sin q; hinc 
erit. Mm = uo Quare habebitur elementum curvae (Fig. 19) Mm — en mean men), 


A4B a, erit cos 9 = 


35. Invento elemento Mm — "Cr a Le} drop — dy ot Mb — ZU, 
9 sin e sin p 


qui iidem valores geometrice quoque inveniuntur, si ex a in Bm, item ex b in Am demittantur 


perpendicula puta ao et b, quae quidem in figura non sunt expressa. Erit autem 


ma — dz cos et ba dc cos g —dy atque a, = sin y, 


ego . — — ep — N 
similique modo erit m3 — dy cos p et ad — dæ— dy cos atque =} —sing. Jam ob triangula 


reperietur Ma— 


MPT et maM similia, si MP pro lubitu capiatur, atque ex P ad 4M normalis usque ad tangen- . 


tem MT ducatur, erit ma: Ma — MP:PT, ideoque PT= Mp. Hinc ergo angulus 


AMT cognoscitur, quippe cujus tangens — 55 2-4, similique modo anguli BMT tangens erit 


=. Bisecetur angulus 4MB reeta MC, et cum sit angulus AMC— 19, erit 
de — dy 


tang CMT = ini P seu tang CMT . tang AMC TY 


(dæ+-dy) sin i 9 


| - | | _#2+yy—aa … mio (+-y+o)(o-+-y—a) 
Quia vero est c08g9 — — sy ^ erit ME TETE TT, ideoque. 


| tang CM T— do — dy ye 2-9 io) (2 +y— a) 


de + dy (a —2-—-y)(a24-2 — y) 
Exemplum ER. Sit mzr-ir ny — b, erit curva, si m — -t- n, sectio conica circa focos 4 et B 
descripta; in genere ergo cum sit mdz-i- ndy — 0, fiet dz :dy — n:— m. Quare. sumtis in 
rectis AM, BM portionibus MP : MQ — n:— «m, concursus normalium PT, QT in puncto T dabit 


/ 
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tangenhen. . Quod.ai Wuteni angulus AMB posten == 9, erit | . ni out 74 

c m n sg MTS et Te ?. 

Dncta vero recta MC angulum AMB bisecante, erit tang CMT = wenn, i "ande patet s m— n, | 
quod. fit m ellipsi, angulum, CMT esse rectum; sin autem m — — n, ‚quad' fis in. hyperbola, ipes 
tángens MT angulum AB bisecabit, uti ex elementis constat. : : - ones 


Exeimplun 2. Sit max -+nyy = bb, erit hodga-- wydyzz0; Wleoque di dy == ny : — me, 
unde' si" éaplatur MP: MQ —n. BM: — m. AM, :eoncarsas ‚perpendiculorem- In. ^ determinabit 


positionem tangentis MT! "Posito autem angulo 4 MB >= 9, ‘qui ex requationé top = 7 ne 


datur, erit tang AMT = PERS ‘et tang BUT = rn  Dicatür ang AMT = 6, at 


e ung 0 — 7 et angulus . BAM — = p, . at sit cos pv, atque concipiatur. recta 
CM ad tangentem , MT. normalis, erit. angulus. 4 MC — 90° — 8. et QDBCM pr 90 — 0 + p. Hine 


æ cos 0 c 
erit sin BCM: AM= sin AMC: AC, seu AC o i Tag msg) At est sing: sinp—a: y; 
ny co p mz mr ar -yy—aa 


"aa SO ne He A hlnogpe por 
cos p -4- sin p ting en LED Ex quibus efficitui AC= EE et BC am Punc- 
tin ergo‘ C in recta AB er Grum, ex quo cum omnes reetae ad curvam "düetae "fu eain simi 
- Sint normales, manifestum est haoc qurvam esse. circulum qentro C descriptum; quod idem e 


elementis facile demonstratur. Radius. ergo hujus. circuli . erit recta CM, eujus longitudo reperitur 
ex on hac: - 


Er sin AMC: " 4C sin p: MC, unde fk MS ne wasnp NY, son 


‚men. (m + n) cos 0 





ideoque. ‚An p —. +, unde fit sin p.teng 6 = 









Est vero nen , Smet o es 
ny sin 9 .ysno ny sin o 

ne are men ain (n 2 0) W — mas) — Y ((m--n)b6—mnaa) 

eigo eri radius ” E | CM — [en vo U7 I Ten a h eng m 

à mn | u uU 

1. sr CV. l^ "TH “ia "E 4. 


Denique cum sit de: dy = ny: — ma, "erit elementum curvae. 
: org Mn = day (n yt rat $ninzy cosy) ' Ida ((m ^ n)bh — meaa) 
TN "1g Q5 TEE ny sine: TEE MEM nysnp o 
est vero — ging m Écrire tien Miren inp 

36. Referatur -aunc quidem, ut ante, curva ad dues poles fixos 4-et B, quorum distantia sit 
AB —a; verum detur relatio inter angulos BAM=p et ABM= 1 Hinc angulus 4MB, quem 


ante vocavimes 4, inuno erit = 180*— p ——q, ita ut sit, s MEM LL ILS 
da g = si (p--g): et gr 

Ex triangulo ergo AMB erit . 
o 07 | u ul asinq ' "t Lo adnp s 
; o. - ‚AM=ze= Sr, et BM—Yy-—u 9. Von 


. . 
"T -* , , 
Hine. writ 
N E °° " .. . . / « . "s ' t * : a 
, en ^* 1 4$ 9 * 1 * . ' * .!. t. 4 “ss 0 . 0 7 3. -- -. * . * ' eu var 1. v ga ' L * " j 
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“a de i de sinp-—dpsmqeo(i--gy. ., d» dpsig-dgsinposs(n-e 9) 
sin*(p- d), a ‚sin? (p + g) 


.28? 


qui valores in formal sup, i inventis substitut dabunt | 


dp | 
ung: 4MT— T (dp 8g) eot (9 a- q) —- dq ent q: tang BUT dp cot p — (dp aj ed —' 
Quodsi: autem tangens MT eoesque producatur, dotiec eum. 4B producta coneurrat, atque angulos 


iste ponatur — 4, reperietur 00.09 
. dq sin? p + dp sin? q 


- tan dans dq sin p cos p — dp sing cos q 


Ex lioc angulo t vicissim relatio infer incrementa angulorum p et q cognoscetur, erit. enim 


, ) 4 


dp: dq — sin p sin (t — p) :sin q sin (t + q). 
At elementum curvae, si in superiori expressione loco dx et'dy valores hic inventi substituantur, 


| | aY (dp? sint q + dg? sin 2 p — 9dpdgq sin p sin q cos (p-4- Q)) 
reperietur. . Mm — —— — — —dMe-à — 


Sin autem angulus AMB terta MC biseastur, erit: . 


, dqsinp—dpsing 
tang CM T == dq sin p--dpsing cot, i i(p--4). 


Exemplum. Sit summa. angulorum p et q perpetuo eadem, puta p+9—0, seu q—Ó—p, 


erit (07 | tang 4 M T— — tàng q; 


it — 

cot (0 — p) 
ideoque ang. A M T = ang. ABM et ang. t—p — q, quae cum sit proprietas circuli, manifestum 
est curvam esse circulum. per puncta ambo 4 et D transeuntem, quippe quae circuli proprietas ex 


elementis constat. 


4 . 


Caput IM. 


CE: 


‚De tangentikus lisdarum comrvarum,.quae per alias limeas curvas utcunque determinantur. 


TENTE LC" v. u . . : . . . A . à 
1. ' Curvas, quarum tangentes in capite praecedente invenire docuimus, vel per coordinatas, 
sive orthogonales sive obliquangulas, vel per alias lineas recías, utcunque ductas determinatas assum- 


éimus, ita eit in: determinationem 'Hlarem curvarem solae lineae rectae exclusis curvis ingrederentur. : 


Cum autem iaepenumere tomstructáo linearum : curvarum jam: alias lineas curvas requirat, in hoo 
capite methodum trademus.earum quoque linearum curvarum tangemies inveniendi, quargm natnra 
per alias lineas cutvas determinatur: quod. cum innumerabilibus modis fleri possit, hic tantum prae- 
cipups commemorabimus, quibus tam plerarumque linearum adhuc tractatarum proprietates contine- 
antur, quam simul via aperiatur ad alias quasvis determinationum rationes enodandas. 


2. Sit igitur (Fig. 21) data curva quaecunque AL ad axem AP applicatis LP sive normalibus sive 
ad -datum ädgulum indlidatig relata. Ex hac autem eutva ita generetur alia AM, ut ejus applicatae PM 
ad dilius-curvae applicatas PL datam teneant rationem, siquidem ad eandem abgcissam . JP referantur. 
. Si jam ponamus curvae datae AL tangentes LT in quovis puncto L esse cognitas, himc pasilienem 


* 
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tangentium alterius curvae genitae AM investigemus. Pomamus igiter abscissum P — c, quae 
Utrique curvae est communis, applicatam curvae datae PL= u, ejus subtangentem PT —t, erit, 
sive applicatae sint normales sive ad datum angulum inclinatae, = — : Pro curva autem genita 
AM vocetur applicata PM=y; et quia ratio PM:P L est constans, sit ea — n:1 eritque y — nu, 
unde, quicunque valor numero n tribuatur, ex curva data AL altera curva genita AM facile 


construitur. 


3. Cum igitur sit y — nu, -erit dy —ndu, ideoque. elementa applicatarum mn et Ik inter 
se eandem tenent rationem, quam ipsae applicatae. Subtangens itaque curvae genitae AM, quae est 


= ob y — nu et dy —ndu, abit in ent, unde patet utramque curvam AL et JM com- 
munem habere subtangentem PT, pro eadem abscissa AP, atque tangentes in L et M axi in 


eodem puncto T occurrere. Cum igitur curvae JM subtangens PT— == non a ratione n: 1 


pendeat, si ex curva AL infinitae hujusmodi curvae AM concipiantur genitae, omnes pro eadem 
abscissa 44 P eandem babebunt subtangentem. Si curva AL fuerit semicirculus, curvae hoc modo 
genitae erunt semi-ellipses super eodem axe descriptae, quae igitur omnes eandem habebunt subtan- 


gentem, uti constat. 
&. Curvae autem datae erit subnormalis PK — A curvae genitae autem subnormalis erit 


pN UT. Cum igitur sit y — nu, erit PN= seu erit PN:PK=nn:1= PM: PL; 
subnormales ergo multo magis sunt inaequales quam applicatae PM et PL. Porro cum areae APL 
elementum sit — uda, et areae 4 PM elementum — ydz — nuda, haec elementa arearum eandem 
inter se rationem tenent, quam ipsae applicatae, quae quia est constans, areae quoque ipsae eandem 
inter se rationem habebunt, eritque area 4 PM: aream APL=n:1. Quare si curvae datae area 
A PL assignari poterit, curvae quoque genitae AP M area habebitur. Hinc si area circuli exhiberi 
posset, omniumque quoque ellipsium areae forent cognitae: Secus vero est comparata ratio arcuum 
AL et AM, illius enim si applicatae sint orthogonales, elementum est Li y(da*-cdu*), hujus 
vero Mm — Y (da* -- dy*) — Y (da! -- nndu*), cujus ad illud ratio non est constans, üeque ideo 
ex rectificatione curvae JL rectificatio curvae AM cognoscitur. 

5. Ex bis jam facile perspicitur, quemadmodum curvae genitse AM tangens MT inveniri 
debeat, si applicata PM — y rationem quamcunque variabilem ad applicatam PL==u habeat, seu si 
y fuerit functio quaecunque non solum ipsius u, sed etiam ipsarum æ et u conjonctim. Sit enim 
differentiali sumto dy — Pda + Qdu, erit curvae genitae AM subtangens — et subnor- 


Pac. Qds 
malis ACE Qus), At si curvae datae AL ponatur subtangens =, ut sit de:du=t:u, 
de 





per quantitates finitas reperietur curvae genitae 4 M  subtangens AT = 50 et subnormalis 


PN= Py + n Ex quibus formulis saepe concinnae constructiones elici possunt: ita Si fuerit 
yy —=aa+uu, ideoque ydy =udu et van nen, curva data AL et genita 4M communem 
habebunt subnormalem, 
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^. 6: Neque etiam inventio tangentis fit difficilior, si (Fig. 82) ipse arcus AL.carvae datde:in express e 
sionem applicatae PM: ingreditur, Ponsmus curvam 4 M:ex curva dáta AL ita formari, ut perpetuo: sit 
appliéata PM — PL-+- arcu 4L. Sic autem curva JM erit cyclois, si pro curva data 44 L'adci- 
piatur circulus centrum in axe AP habens. Sit vero curva 44 L quaecunque, ac ponatur abscissa ejtis 
AP —a, applicata. PL=u et arcus 4L — s, erit ejus elementum ds — V (da*-- du*), siquidem 
applicatae statuantar ‘ad axem AP perpendiculares. Atque si hujus carvae normalis ducatur LJ, 


erit : PJ="" a DJ NET 


Ex 4 erigatur ad axem normalis AQ, ducatarque LQ — AP—x, erit AQ=u, cui tangens . LR 
occurrat in. R, erit ob similitudinem triangulorum LPJ et. LOR, QR — 25 et LR, unde 
relatio differentialium d», du et ds per. lineas finitas LP, PJ, LJ seu LQ, QR, LR exprimetar. 


7. Cum jam ponamus esse PM — PL+ AL—u-+s, quoniam et curvae genitae abscissa 


est 4 P — v, ponatur ejus applicata PM — y, eritque y —u-- s et dy — du -- ds. Ducta itaque 


tangente M T, erit subtangens pT—UT — 75? : Cum autem differentialibus dc, du, ds sint 


du+ ds 


proportionales rectae LQ, QR, LR, erit PT — ORIIR Jungatur ergo ipsi QR in directum 


RS— LR, ut sit Q$— QR-- LR, erit PT= TS, seu QS:LQ— PM: PT. unde patet 
triangula SQL et MPT esse similia, ideoque tangentem MT rectäe LS parallelam. Si curva 4L 
sit circulus, erit R4=— LR, ac recta LS fiet corda LA, eui igitur tangens cycloidis MT erit 


ol 5 X 


. parallela, uti ‘constat. | 


8. Inventa positione tangentis MT sponte : se offert positio normalis MN; interim tamen imme- 


diate satis succincte exhiberi potest. Cum enim sit subnormalis —#?, erit 





du+ds 


. Differentialibus autem dx, du, ds proportionales sunt rectae LP, PJ, LJ, quibus loco differentialium 





substitutis erit" — — — tang PMN — ET" 
Sumatur ergo in axe IK: =LJ, erit PK — PJ+ LJ, et jungatur LK, eritque 
tang PMN = = tang PLK. ; \ 


Prodit ergo angulus PMN = ang . PLK, ideoque normalis MN parallela est rectae LK. Quodsi ergo 
curva :4 D fuerit. cirenlus, er J ejus centrum, LJ radius, ideóque K altera diametri extremitás, ad 
quam $i ducatur corda LK, erit ei éonstanter párallela reeta. MN, : que ad - eyeloidi ponotum M 
ducitur normalis. noto 7 Ù ju oro om Ln 

9. . . Ponamas j jam-(Fig..23) ex curva data em formari aliam 4M ita, ut etiam abscigsae varientur. « 
Sit in curva proposita am abscissa apt, applicata pm=u, ideoque subtangens pt= = et subnor- 
malis pn = p. , siquidem. coordinatae tei u fueriàt normales. In'curva autem formata AM vo- 


centur coordinatse IP = x, PM =y, unde fit subtangens PT et subnormalis PNas P, 
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- Ponmnus igitur primo curvam AM ex data am ita formari, ut tam abscisme quam applicatae eandem 
perpetuo teneant rationem: sit seilicet za —n£ et y — nu, qua proprietate centinetur natura simili- 
tudinis, ita ut curva AM similis futura sit curvae am panctaque M et m bemologa. Cum igitur 
sit quoque d -ndt et dy —ndu, erit 





|‘ PT= Lu et py — "ets, seu PT —n.pt et PN=n. pn, 


quemadmodum natura similitudinis postulat, 


10. Sin autem utraque quidem ratio AP:a p et PM: pm fuerit constans, sed non eadem, 
scilicet e — mt et y — nu, curvae non erunt similes, sed tameu arcta quadam affinitate ita con- 
junguntur, ut eas affines appellari conveniat. ‘In his igitur curvis cum sit dz — mdt et dy — ndu, 

sn 707, mudt vdy nnudn — . » nén . 
habebitur nn À de — * "Erit itaque PT=m.pt, seu PT:pt— 4P:ap, ita ut 


du dz mdt 
subtangentes ipsam. rationem abscissarum teneant. Verum ob PN— = .pn, erit 


7 


PN:pn— PM®.. ap: pm? . AP. seu 





AP.PN _ ap. pr 
PM — pot . 








Porro eum elementum: areae APM sit ydæ—mnudt, erit ipsa area 4PM ad aream apm ut ma 
ad 1, hoc est ut 4P. PM ad ap.pm. Elementum autem ipsius arcus AM, quod est 


Y (dz? + dy*) = y (m* de? + n° du?) 


non tenet constantem rationem ad elementum arcus am, quod est — Y (dt*-i- du*), praeter casum 
m — n, quo affinitas in similitudinem abit. Hoc autem casu manifestum est esse £M: am — AP : ap. 


11. Contemplemnr nune (Fig. 24) applicatas CM ex puncto quodam fixo C exeuntes, sitque data 
quaecunque curva BL, cujus tangentes ()L cuique applicatae CL respondentes constent. Tum ex hac 
curva formetur alia 4M hac lege, ut intervallum LM in recta CL producta sumtum semper aequale 
capiatur rectae cuidam datae, eritque curva JM ex conchoidum genere, quia, si curva data BL 
sumatur recta, boc. modo prodit conchois vulgaris. Quo igitur curvae AM hac ratione ex curva 
data BL formatae tangens MP definiatur,. ponatur in curva data CL —y et angulos CLQ — 6, ita | 
ut demisso ex C in tangentem LQ perpendiculo CQ, sit CQ=ysind et LQ =ycosd. Deinde 
ponatur intervallum constans LM— a, ut sit curvae quaesitae applicata CM=a--y; augulus vero 
CMP, quem tangens MP cum CM constitui, vocetur- gp, ita ut ducta CP ad tangentem MP 
normali, sit CP —— (a -4- y) sin p et MP — (a -4- y) cos y. | | 

. 12. Concipiatur jam ducta applicata proxima Clm, centroque € describantur arculi nA et Ma 
vro. rectis habendi; ob im — LM -— a et Au LM xa, :erit mur ll dy; atque: ob tFiamgula 
similia CLA et CMu erit Mu: LA — CM: CL —a-c-y:y. Cum igitur sit 

(OM " tang Mie = tang CHE = ume Lin et tang LI = ng CLQ = tang 9T 


erit 0l i | tang p: ung 0, Bu Mu: R=ary: 5 


ideoque ^ 1.5. cs et. oae 
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Hine ergo. definitin tangens. enpuli. CMP, cum sit tang. CMP: tang CLQ — CM: EL; Á— 
pesti tangentés à Mr detérminater. Bau‘ egit Do. | ^. 
CP. CO | | 





em. Mr CL.1Q 
c0 CH: CL, vel — 


MP IQ. 
ide inventio: tangentis MP ad resülütfonem et constructionem problematis geometrici est perducta. 


43. Commoda autem hinc constructio sequenti modo adornari potest. (Fig. 25) Ad applicatam » 
CLM in € constituatur perpendicularis CRS tangentem curvae datae LR secans in R, erit 


= tang CLR — tang 0. 
. Tum pe M üducatar recta MS ipsi LR parallela, erit 


| CL:CM=CR:CS, ideoque, C$ = 





. Quodsi d e ducatur recta LS, erit tang CLS :tang CLR= CS:CR-—CM:CL, hineque fiet 
tang (LSU + tang CLR= "tung 6. 


Quamobrem ' erit tang CLS — tang p, ideoque CLS — 9, angulus ergo CMT aequali esse debet 
angulo CLS. Hinc per M ducatur rectae LS parallela MT, eritque haec MT tangens curvae for- 
matae AM. Sicque facilis modus omnium curvarum conchoidalium tangentes inveniendi habetur: 
ducatur scilicet ad CM normalis CS, et per M tangenti LR parallela MS, junctaeque rectae LS 
per M ducatur parallela M T, erit haec tangens quaesita. E 
15. Prodit ergo haec succincta tangentium constructio, si intervallum LM perpetuo datae 
magnitudinis capiatur; sin autem LM ad applicatam CL in data ratione sumeretur, manifestum est 
cutvam AM ipsi BL similem esse futuram, atque tangentes in punctis L et M fore parallelas. 
Generatim .autem problema ita proponi posset, ut sumta CM — functioni cuicunque ipsius CL, positio 
tangentis, in M investigaretur, meque solutio difficilior: foret (Fig. 24). Positis enim . 
CL=y, ang. CLQ—Ó atque CM=z e ang. CMP — g, erit lA — dy et mu — dx. 
rm Lan D .4 NEN 2o Ma 
Hinc het tang LU = tang 0 — a, e tang Mm y —tang 9 = 47» 
unde babebitur baec analogia 


np: tang 0 — — : — — — it, 
ita at sit m M | Frs | | | 
Quare si consütuta (Fig.25) CA ad. CL normali, capiatur CR: CS 1:275, recta LS parallela e 
erit tangenti quaesitae MT. | | 
15. Haee quoque referendae -sunt ejusmodi curvarum descriptiones, ubi recta CM #on functioni 
ípstus applicatae CL, sed. fuünctioni arcus BE curvae datae aequalis assumitur. Ex quo genere 


imprimis sunt notatu dignae eae curvae, quae hoc modo ex cireulo. nascuntur, Sit itaque curva data 
* 





$72 : + LU EULERI OPERA POSTHUMA. Analysis. 


* oineulus (Fig. 26), eujas centrum ‘in ipso puncto C sit positam. : Detur igitur circulos ABE centro 
C descriptus, cujus radius 4C ponatur — a, sumtoque punoto A pro initio, a quo arcus JS com- 
putentur, ponatur arcus 4$ — s, ac per S agatur recta C SM aequalis functioni cuicunque areus 
AS; sicque puncta M posita eruat in quadam curva CMD hoc modo describenda, cujus tangentes 
in singulis punctis M determinari oporteat. Manifestum antem est hujusmodi curvas CMD fore 
transcendentes, cum earum constructio a rectificatione circuli pendeat. Atque ex hoc 'genere non- 
nullae lineae curvae a geometris diligentius sunt exploratae et propriis nominibus distinctae, quas 
hic evolvi conveniet. 

16. Primum ergo ponamus rectam CM perpetuo ipsi arcui 4S proportionalem capi, sicque 
orietur curva CMD a primo inventore spiralis Archimedea appellata. Haec enim curva, postquam 
ex C exierit, spiris continuo divergentibus in infinitum gyratur. Deinde arcubus 45 sumtis 
negativis, haec constructio praebebit alterum curvae ramum CN priori CM similem et aequalem, ita 
ut recta CD ad 4C normaliter constituta hujus curvae futura sit diameter. Cum igitor positis. 

| AC=a, AS=s et CM=y, sit ve". 
Si tota peripheria hujus circuli ponatur — c, sumtis arcubus 8,0237 5$, 20 -1- 8, 3e 4- 4 elc., rectae 
CM respondentes eandem positionem tenebunt, atque ideo recta CM producta spiralem in infinitis 
punctis secabit, seu longitudo CM infinitos habebit valores, qui erunt | 


H Hr, gern, . EN etc. , 
ideoque in progressione arithmetica, cujus differentia est — — M procedunt, quae est proprietas palmaria 
hujus spiralis Arehlmedene. + — : | 

17. Ad tangentem hujus curvae inveniendam consideretur radius. proximus Cm, ducatarque 
arculus uu Jam ob Ss= ds, erit 


Mer amd 


ex quo fiet MEME UL Mu=1:- 


Quare si ad radium SC normalis jungatur CF — aro 4$ — 5$, erit CS:CP—a:s— mu: My, 
ideoque angulus SC: aequalis erit angulo Mmu —CMT. Hinc si rectae SP? per M parallela 
ducatur MT, haec tanget spiralem Archimedeam in puncto M. Facilius autem normalis ad curvam 
MO definitur: Si enim recta CO sit ad CM normalis, erit : 


Mp : mp — MC:CO, hoc est ob MC— erit 5: a CO, unde fit CO— b. 


— Quare si radio MC perpetuo normaliter jungatur - recta €0 —b, tum recta MO erit in curvam 

 mormiulis. Ceterum ‘cum: dit: tang CMT zz, perspicaum est angulum CMT, quem radios € M cun 
curva facit, continuo crescere: in ipso enim puncto C, pro quo fit //$ — 0, hic angulus evanescit, 
ideeque: ipsa recta CA ibi. spiralem: tanget. ]n.puncto. D, ubi fit 76 et = 1,5707963, an- 
gulus CDM fit .=257° 31 6" €"; Déteepe hi angu continuo - fiunt majors, atque in spiri 
infinitésimis"eums rectis: confunduntur. 7: °. :. ©. Coon . . MEE 


Institunonum Calcul dférentialis Secho IL . Cap. 3. 373 
18. Exhiberi quoque potest pro hac eurva aequatio ad. perpendiculum CQ ‘ex C in tangentem 
MT demissum. Si enim ponatur CQ — p et MQ — 9, ut sit pp-i- qq — yy, quia est 
— TE — "y u. P_% _ bp 
q^ uw "78 . erit, v 7b seu : bp — Y vel I yoy— p»! 
EN t E by 
unde fit | y'— (bb i yy) pp atque p — Vo) À gez 


Quin etiam aequatio transcendens inter coordinatas orthogonales CP= c et PM= —=z dari poterit. 
Ponatur enim angulus 


æ æ x | 
ACS ==, erit yi et ——tang g,. itemque y,7 5n et 7-609, — 


unde fit -— gen. 
E ; 1 
At est . dg «go yde —edy = 
Jam vero est | 
yy = CE +22, hincque ydy = ada + dz, dy = Vies as) 
, _ssde— axds — s(ædæ—+sd:) 
atque - (o, Namen = [E 


sdæ— vds do -+ sds 


Quamobrem inter coordinatas æ et z haec eruitur aequatio differentialis Joss — — à  * quae 
naturam spiralis Archimedeae exprimit. 


19. Quemadmodum ante applicate CM arcui AS directe proportionales sunt positae, ita nunc 
easdem arcubus reciproce proportionales statmamus. Sit igitur (Fig. 27) arcus circuli C4 — a, 
arcus 4S — s et curvae quaesitae applicata CM — y; erit. pro hac curva y =", seu CM. 4S — ab; 
ob cujus aequationis siinilitudinem cum hyperbola ad asymtotos relata, haec curva a Cel. Joh. Ber- 
noullio spiralis hyperbolica est appellata. Cum igitur posito 5-—0.fiat y==oo, evidens est radium 
CA productam com curva in infinito convenire. Dehinc crescentibus arcubus s, applicatae CM — y 
continuo decrescunt, neque tamen penitus evanescent, . nisi fiat s — oo, ex quo perspicitur hane 
curvam infinitis gyris circa centrum C serpere, qui perpetuo fiant minores, donec tandem post in- 
. finitos eircumitus in ipsum centrüm incidant. Porro etiam sumtis arcubus negativis, uti casu prae- 
cedente intelligiter, radium CB similiter fore asymitokon,: rectamque ex C ad AB normaliter erectam 


fore hujus. curvae diametrum, " . 


20, Jam ad. ‚tangentes hen « curvae imreniendan ducatur . applicta proxima Cm — =7Y + dy, 
erit, M ‚un, Cum 








zo, ideoque Ma: m rai 4. _Ducatur ad radium CM 


igitur sit 2t. erit dy =: 
normalis CT tangenti occurrens in T, eritque ob triangula similia Mum et MC T, MC:CT=a:s. 
Quare per S ducatur tangenti parallela SP: erit.CS : CF —a:s, unde ob (S=a, erit CF — s — 48. 


Ac propterea vieissim si radio €S''juugatur: normalis. CF ateni 45, -rertaeque SN parallela 
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agatur MT, erit haec tangens .ourvae in puneto M. Vel facilius, cum sit 
CM—tT, erit CM: CT—a: ia : b. 


Hineque fit CT— 8. Ergo perpetuo radio MC normaliter.jumgatur CT -- b, eritque MT tangens 
curvae. Anguli itaque CM T, quem radins CM cum curva facit, tangens erit — — Hic ergo 
angulus continuo fit major, et postquam curva circa C infinitas spiras absolverit, tandem abibit in 


rectum, ültimaeque spirae fient circulares. 


21. Si hujus curvae aequatio ad perpendiculum C( ex C in tangentem demissum desideretur, 
vocetur CQ pe Mo 1 ut sit PP+ 99 —77. Erit ergo 7-tUngCMT—-; sed quia 


est yt, i — cr ideoque babetur f — =— et py —64, seu ppyy — bbyy — bbpp, sicque 
erit p — ere © — Y NET pr) Patet. ergo perpendiculum p perpetuo minus esse recta con- 


stanti b; factoque y — oo, quo casu punctum M per E in infinitum removetur, fore p==b. 
Non itaque haec curva in infinito cum asymtota CF ita convenit, ut ipsa recta CF ejus fiat tangent; 
proprie ergo non tam ipsa recta CF, sed alia recta huic ad intervallum — 5 parallela erit istius 
curvae asymtota. Sit JK ista recta intervallo — 5 ab AB ducta, atque curva, gecus ac figura 
indicat, ad hanc lineam continuo propius accedet, atque in inlinito ab ea tangetur, neque etiam 
usquam babebit punctum. flexus contrarii. . | 
22. Ex hoc casu liquet, nonnunquam summa circumspectione opus esse, si si ex sola curvarum 
genesi earum asymtotas defimire velimus. Quod quo clarius perspiciatur, lineam 4$ fingamus rectam 
ad-CF normalem, contingoque rectam CM. ita accipi, ut rectangulum CM. 4S sit constans, ex quo 
Sequi videtur ei sumatur 4S -—0, quia fit. CM infinita, hanc in ipsam rectam CF incidere, cur- 
vaeque: fare 'ayyıytetam, . Rem autem secus. se habere ex eo statim liquet, quod distantiae PM 
cotttinue creschhé, deerescentibus 4S. Sit enim CP. — x, PM=z et 4C ima, erit AS=Z et 
: Hine ergo pespiouem est 
hon posito - D 0, sed facto zb fieri © bo, etiamsi hoc casu * intervallum ' 
u | 45 =" er MEDIO fiat — 0; | 


fdeoque rectam JK T CF parallelam et: ab' em intervalo == 6 distantem fore. veram wsymtetzm. . 


C3 — V (zd 4-22), unde erit zy/(ma -+ z£) sz bo nique: dir ==. 





23. Cum ista curva algebraica confundetur igitur nostra spiralis hyperbolica in infinito circa 
asymlotam KJ, quia arcus fS minimus in rectam sbit. Sin autem pro hac ‘curva aequationem 
inter coordinatas CP — et PM=z invenire velimus, ponamus anpülum. :: : 


(€ 468—,—, erit carus et =, ideogie dp. 


p. ^ ade _ bed 
Erit vero 1-7 sin æ .et reg, unde TE RU REA . 


Hinc-ergo habeihus- Intnc. aequatienem yy dz vy dy - bad == 0... Kurs vere.isie io. 





Institutionum : Calcak difirentiats Sécho. III. :Cap. 3. 375 


m =e2 +27, ydy = œdx+ ds et dy. CENT 
erit | | E — ede + = 06 . "n 
quae per x divisa dat ida — cdı= etu ‚aequationem. spiralis hyperbolicae paturam. expli- 
cantem. . . t N ' ^a ' ' : , . ' 


25. Congideremus nune spiralem: parabolivam Bd) in qua sit perpetuo applicata CM radiei » 
quadratae ex arcu AS proportionalis. . Posito igitur radio circuli C4—a, et arcu quocunque AS=s, 


sit CM—= y — - Y2bs, et mu = dy — — ds et Si ergo centro € describatur arculus Mu, erit 
Mu —" e Mu: mu — =yr: ab csi: d; unde erit tang Mme tang CM T — ?*, unde 


positio tanget MT facile definitor. Sin autem ducatur ad spiralem normalis MN, atque radio 
CM jungatur normalis CN, erit Mp : mp — CM:CN, bec est yy;ab-y: =, erit ergo 


CN=® seu CM.CN= ab. U tt Á 


Crescente ergo arca AS = , angulus CM T continuo fit major, donec tandem post infinitas spiras 
fiat rectus. Ceterum manifestum est hanc curvam ‘circa C duas habere partes CM et CL similes 
et alternatim posítas. | | | | 


25. Quamvis autem haec curva spiralis parabolicae nomen mereri videatur, tamen a Jac. 
Bernoullio hoc nomen alíaé curvée est tributam, quae oritur, si axis parabolae juxta peripheriam 
circuli incurvetur, atque applicatae ad axem interea normales. manere concipiantur. Qui modus 
generationis quo latíus pateat, fingamus (Fig. 29, 30) curvae datae am axem as peripheriae circuli 4 
AS eircumplicari ita, ut in .curva hoc modo genita AM si capiatur arcus AS aequalis abscissae as, 
recta SM circulo normaliter insistens futura: sit aequalis applicatae sm. Quod si ergó in curva 
proposita am tonatur abscissa as — « et applicata $m —z, in curva autem descripta sit primo 
radius circuli CÁ — a, tum vero arcus AS — s et recta CM —y; facto 48 —:—, erit ^ 

-SM— — im = 2, ideoque CH=y=a--z. 
Sicque ex aequatione inter æ et z data dabitur aequatio pro curva 4 M inter 4$ — s et CM — y. 
Patet autem si curva data am secundam axem a4 in isfinitum excurrat, curvam genitam . AM 
infinitis spiris .oirca centrum. C circumvolvi, sieque ad .spiralium genus. pertinere, — 


.,36. .: Ad tangentem bujus:curvae, MT' inveniendam: consideretar radius proxipus Cm, erit. - 
Sq y (o3-2)dz. 
!oowigprsm dy ds et Mp A = STE, 
Hinc sí im S ad radium Cs normalis dueatar ST tangent in T occurrens, ob triangula mMu et 
MTS similia eril ^ | mE 
mA: Mu= MS: ST, seu dz: Mem. = "1 Leman, ita ut sit ST= — 


, y adi | ads 


tat 09 d dog 00 


lo | curva. atem ' data, an. est. subtangens. = 2 unde. erit TH. st. Producatur ergo 
applicata main c, ut sit-as=x CS = a, et-et v pér & ducitur retta ch rerlad mu, quae per m axi 
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as parallela sit acta, occurrens in u. Quoniam igitur est cs — a et cm—a<+#, erit mu — st. 


Consequenter si recta ST aequalis statuatur isti lineae mu, recta MT tanget spiralem in puncto M. 





97. Aliae spiralium tam parabolicarum quam hyperbolicarum. species prodibunt, si reeta CM 
indefinite cüipiam potestati arcus 4f $' proportionalis statuatur. Si igitur posito radio circuli 4C—a 
(Fig. 26) vocetur arcus 44S — s et recta CM — y, formetur ista aequatio y — Cs". Hinc igitar 


ze us eM, 


erit mp a2 dy =nCs" ‘ds et Mu — unde fit. my: Mu = na:s, eritqne ergo 


tang Mmu = tang CMT=- — 


Quare si tangenti MT per S parallela ducatur SP, quae rectae er ad radium CS perpendicnlariter 
ductae occurrat in V, erit CV — a tang CSP — ——. Unde si constituatur CF —— - * 48, hypo- 
tenusa S7 erit tangenti MT parallela: sicque facillime in quovis harum spiralium puncto M positio 


tangentis definitur, ex qua porro rectas ad curvam vel normales, vel ad datum angulum inclinatas 
ducere in promtu est. 


28. Hae autem curvae ad genus parabolicum pertinebunt, si exponens n fuerit numerus affir- 
mativus, quibus casibus curvae initium in ipso centro € erit.. Posito enim s—0 fiet quoque y-—0, 
et cum anguli CMT tangens — posito s=0 evanescat, recta C4 simul tangens erit curvae in 
puncto €. Dehinc curva continuo magis a centro C discedet, spirisque innumeris in infinitum exten- 
detur. Sin autem n fuerit numerus negativus, posito s—0, recta CM — y fit infinita; unde 
crescente $ continuo decrescunt et post infinitas spiras in centro C evanescunt. Neque vero, ut jam 
supra vidimus, recta C4, etsi in infinitum continuata, ad curvam pertingit, ideo erit curvae asymtota. 
Sed ad veram asymtotam inveniendam quantitatem perpendicoli CQ, quod ex C in tangentem curvae - 
demittitur, definiri oportet; hujus. enim quantitas, si ponatur $—0, indicabit distantiam asymtotae 
verae KJ a recta CA (Fig. 27). Hanc autem asymtotam rectae CA esse parallelam exigde intelligitur, 
quod, angulus, quem. radius CM cum curva facit, evanescat posito s — 0. | | 

29. Cum igitur anguli CMQ ange pts sit. ——.— erit ejus sinus = Viana 75! ac 
propterea perpendieulum :CQ — Tara = = Viae .Si& jam nm ‚numerus negativus, puta 
= ï . erit. ET ideóque. distantia asymtotae. KJ ‘ab radio CA posito s==20 erit 
= — » unde perspicitur. si exponeris m fuerit unitàte minor, tum tt KJ cum ipso radio 
CA producto convenire, quód ergo evenit: ih his spirafibus hyperbolieis ÿ — pr si m — 1. Verum 
si m=1, qui est casus spiralis hyperbolicàe supra tractatae, erit, intervallum inter asymtotam KJ et 
radium C4 E ' uti jam supra. invenimus. Sip autem exponens m. fuerit . unitate. major, tum 





distantia asymtotae KJ erit infinita, neque adeo radius curvae ME in infinitum excurrens.asymtotam 
habebit, sed‘ ad: genus, ramorum paraboliceram | pertinebit... vs ZEN 

30. Inter curvas spirales, quas hactenus consideravimus, ultimum locum occupet spiralis 
logarithniiea. seu logistica, quae hac definitur proprietate, ut:rcus cireuli AS sit loparthmo rectaé 


CM propprtionalis, :- Si" ígitur posito radio circalé; 4C s—&,- vocemus.:arcum A Sms, et rectam 


Instiuionun Calouli diferentialis Sectio III. Cap. 3. O8" 


CM =; aequatio inter s et y pro hac curva erit s—=bl-: 2; atque hinc si fiat y=a, erit s—0, 
seu curva per ipsum punctum 4, unde arcus AS computantur, transibit. Quodsi ergo signum I 
denotet logarithmos hyperbolicos, atque e numerum, cujus logarithmus byperbolicas — 1, erit 
y —ae :*. Crescentibus ergo s in ratione arithmetica, applicatae y in ratione geometrica augebuntur, 
Sicque curva per J infinitis spiris a circulo recedet. Sin autem arcus $ negativi capiantur versus E, 
distantiae y continuo decrescent, atque si $ — — oo, demum evanescent, unde baec curva quoque 
per infinitas spiras tandem in centrum C incidet. 

31. Quaelibet ergo recta CM, e centro C educta, logarithmicam spiralem in infinitis punctis 
secabit. Posita enim tota circuli peripheria — c, recta CM in eandem positionem revertetur, si 
arcui AS sequentes valores tribuantur: $, 62-8, 2c-—- 3, 9c 31- 5$, kc $, etc., itemque hi nega- 
tii —c-—- 5, —2c--:s, —3c+s, — hc-e 5, etc. Valores ergo rectae. CM—y per idem 
punctum M ductae erunt numero infiniti, sci scilicet 


ac^, a+: ae + 9:* ar ac 4*9: ) etc. 


item ac 079: ag en: ac Be: ac 579: 


, etc. 

Hi itaque valores progressionem. geometricam constituunt, cujus denominator est = e^ » ique tam 
ascendendo quam descendendo in infinitum multiplicantur. Hanc curvam, quae plurimis elegantissimig _ 
proprietatibus abundat, primus investigavit Leibnizius, ac post eum Jacobus Bernoullias tantas 
in ea detexit praerogativas, ut eam ad suum symbolum adhibuerit. 

32. Praecipua autem hujus curvae proprielas in tangentium lege est sita, quippe ex qua 
reliquae omnes facile consequuntur. Ad positionem ergo tangentis MQ inveniendam, concipiamus 
rectam Cm — y -- dy ipsi CM proximam, ductoque centro C arculo Mu erit Mu din et mj — dy. 
Cum antem sit s— bl. L erit ds =" ideoque Mu, ex quo anguli Mm, seu ipsius QMC 


tangens erit. — e -*. * Qui angulus cum sit constans, perspicuum est pare curvam ones 


radios CM sub eodem angulo secare. [stius igitur anguli C.MQ- erit sinus — LI et cosinus 


a 4- bb 
= as vade si ex C in tangentem CQ demittatar :perpendicalum CQ, erit COS 5 
et MQ — = Vias 3 ' Quodsi. ergo fuerit .a — 5, migulus CMOQ 'fiet semirectus, quo casu haec 
spiralis logarithmica semirectangula vocari solet. 

33. Quia angulus vs est constantis quantitatis, triangulum Mmu erit specie datum; atque 
ob nip —dy et Mu =", fiet hypotenusa Mm — — y = y (aa + bb): Cum igitur incrementum arcus 
spiralis: Mu ad incrementum radii mx constantem teneat rationem, atque facto y — 0 ipse arcus 
evanescat, necesse est ut tota spiralis e centro C computatae longitudo eandem teneat rationem ad 
totum radium. CM -—y. Erit ergo spiralis longitudo CK 4 M — d » V(aa+bt), quod eo magis est 
memorabile, quod baec curva infinitis spiris cirea centrum C circumplicetur, atque adeo ista spirarum 


multitudine infinita non obstante longitudo spiralis finitam habet quantitatem, quae ex longitudine 
L Esteri Op. posthume. T. L | . 48 
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radii CM facillime definiri atque linea recta finita ipsi aequalis exhiberi potest. Scilicet si radio 
MC normaliter jangatur recta, atque tangens MQ ad ejus occursum usque continuetur, tum ea 
aequalis erit longitudini spiralis CK 4 M. 

| 3%. Est igitur spiralis logarithmica curva rectificabilis, quod eo magis est mirandum, quod 
inter spirales has ipse circulus tanquam species continetur, qui tamen rectificationem non admitti 
Si enim angulus CMQ, quem radius CM cum curva constanter facit, sit rectus, quod evenit si x 
fiat infinitum, ob ds =", fiet dy — 0, atque adeo radii CM ejusdem perpetuo erunt magnitu- 
dinis, quae est proprietas circuli. Ad boc ergo paradoxon explicandum ponamus in genere arcum 
spiralis AM —, erit MS=y—a, et cum sit AM:MS=Mm:mu, erit rem, 
Unde casu b — oo, quo fit y=a, erit 9=0.00, quae expressio finitam valorem exhibet, ad 
quem inveniendum in subsidium ducatur aequatio y — ae' di quae ob 4$ —:00 dat y —a (1 +7) 
et y-ı-“. ‘Est. vero eodem casu Vlaa+bb)=b, unde fit e z—s et AM=AS, ex quo 
perspicuum est hoc solo casu, quo b—oo, rectificationem curvae cessare atque ad mensuram arcuum 


circularium redire. 


35. Superest ut hujus quoque curvae memorabilis aequationem inter coordinatas orthogonales 
éxhibeamus. Hunc in finem sumatur radius CA pro axe, ac vocetur abscissa CP — x et applicata 
PM=z. Ponatur angulus 4CM — g, erit z —ysing et c —y cosg, hincque 


i dg cop, seu ydz — zdy — eydg. 
Est vero ' g -—- et dg —*. 
Quare cum sit | | =, eri - dg =" et - ayap te, 


cdn-tsds 


ter, 
Y (ez + 51) 


ia ut habeator haec aequatio ydz —zdy — Est autem y — Vener) e et dy — 


quibus valoribus ‘substitutis emerget haee aegutio: 

a ($dx —zde) = b(edo adi) su de:sdt=aw = br:az+-be, 
unde patet si b==oo, fore cda -- xdz — 0, curvamque. propterea abire in circulum, cujus centrum 
sit in C. 


36. Curvarum, quae ex circulo originem ducunt, unum adhuc exemplum afferamus, quadratricem 
scilicet ‚Dinostratis. Haec ita ex circulo construi solet, ut (Fig. 32) sumto arcu quocunque AS, in radio 
BC ad CA normali, capi jubeatur portio CP, quae sit ad radium, ut arcus 4S ad quadrantem peripheriae 
ASB. Tum enim ducta PM ad BC normali, donec radium CS secet in M, erit M punctum in 
quadratrice Dinostratis. Vocetur circuli radius 4C — BC—a et angulus ACS — 9; posito toto 
quadrante ASB seu potius angulo recto =@ fit CP — ri et cum angulus BCS sit —9— y, 


apcop : 
T ‚et. PM NT 





erit CM = 


Institutionum Calculs differentialis Sectio. III. Cap. 3. 879 
Si ergo coordinatae orthogonales ponantur CP — e, PM —z, erit == et = unde 
= CD. Punctum ergo D, 
ubi curva radium AC secat, ita se habet ut sit ASB: AC=AC:CD. Si itaque hoc punctum D 
assignari posset, inde baberetur peripheria circuli, adeoque et 9) us quadratura, hancque ob rem a haec 
curva quadratrix est appellata. 


constat si 9==0, fore æ—0 et ob sin g — p et cosp—1, esse z — 


37.. Quia sumto angulo 9 negativo, valor ipsius c fit negativus, ipsius z vero idem manet, 
qui ante, perspicuum est radium 4C fore hujus curvae diametrum orthogonalem. Quemadmodum 
autem haec curva ex D per M et B ulterius procedat, ex sequenti tabella perspicere licet: 


si p—0 erit æ—0 et z—-—. 


p 
_4 ME 2i. 
9 —3e e — $34 2= % 
9=0 2 z=( 
8 
p—20 x == 24 z=00 
P—= 0 L—= -4 z=<a 
p—=30 æ—3a z=0 
7 
9?-—3e ‚ya 2—— 34 
P—=h#o cha z == OO 
etc. etc. 


Habet ergo haec curva infinitas asymtotas Ff a se invicem intervallo diametro aequali distantes. 
radioque AC parallelas. 


38. Tangens hujus curvae MT tam ex relatione inter æ et z, quam ex aequatione inter 
AS — s et CM — y definiri poterit. Posteriori modo cum sit s —ag et y — dag! erit 


$5 — ds = adp eb  mu—dy— RULES 





e sin 9 p sin! g 
" Mutter 
Hinc ergo obtinetur tang CMT==g: ir ern 


In puncto itaque D, ubi est 9=0, sing = p — + * et cos p —1 — i9 erit tangens anguli, 
quem recta CD cum curva facit 

— $7 —3 60: 

ur Dr Tr er  .» ^ 
unde iste angulus erit rectus et tangens in D perpendicularis ad radium AC. Ceterum quoties 
p-=20, vel do, vel Go, vel etc. angulus C MT evanescit; casibus vero q —— 0, p == 20, == 50, 
etc., ob cos g — 0 erit tang CM T— q. Iste denique angulus praeter punctum. D fie& rectus, sl 
fuerit 9 — tang y, quod evenit in quadrantibus tertio, quinto, septimo, nono, etc. 

| e. 


- 
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^ esno __ptagy 
sinpg—pcosp  tangp—9 





39. Cum inventa sit tang CMT — ; angulus autem ACM sit — 9, erit 


mr 
tang CT M — — dia e co g' 


quod idem er aequatione coordinatarum invenitur. Demittatur enim ex M in 4C perpendiculum 




















MQ; quia posuimus CQ —:— us et MQ—2—7. erit. subtangens QT= EE. At est 
. ade .... 4dg EN apdy 
| | dæ—= et dz TT $^ euni e! 
m$. a. Pf. OM _ Ir _ 
unde fit QT— ps oua? À gr 08 CTM — ,— in pons ut ante. 
Cum autem sit ns = D erit QT=—i+ ur seu Tes 
At posito C M — y, est p=T et sinp=—; ex quo obtinetur CT= + P" — Eyy. Cum ergo 


sit C D — " erit ubique CD: CM — CM: CT, quae est proprietas non Inelogans hujus curvae qua- . 
dratricis. Promoto autem puncto M usque in B, quia ibi est y—a, erit CT—9Qa-— quadranti 4SB. 


40. Aequatio denique differentialis pro hac curva quadratrice inter coordinatas CP—MQ—« 
et PM — CQ — z exhiberi potest, in qua angulus q amplius non insit. Cum enim sumto 


(M=y= Vee+z) sit sing = et cas g — —» .erit dg cos  — = LES. 


At est dg —*, unde obtinetur oyzde —ayda — andy, seu oy 1:dg — ay! dz — az ydy. 
Quia vero yy — ax» -i- zz et ydy — axle + zdz, erit paxzzdz + 9z* de — azzdz — avzdz, quae 
per z divisa abit in hanc g(&2-+-zz) dæ —a(zdxædr). Vel si intervallum. CD — 7 ponatur 
b(sdz — ads) —bdp . 

pp 


z—b, erit dx — Unde vicissim 





us ^ Positoque brevitatis gratia z — pa, erit de — i 


per calculum integralem ipsae formulae superiores a quadratura circuli pendentes eruuntur. 


hi. Loco circuli, ex quo hactenus alias curvas formavimus, alids quascunque lineas curvas 
adhiberi licet, atque praecepta tradita sufficiunt ad tangemtes linearum, inde utcunque constructarum 
inveniendas. Sit enim (Fig. 33) data quaecunque curva AL, cujus natura exprimatur aequatione inter 
rectam, ex puncto fixo C ad curvam ductam CL — u ét angulum 4CL — q. Ex bac porro construatur 
alia curva BM, sumendo, distantiam CM — y functioni cuicunque ipsius u. aequalem. Ducatur recta 
ipsi CLM proxima Clm, centroque C fiant arculi LA et Mu; ob ang.MCm=dy, erit LÀ —Uudg, 
My —ydg et l4— du, mu —dy. In L et M ducantur tangentes LP et MT rectae CV, quae 


CE 


ad LC sit normalis, occurrentes in P et T; erit CF = Hinc ergo erit 





un yy y, du 1. 1 
ren seu CPICT—doguidouy 


Sin .autem | normales ad utramque curvam prodncantur LK et. MN, rectae CN, ad LC perpendicu- 
lari, occurrentes in K et N, erit CK et EE "ideoque CK: €N-—duidy. Cum 
igitur ratio dy : du detur, ex positione normalis LK definiétur positio normalis MN. 
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42. Superfluum esset exemplis hanc regulam per se: facilém illussrare: quare ad: alios genera- 
tionis modos progrediamur, in quibus applicatáe non ex puncte quopiàm fixo egrediuntur, sed. alio 
modo definiantur. Ubi cum infinita varietas locum habeat, ex ea ejusmodi casus eligamus, in quibus 
proprietates prae ceteris notatu dignae occurrunt, Ac primo quidem proposita sit (Fig. 3%) curva quae- * 
cunque AL, ex qua ita formetur alia B.M, ut rectae LM, quae curvae datae normaliter insistant, ubique 
ejusdem longitudinis capiantur. Hoc modo manifestum est; si linea A4 L fuerit recta, alteram quoque 
rectam illi parallelam esse futuram; ac si linea 4L sit circulus, alteram B.M pariter fore circulum 
ipsi concentricum. Generatim ergo cum lineae AL et B.M ubique aequis intervallis a se invicem 
distent, parallelae inter se erunt censendae, quae est idea maxime adaequata parallelismi ad lineas 
curvas accomodati. 

43. Quia lineae ML et ml ad curvam 4L ponuntur normales atque inter se aequales sunt, 
eaedem quoque in alteram curvam genitam BM erunt normales. Producantur enim hae duae lineae, 
donec concurrant in puncto O, et quia lineae OL et Ol sunt ad curvam normales, elementum Li 
confundetur cum arculo circuli centro © descripti, eritque ergo OL — Ol; unde cum sit LM—m, 
erit quoque OM — Om, quocirca, et hae lineae OM et Om ad curvam genitam BM erunt normales, 
sicque et in hoc communis parallelismi natura locum habet, ut quae linea in alteram curvarum 
AL et BM sibi parallelarum sit normalis, eadem alteri perpendiculariter insistat. Hinc ergo porro 
sequitur tangentem curvae genitae MT parallelam fore tangenti curvae datae LP, ita ut si curvae 
datae tangentes ducere valeamus, in promtu sit curvarum hoc modo inde genitarum tangentes 
determinare. 

M. Praeterea autem n affinitas harum curvarum singularis est notanda, quae in hoc constat, ut 
longitudo curvae BM aequalis sit arcui curvae datae 4L una cum arcu quodam circulari sic defi- 
niendo. Sit recta 4B ad utramque curvam normalis, cui productae normalis ML occurrat in N. 
Ducatur Lu ipsi Im parallela, erit mu Ll, ideoque Mm — Li-+- Mu. Jam centro N radio 
EN—LM— AB describatur arcus circuli ES, atque ducatur Ns ipsi n4 parallela, erit utique 
My — Ss, ideoque Mm — Ll-- Ss. Cum igitur sit Mm differentiale curvae BM, et LI differentiale 
curvae AL, atque Ss differentiale arcus circularis ES, erit d. BM—=d:AL-+d.ES, ideoque et 
integralia aequalia esse oportet, unde fit B.M — 4L -4- ES. Differentia ergo inter arcus BM et AL 
aequalis est arcui circuli, cujus radius — 4B — LM, respondenti angulo BNM, quem rectae in 
terminis curvarum normaliter ductae BN et MN inter se constituunt. Atque hinc duae lineae curvae 
exhiberi possunt, quarum -differentia aequetur arcui circulari. - 

&5. Sit (Fig. 35) curva data 4LG, ex qua ita formetur altera curva BM, ut rectae LM, quae tangit * 
curvam datam in L, certus tribuatur valor sivé constans, sive functioni cuicunque a puncto L pen- 
denti aequalis. Ponatur ergo arcus curvae datae AL=s, sitque: longitudo tangentis LM — y. 
Dueatur secundum eandem legem ex puncto proximo 4 tangens lm y- dy, et quia haec recta 
im cum: elemento curvae Ll in. directum jacet, ob Ll — ds, erit linea Ln — y -A- dy -- ds. Ex 
M in- Lm demittatur: perpendiculum Mu, quod non differet ab arculo circuli centro L descripto, 
eritque proptereà Lu -z—LM-y, unde fit mu -dy--ds. Si jam innotesceret lineola Ms, 
haberetur in triangulo Mm, angulus Mmu, cui aequalis est angulus LMT, quem tangens curvae 
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genitae MT cum recta LM constituit. Verum cum lineola M}: pendeat ab inclimatione mutua tan- 
gentium proximarum LM et Im, quan infra demum investigare constituimus, lunc casum in genere 
hic evolvere non licet. 

46. Quando autem y ita determinatur per s, ut sit dy + da — 0, erit mu — 0, unde quo- 
inodocunque se habeat valor lineolae Mu, angulus Mm, erit rectus, atque tangens MT ad rectam 
LM erit normalis, huncque ergo casum hic evolvere licet. Sit igitur y—c— s, eritque dy + ds—0, 
et curva genità BM ita erit comparata, ut ejus tangens MT ubique sit ad rectam LM normalis. 
Quodsi ergo sumamus éurvam 4LG — e, erit arcus GL —c— s, ideoque LM— LG. Quamobrem 
genesis curvae BM ita describi poterit, ut (Fig. 36) curvae 4LG circumplicetur filum, idque successive 
incipiendo ab G evolvatur. Filum enim hoc modo evolutum si tendatur, perpetuo curvam #LG 
tanget, et pars a curta jam extensa. LM aequalis erit portioni curvae relictae LG. Unde si filum 
altero termino M fuerit stilo instructum, iste stilus describet curvam GMB, quae ex evolutione 
turvae GL nata vocatur. De quo curvas describendi modo infra fusius explicabitur. | 


47. Si ergo curvae 4LG hoc modo filum circumplicetur, idque in G stilo munitum evolvatur, 
describet curvam GMB, quae ex evolutione curvae GL.f nata dicitur. Hujus igitur curvae hae 
sunt proprietates, ut primo recta LM, quae curvam datam in L tangit, sit normalis ad curvam. 
genitam GMB: tum vero ut haec recta LM aequalis ubique sit arcui GL. Si porro filum longius 
capiatur, atque evolutio in puncto g incipiatur, perspicuum est curvam hoc modo genitam fore 
parallelam curvae GMB, recta enim LM producta simul in novam istam curvam erit normalis, et 
portio producta ubique aequalis erit arcui Gg; sicque hae duae curvae sibi erunt parallelae, prorsus 
ut ante (42) parallelismum descripsimus. Quamobrem vicissim curvae parallelae ex evolutione ejus- 
dem lineae curvae B LG nascuntur. 


&8. Quemadmodum hic ex evolutione fili uni cuidam curvae circumplicati, nova curva est for- 
mata, ita facta quadam mutatione duae curvae pro arbitrio assumi possunt, ex quarum evolutione 
conjunctim nova producatur curva. Sint enim (Fig. 37) datae duae curvae La et BKb. Capiatur filum 
satis longum, cujus alter terminus in A alter in B firmetur; tum extendatur hoc filum ope stili in 
M immissi ita, ut filum ad utramque curvam maneat applicatum, quoad in L et K, ubi curvae a 
filo tanguntur, in directum extendatur. Hoc modo si stilus continuo promoveatur, ita ut filum 
perpetuo tensum teneatur, stilus describet curvam CMc, cujus natura cum a longitudine fili, tum a 
natüra utriusque curvae ALa, BKb, tum a situ relativo harum duarum curvarum pendebit. Ac 
statim quidem perspicitur, si utraque curva ALa, B Kb in punctum evanescat, hoc modo descriptum 
iri ellipsin, focos in utroque hoc puncto habentem, cujus axis transversus aequetur longitudini fili. 


69. Ponamus totam fili longitudinem ALMKB — a, atque in praesente situ sit portio, curvae 
Aa applicata, AL=s, et portio alteri curvae Bb applicata BK=—-r. Tum sint portiones is 
directum extensae LM -— y et KM=z, eril s+y-+-r--zu=a. Jam stilus im situm proximum 
m promoveatur, quo puncta contactus tramsferantur in | et k, erit dl=s--ds, Bk-zr-- dr, 
ideoque Li — ds et Kk 2 — dr. Perro Im=y--dy et km — z-r dz, aique 


ds+ dy + dr - dz — 0. 
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Ex M in im et ex m in KM demittantur perpendieula Mp st mq, et fet Lnszy--dy-+-ds et 
kM=z—dr. Jam ob Lp= LM et kqz- km fiet 
mp — Lm — LM — dy -- ds et Mq — kM— km — —dr — dz, unde erit mp — Mq. 
Cum igitur triangula rectangula Mpm et mq M praeter communem hypotenusam Mm, habeant latera 
mp et Mq aequalia, erunt ipsa aequalía ac similia, ideoque Mp — mq et ang. Mmp — ang. m Mq. 


50. Quodsi jam dycatur tangens TMP, erit ang. Mmp = LMT, et ang . mMq — KW; ; hancque 
ob rem ang. LMT—=KMV, ita ut tangens TMV utrinque aequaliter inclinetur ad directiones fili 
ML et MK. Cum igitur radii lucidi a superficie reflectente ita reflectantur, ut angulus incidentiae 
aequalis sit angulo reflexionis, manifestum est si curva CMc proprietate radios reflectendi gaudeat, 
atque LM fuerit radius incidens, fore MK radium reflexum. Ducatur ad curvam CMe in puncto M 
normalis MO, eritque ang. LMO — KMO. Quare si angulus L MK bisecetur recta MO, erit haec 
recta MO normalis in curvam CMe, atque si ad MO normalis ducatur T MF, haec curvam tanget 
in puncto M. Haec ergo proprietas, quae ex descriptione ellipsis per focos demonstrari solet, com- 
munis est omnibus curvis, quae hoc modo per duplicem evolutionem ex duabus curvis quibuscunque 
producuntur. 


Caput IV. 
De tangentibus curvarum, in certis locis inveniendis. 


1. Etsi praecepta hactenus tradita latissime patent, atque tangentibus ad singula cujusque 
curvae puncta inveniendis sufficiunt, tamen dantur casus, quibus expedit regulis particularibus, ad 
eos casus accommodatis, utiquam regulas generales eo transferre. Hi autem casus potissimum occur- 
runt, quando alterutra binarum quantitatum variabilium vel evanescit, vel in infinitum excrescit. Si 
enim in his locis positio tangentis investiganda sit, non opus est, ut omnes aequationis termini con- 
Siderentur, totaque aequatio differentietur, sed quia his casibus plures termini respectu reliquorum 
evanescunt, his praetermissis, operatio summopere contrahitur, et, quamvis aequatio sit maxime 
complicata, tamen facili negotio his casibus, quibus altera variabiliam vel « evanescit, vel in à infinitum 
abit, positio tangentis definietur. 


2. Cum igitur in hoc capite duo occurrunt. casus evolvendi, prout altera variabilium vel 
evanescit, vel infinita ponitur, tractatio nostra erit bipartita. Primo ergo alteram variabilem nihilo 
| aequalem assumamus, hocque casu, uti jam in Jntroductione abunde est ostensum, atque statim 
uberius explicabitur, tota aequatio, quantumvis fuerit, composita, ad duos tantum terminos revocabi- 
tur; ita ut curva proposita in loco, quem consideramus, ubi scilicet <= 0, eandem habitura sit 
tangentis indolem, quam habet curva, cujus aequatio duobus tantum constat terminis. Cum igitur 
omnis aequatio inter binas variabiles c et y, si alterutra evanescens ponatur, ad duos terminos 
revocetur, in hanc abibit formam y”= Ca", unde ad nostrum institutum sufficiet, positionem tan- 
gentis harum curvarum nosse, quando vel = vel y nihilo aequalis assumitur. 
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3. Perspicuum autem. perro est in hac aequatione y”==Caæ” exponentes m et n non solum 
esse numeros integros, sed etiam primos inter se. Si enim essent fracti, per evectionem potestatis ad 
integros perducerentur, sin autem inter.se essent compositi, seu communem divisorem haberent, bie 
per extractionem radicis tolleretur. His igitur casibus omissis, quemadmodum pro ceteris positie 
tangentis, quando vel æ vel y nihilo aequalis ponitur, sit comparata, erit dispiciendum. Ac primo 
quidem, si uterque exponens m et n fuerit numerus affirmativus, manifestum est positó z — 0, fore 
quoque y — 0, et vicissim. Sin autem horunmi exponentium m et n alter fuerit affirmativus, alter 
negativus, tum posito æ—0, erit y — co, ac vicissim, si sit y — 0 erit c — oo. Probe autem 


recordandum est, utrum aequatio y/"— Cz" ex aequatione proposita sit nata facto æ — 0, an vero 


^ 


y — 0, quo eadem hypothesis in tangentis investigatione retineatur. 


4. Ponamus igitur aequationem propositam quamcunque posito æ evanescente coaluisse in hanc 
y" — Ca”, et utrumque esponentem m et n esse affirmativum, ita ut simul sit y=0. Ad tangen- 
tem ergo hujus curvae inveniendam differentietur aequatio: habebitur 





my" —'dy-—nCa"^—* dz, unde fit dy nt! ne y ow 


da m y" —! mar ma 
| 1 Ze 
At est y-—CU"a"" ideoque erit a t s i 


Exprimit autem zr tangentem anguli, quem tangens curvae facit cum axe, in quo abscissae c 


sumuntur. Posito ergo æ—0, quoniam fit quoque y — 0, tangens curvae per ipsum initium - 


abscissarum transit, atque cum axe angulum constituit, cujus tangens erit 


2m . posito æ — 0. | 
Bic igitur angulus erit — 0 si n — m; rectus autem flet si sit n «ms; sin autem sit n — m, iste 


angulus erit obliquus, quippe cujus tangens fit finita — co — C siquidem m — 1. 


9. - Quando ergo in .aequatione y"— Ca", ad quam posito « evanescente pervenitur, tam m . 


quam n fuerit numerus affirmativus, atque ideo curva in ipso abscissarum principio axem secat, 
e tres occurrunt casus considerandi, quorum primus est sit n7 m seu m<n. Hoc casu (Fig. 38) ipse 
axis AB curvam in puncto A tanget. Ramus igitur curvae ex 4 egrediens erit vel 4M vel AN, vel 
Am vel An, vel etiam binos pluresve hujusmodi ramos conjunctim habebit, quod ex aequatione 


generali est decidendum. Lex continuitatis autem postulat, ut curva semper ad minimum duos 
hujusmodi arcus habeat, et si plures fuerint, eorum numerus perpetuo par sit necesse est. Quod . 


cum naturam curvedinis sumus evoluturi, clarius patebit. Cum énim hic tantum positionem tangentis 
investigemus, quonam tractu curva ulterius procedat, hic non curamus, sed infra cautiones, quibus 
in hac investigatione utendum est, accuratius tradentur. | 


6. Secundus casus est, si fuerit m7» n atque tangens curvae (Fig. 39) in puncto . A normalis erit 
ad axem 4B. His igitur casibus recta DA.T-axem in A perpendiculariter trajiciens curvam ibidem 
tanget, unde rami curvae ex A ulterius progredientes erunt vel 4 M vel AN, vel Am vel An, 
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quod ex áequationé eompleta est dijadicandum. Tertius denique casus existit si mn, quo casu 
aequatio y"— Ca" abit in hane y — Cz; naturam lineae rectae exprimens, Tangens igitur curvae, 
ex qua posito æ—0 haec aequatio y — Cx est nata, (Fig. 40) ad axem 4B erit inclinata angulo BAD, 
cujus tangens est — C, sicque recta DAT curvam in puncto À tanget. Figura igitur curvedinis 
prope 4 erit.vel 4M vel AN, vel Am. vel An, atque vel ex duobus, vel quatuor, vel sex etc. 
hujusmodi ramis consistet, De vero autem.curvae tractu iam antecedentia quam consequentia versus 
hic nihil certi statuere licet, nisi reliquorum quoque aequationis terminorum hie neglectorum ratio 
habeatur. Interim tamen hinc ad quemeunque horum casuum aequatio curvae facto c — 0 perdu- 
catur, positio tangentis in hoc loco facillime. definitur. _ 


7. Diximus supra si in aequatione y" — Cz" exponentes m et n communem habeant divisorem, 
hanc aequationem per extractionem radicis ad simpliciorem formam deprimi posse. Hoc nutem ita 
intelligendum est, nisi extractio ob signum: quüantitatis C impediatur. Si enim communis divisor 
fuerit numerus par, et coéfficiens C sit quantitas negativa, extractio radicis deduceret ad imaginaria; 
ex quo intelligitur, abscissis æ, si iis valor finitus tribuatur, nullam plane respondere applicatam. 
Sic si habeatur y?— — a? vel y'— — aucz, vel y°——aaxt seu y95— — a*c etc. singulis 
valoribus finitis ipsius. x nullae applicatae respondent; interim tamen facto a — 0 manifestum est 
fore et y — 0. His igitur casihus aequatio pertinet ad unicum punctum in initio abscissarom positum, 
et curvae, ex quibus hujusmodi. aequationes pro æ=—0 proveniunt, nullos habebunt, ramos per 
punctum. 4 transeuntes, sed ibi habebunt punctum .separatum , quod conjugatum vocari solet,. cujus 
tangens concipi nequit. Quod idem indicat. formula ante pro positione tangentis inventa, quae ob 


C», si C est quantitas negativa et m numerus par, imaginarium, assignari, omnino nequit. 


8. Sin autem in aequatione binomia y" = = 6a”, ad quam posito == 0 pervenitur, exponens 
"n fuerit numerus negativus, tum valori 2—0 respondebit valor y—0o, sicque (Fig. 41) applicata in 


puncto A erit infinite magna. Tangens autem anguli, quem tangens in hoc loco cum curva constituit, 


erit = — ^ C TA, quae ‘ob n numeruin négativum, posito q — 0, semper fit infinita, isque angulus 
rectus. "psa ergo recta EA F, axi in A normalis, erit tangens curvae, ejusque idcirco asymtotos; ex 
quo curva ad minimum duos ejusmodi. ramas, cujusmodi sunt MP, NO, mp, nq, ex infinito rede- 
untes habebit. Sin autem, ut ante memjnimus, uterque exponens m, et n fuerit numerus par, et € 
quantitas negativa, tum aequatio, casu quoque æ = 0 erit imaginaria, nisi forte dicere velimus cur- 
vam in distantia infinita rectae 4E vel AF habere punctum solitarium conjugatum. 


9. Casus igitur evolvimus eos, quibus posito aj == 0 applicata ‘y. vel quoque. evanescit, vel. in 
infinitum exoreseit. Sin atütem y posito 2:0 finitum obtineat valorem, puta y==a, tum iste 
casus ponendo y == a.+- z ad priorem reducitur, quippe z evanescet posito == 0. (am autem .heec 
substitutio, praesertim si. aequatio. proposita .pluribus éonstet terminis, mon parum molestiae pareret, 
mox módem, trademus, cujus opë:sine liac substitutione tangens. definiri queat, Ceterum sequationes 
binemiales: hactenus -tractatæe viam nobis aperiapt‘ ad aequationes,. quae pluribus conséant.:téréainis, 
progrediendi, tam quod in hoc genere sint simplicissimae, quam quod aequationes uécunqée compasitab 
| L. Euleri Op. postbuma T. I. 59 
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casu @:+() ad. binémiaks reducantur. (Quemadmodum: ergo haee ‘redactio sit instituenda, hie chrins 
explicemus, .atque..ejusmodi - regulas "pre -disponendis terminis aequationuin tradèmus, quarüm ope 
deinceps quoque natura urvedinis ramorumque inflexio facile definiri queat. 
+ 10.' Ac primo quidem quaecunque aequatié proponatur inter © et y, ei ponatur ===, omne 
quidem termini = continentes evanescerent, misi y valorem induat infinitum, sed ínter hos ipsw 
terminos 'evanescentes gradus distingui conveniet, qui inter se ratiohem infinitam tenent. Hujusmodi 
progressionern constituunt sequentes termini. EM | 
| A, m, ah, at, ot, at, af tei, 
sicut enim casu c — 0 prae 1 evanescit c, ita prae æ'evanescit c, et c prae ex; ita ut.quisque 
terminus, sit infinities. minor praecedente infinitiesque major + sequente. Similiter erunt comparatae 
sequentes series, .quicunque valor alteri variabili y .conveniat: , , MEME 
De uu | yo my Sys, ahy, s'y. ahy] ete; y 
(M dt tot ee er er ee PORTER et 
n | |. ‘ et generaliter Ho T 
"m ay", d y^, m'y^, ety, ete. : 7 
1. Quaecunque ergo aequatio algebraica inter = et y habeatur,  postquim ea tam ad ration- 
litatem fuerit perducta quam ‘a fractionibus liberata, Singuli ejus termini in istis seriebus contine- 
buntur. Quo igitur ordo - terminorum, secundum quem alii prae alils evaneséant, facilius perspiciatar, 
rejectis coëfficientibus constantibus termini ita’ disponantur ^" — 
o 0,1 ‚2 /3 ,9 ,5 ,6 , 
ZT ar Y, y ^ y? oy " yt VyÓU ^ "dte; "' 4 oua fe 0 d 
e cic 4. x ,c0cp, ar, oy! , ey* , ey! , art „ne, E 
Quse 9S ug, ay, ay, ay, a?y', ar, ty}, ete, sit 
La hate aen ese de . qe, ER. ry a E yo. e^, a^ y, . gy, eie... aiuq pete n 
ren +. a*, ey, gy, ay, a y*, q* y^, ay, etc., | Um 
E 5.' as, z^y, ay, er, ay Lee ipt, ele, CUPS 
| CEU atat ay ara, ar, le éte a 
Te ey; d" yt ia 
wot " ete. etc. ‘ete. "ete; ' ete. ete etc. want. fei n 


[] 

" * 

i " v à 
* 0. e 5 


1. "feruinis à ergo aequitionis hoc modo dispositis, manifestum € est posito. ip — 6 in a que 
tantum. termini : cujusque «seriei. verticalis relinquantgr,. ao, reliqui-rejiei ‚qusant. In :hoc.'autem 
"schemate assumsimüs in aequatione ;proposita omnes terminos. oecurrere, ita ut-hoc'easu,: quo &xb, 
termiot supremhe .seriei horisantalis omnes -remaneant; | dx qua- y obtineret; unum pluresve. valent 
finitos. ‘Sin autem. im gequatione:proposita aliqui terrhini desint;; eorum lock in hoc schemate vacus 
relinquentor;: atque. '0b-euperioreih. rationem: pro casu. d: 0. in -qalibet serie; verticali. supneshitantus 
termini ‘id cmputen vebjent.. Sieque contingere ' pott; üt termini residui nen in- baden sert 
‘horisontali sint::constibutis:. | — |... | c d eta EN ue uem t uS aT mu] 


LH Fa jt 0 .à 
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13. Terminis hoc modo seperfluis expunctis tot remanebunt termini, quot habebuniur series 
verticales; sicque. aequatio plerumque:ad satis: paucos terminos redacitur. Horum autem terminorum 
residuorum non omnes semper:inter se. erent homogenei, sed déduo aliqui prae reliquis evanescent. 
Quomodo igitur isti termini, qui prae ceteris.evanescunt, sint. dignoscendi, nobis explicandum restat. 
Ponamus Meque supremos .cujusque columnae: verticalis: terminos relictos esse 

a^, ag y, v y3S a! y?, ab y 5, m^ y^, cete., 
quorum quinam sit inter se  domogén; vel prae reliquis evanescant, dispieiamus.  Fingamus duos 
quosvis tertinos, puta &^ et z^y' inter se esse’ homogeneos, statimque patebit, utrum reliqui. termini 
wel - his sint homogenei ; vel:iis infinities minores, vel infimities majores. Qui autem fuerint home- 
genei omnes erunt retinendi, qui inffmities minofes téjiciendi; sin autem nonnulli reperiaütur infinities 
majores, hi .soli. retineabtur, ‚cam prae his et illi, quos assumseramus, evanescant. 


1%. Ad lroc aütem judicium rite instituendum notasse sufficiet, si in progressione geometrica 
duo quicunque termini fuerint homogenei, simul omnes tam 'antecedentes quam medios et sequentes 
lis fere homôgeneos. "Terminos enim homogeneos vocamus, duorum est ratio ihfmita; hinc si in 
progréssiohe geometrica duo termini habuerint rationem finitam, mecesse est, ut singuli inter sé 
rationem quoque finitam téneant. " Quare. si! termini" z^ et afy sint homogenei, € ómmnes termini hujus 
progréssiünis beométricne inter se erüüt homogenei 


12 en Ua Ar ae ae "y dant vide 


"5 28 8$* | 


a ^ , : 
'u 


illi termini a^ et Jy Y prae hoc zy: ipsi eranescent, similique modo reliqui termini dijudicabuntur. 


15. Sin alios duos quoscunque | terminos homogeneos fingere velimus, ut dy e et «’y*, ex his 
primum progressio geometrica-ad singulas potestates ipiius y est formanda, quae igitur erit 
f eot nn Bee ut. Pag , is , A ss Em $4 
eoo cau pus E P ua yy m T y eut yt ay a t ye , 
oa mora ure MV te ay, ey? ; ‚ey? a gy ay" ee, | :.. NEM 
qui igitur. termini inferiorjs. seriei cum. superioribus congruunt, ij duobus propositis erunt homegenei, 
Sim autem :expenens ipsius.æ im quopiam termino inferiorib seriei major fuerit. quam in.respondente 
superioris, ille terminus prae:superipribus. evanescit; sin: autem alicubi im serie inferiori. exponens 
ipsius e. minor fuerit. quam. in. termino sapraseriptoy tum.. prae <0 «onines termini superidris seriei 
evanescent, | | 
.16. Si igitur casus iste ultimus, quo aliquis terminus inferioris seriei infinities major existit 
terminis superioris, nusquam occurrit, rejectis terminis evanescentibus remanebit aequatio inter ter- 
minos mere homogeneos, quae naturam curvae in loco æ—0 exprimit. Sin autem quis terminus 
in seriei, inferiori. fiat infinite. magnus respectn. seperiorum, tum :is in locum binorum illorum termi- 
norum, .ex quibus hoc. judicium .petivimus, assumatur, eademuqüe óperaiio denuo instituatur, et quoties 
termini propositis infipitjes Mi ocqurront, tan diu reiteretur;/. donec amnes termini. : . 


S 049 e uu 8 4 p ut" nn - a y ,-a y. y? ‚680%, Urs Sei oc ut tst. dr tss 
| a 
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cum binis assumtis vel prodeant homogeuei, vel prae iis evanescant. Hocque modo tandem perve- 
nietur ad aequationem duobos pluribusve terminis constantem, qua matura curvae in loco 2 = 0 
exprimetur, ex qua deinceps non difficile erit tangentis positionem definire. 

17. Quodsi ergo lioc modo plures termini relinquantur, ii progressionem geometricam consti- 
tuent, atque ex hac consideratione facile est istos terminos mechanice determipare, eo scilicet modo, 
quem Neutonus per parallelogrammum et regulam tradidit (Fig. $2). Si enim termini aequationis omissis 
coëfficientibus modo ante exposito in cellulas parallelogrammi aequaliter divisas inscribantur, atque 
in unaquaque cellula punctum medium notetur, facile perspicitur, terminos, qui in ratione geometrica 
progrediuntur in directum fore dispositos. Sic linea aa per puncta media cellularum transit, in 
quibus reperiuntur termini ist progressionem geometricam tenentes: x’, «'y, a*?y*, æ°y°, ay‘, y". 
‘ Linea autem 5b transit per puncta media cellularum z*, a*y*, xy‘, y5, .et linea cc per pancta media 
cellularum x, z?y?, z?y*, c'y5, atque linea dd ducta est per puncta media cellularum, quae hanc 
praebent progressionem geometricam: y, cy*, z'!y*, a*y', a'y*, a y*. 

18. Si igitur puncta media cellularum pro veris locis singulorum terminorum habeautur, et 
linea recta utcunque per hoc parallelogrammum traducatur, termini in ista linea constituti progres- 
sionem geometricam formabunt; ideoque si eorum duo fuerint homogenei, omnes erunt homogenei. 
Deinde ex ante expositis facile liquet, omnes terminos, qui supra hujusmodi lineam rectam cadunt, 
respectu eorum, qui in ipsa hac linea sint positi, fore infinite magnos, terminos autem, qui infra . 
hanc lineam cadunt eorumdem respectu futuros esse infinite parvos, ideoque prae iis evanescere 
posito scilicet æ—0. Si enim series verticales interpolentur, termini interpolati omnes, quorum 
loca in lineam rectam incidunt, progressionem geometricam constituent, quorum respectu superiores 
omnes sunt. infiniti, inferiores infinite parvi. Sic recta bb interpolatione instituta transibit per terminos 

een. d | a^, ahy, ay, ahy ey ay s 

19. Si igitur ejusmodi termini desiderentur, quorum respectu reliqui. omnes pro nihilo haberi 
queant, linea recta per duos ejusmodi terminos duci debebit, ut supra eam nulli prorsus termini 
existant. Unde si aequationis propositae singuli termini in €ellulas ipsis convenientes hujus paral- 
lelogrammi inscribantur, et cellulae, quarum termini in aequatione desunt, vacuae relinquantur, per 
ejusmodi duos supremos terminos in duabus columnis vertíealibus liea recta duci, vel ipsis regula 
applicari debet, ut super ea nulli prorsus termiai appareant. Hoc enim facto bini illi termini, vel 
plures, si'qui in: istam eandem lineam rectam cadant, non solum prögressionem geometricam for- 
mabunt, sed ita erunt comparati, ut prae iis reliqui omnes aequationis termini negligi queant. His 
ergo terminis in aequatione expunctis ii, qui sunt residui, naturam curvae in loco æ=—=0 expriment. 

20. Si linea recta hoc modo ducta duos tantum terminos exhibeat, habebitur aequatio binomia 
pro curva in loco 2 — 0, ejusque ergo tangens per praecepta ante tradita invenietur, nisi linea illa 
recta fuerit horizontalis, quo casu applicata y vel finitum vel imaginarium obtinebit valorem; priorique 
casu tangeus ex his duobus terminis definiri nequit. Hoc ergo casu regula motu sibi parallelo pro- 
moveatur, donec unum pluresve novos terminos attingat, hique ad illos adjiciantur, et ex aequatione 
resultante tangens definiatur. Cum enim reliqui. termini prae his de novo adjectis evanescant, 
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sequatio pro curva erit completa in loco c — 6, nisi forte et isti novi termini evanescant, si ipsi y 
valor ante inventus tribuatur. His ergo incommodis ut remedium afferatur ,: expediet, si ex terminis 
primo inventis valor finitus pro ÿ puta y — a fuerit inventus, ut substitutione y — a -4- z utamur, 
hincque aequationem inter æ et z modo supra descripto examini subjiciamus. 

. . 9t. Verum si banc substitutionem y — a -1- z evitare velimus, inventó valore finito y — a, 
differentietur tota aequatio proposita, quaeraturque ratio =. Tum in expressione inventa fiat ubique 
æ—0 et y — a, sicque prodibit tangens anguli, quem tangens curvae in ísto puncto cum directione 
axis constituit. "Hoc modo etiam, si forte applicata y plures habuerit valores finitos, puta y — a, 
y —b, y — c, etc., pro singulis ex eadem formula = positio tangentis reperietur; cum si. substi- 
tutione uti voluerimus, pro unoquoque valore ipsius y peculiarem substitutionem fieri oporteret. 
Plerumque etiam in differentiatione aequationis plures terminos omittere licet, ac saepenumero sufficit 
ope regulae preximum terminorum ordinem adjicere; cum tamen dentur casus, quibus àd ultimum 
usque terminorum ordinem procedendum est, consultius est totam aequationem differentiare, quam 
‘omissione terminorum errorem in determinatione tangentis committere. 

22. Facilius autem judicare licebit, utrum aliquot aequationis terminós omittere liceat, si 
aequatio proposita secundum dimensiones ipsius a disponatur, atque factores harum potestatum in 
divisores resolveatur. Ita si hujusmodi aequatio fuerit proposita 

(a—»y— 3(a—y)*z + 2(a—y)*az — (a—y)a*-4- a^ — - 
ubi posito z — 0 fit y — a, in differentiatione nulli termini praeter ultimum rejici poterunt, sicque 
quinque terminorum ordines, quos promotio regulae horizontaliter deorsum facta indicat, assumi 
oportebit. Fiet enim | Ä | 
—4dy(a—y)’-+ 9dr(a—y)e — sdr(e— y)wa + ay. xt — Baal kedæ(a—y} — 
3zadc(a—y) + 5a! de — ee, 





7. dy 3(2--4) — Ae (a-—y)* + 3as(a—y) — 4a! a a 
Seu dz = day)" +9 (a—y)!z — 4(a—y) 20-23 


statuatur jam y — a et 2$ — O0, et quia in eingulis terminis m tres habet dimensiones, praeter 
— - hunc solum rejieere licet. 


23. Quia igitur hoc casu tam numerator quam denominator evanescit, atque omisso termino 

Bet 
ru reliquorum terminorum nullus prae ceteris rejici potest, ad tangentem definiendam aliud reme- 
dium non superest, quam ut substitutione y=a—zseua—y=z utamur, qua facta aequatio 
pro curva transit in hanc formam: 

I 3915s + 221200 — 10 + ai =. 
His autem terminis in eralielogrammun. dispositis regula indicabit hos terminos, quin natura 
curvae casu c à 0 uera . 

5 3238 + Izzan — za! + at 0. 
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Pometur z=pe, ut sit p' — 3p*-- 23pp—p+1=0, cujas rédices, quarum duae sunt reales 
p=1 etip==2,2055 proxime, dabunt aequationes pro linels rectis, quae erunt tangenkes 
totidem curvae ramorum per initium abscissarum transeuntium, radices vero biaæ imaginariae indi- 
cant punctum conjugatum, pro quó à z0.et z==0. Atque ex hoc eap patet tutissimam 
tangeptis inveniendae methodum saepe in substitutione esse sitam. Ä 

2%. Cum igitur haec substitutionis methodus sit tutissima neque unquam investigationem in ambiguo 
relinquat, eam prae ceteris commendanius. Quoties ergo evenit, ut regula in situ horizontali terminos 
aequationis eligendos indicet, quo casu utique semper supremis cellulis erit applicata, cum aequatio 
semper unum 'saltem terminum ex serie suprema contineat, quia alias per x foret divisibilis, toties 
valor finitus pro y inde- resultans ope substitutionis eliminetur, atque aequatio inter = et novam 
variabilem introductam denuo ad parällelogrammum examinetur. Hoc ergo modo Situs regulae 
horizontales, qui tangentis positionem: non deterntinatit; excludantur, atqué émnis investigatio ad situs 
regulae: obliquos reducitur, ex quibus valor: ipsius y semper vel == vel zu 00 elicitur, quibus 
casibus determinatio- tangentis est in promtu. ' | 

25. Si enim regula secundum praecepta ante tradita. applicata situm | eget.  ehliqunm, vel duos 
vel plures suppeditabit terminos, ex quibus aequatio utramque variabilem a et y continens conficitur, 
ex qua propterea taggentis positio determinatur; si enim duos tantum praebeat terminos, aequatio 
inde hujusmodi orietur: y”— Ca”, er qua.. tangentem jam supra definivimus. ‚Sin autem tres 
pluresve terminos erhibeat, | ii erunt in progressione geometrica, atque hujusmodi aequationem pro 
curva praebebunt: L 
| cd Bey? + Cay Day" + Eat etc. = 0, 
quae posito w"y"==p induet hade formam ^ ^ 507 ttf Us 

A+ Bp + Cp? -- Dp°+ Ep* -- etc. = 0. EE 
Ex .hac eliciantur. omnes. radices, reales. ipsius p, qui, sint. peto, P6 py, dte. unde: totidem 
prodibunt aequationes inter æ et ÿ “Praomiales lA a, d 

a” y" — a, c" y" = 8, y^ y y ete. 
quibus totidem curvae rami cum tangentibus ‘assigriantur. : Radices autem imaginariae absentiam 
applicatarum, quae abscissae æ — 0: respondéant, indiéant, vel puncta conjugata, uti ante jam mo- 
muimus. Binae autem rudices iiapinarine punetà cohjééata' sine tängentibus indicabunt: — ' 

26. Interdum autem fieri potest, ut regula duobus pluribusve. müdis. ita :duobus "supremis 
terminis applicari queat, ut nulli termini supra eam compareant. Quod evenit si curva plures habeat 
ramos abscissae & — 0 respondentes, sicque singulorum horum ramorum tangentes innotescent, Quae 
investigatio tangentium, quo facilius perspiciatur, simulque 1 usus parallelogrammi Neutoniani uberitis 
explicetur, exémpla aliquot ádjungamus, in quibus omnes isti casus diversi" occurrant, ita ut hoc mode 
facile cognoscere queamus, quot curvae rami abscissae c — 0 redpotdeant;" "et "quales habituri sint 
tangentes in hoc loco, sive rami in infinitam: excurrant, sive in'spatio finito subsistant. 

Exemplum 1. Propasita cyrva hac aeqyatione: coniepla |. 7.0 ios :: 

x! — xy + 2y° + 2x! — 31? y! — 333 5 — 2x y! + & x? y* — 2x: re$ y —X y y'a ba y 0, 
invenire tangentes ejus ramorum..abscigsge :x =D .respendantiuma: — :- 
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Rejectis coëfficientibus, :si termini..hujus .aeqwationis in: parallelogrammum: modo ante descripto 
inscribantur, apparebit regulam triplici modo ita ad duos terminos applicari posse, ut supra eam 
nulli prorsus. tezmioi- appareant, quos regulae situs in figura .k3 lineae: 4a, Hb, . Ce, repraesentant. 
Primus situs da, qni.terminos cc et cy praebet, indicat curvam. propositam ad ahscissarum initium 
ramum habere aequatíone hac ze — xy 0 (reliquis. nempe terminis omnibus veglectis) expressum, 
qua per a divisa concludimus [rectam hac aequatione & — y — 0 contentem.fore hujus. rami; tan- 
gentes. Altera regulae positio Bb terminos y?.et cy' tantum relinquit, wnde aequatio nascitur 
ay! —2ey 0 seu 1--ay — 0, quae, aequatio cum. sit, pro byperbola,; patet, hanc - hyperbojam 
pro casu a — 0.curvae propositae. partem constituere: fit nempe applicata y infinite magna simulque 
tangens gurvae. existit. Ex, tertio regulae, situ orifur aequatio .his duohus terminis contenta: 
Ray rt ke! y zz 0,. aeu, 1 m Par, .et linea hyperbolica hac aequatione contepta naturam 
aliorum ramorum hujus curvae.pro :&+0: repraesentabit. Gemjinas erga baee curva: habebit. asymtotas 
ad. axem in initio ahscissarum normales, alteram naturae 1—ıy= — 9. alteram 1— 2a y — 0. 
Praeterea vero ramus axem in initio abscissarum sub angulo semirecto ntersecabit cum ejus tangens 
sit recta hac aequatione. g— y eipressa. ae 

hot 2. Proposita curva hac ‚aequatione contenta 0 7 

— 313y + xt y? (1 + xx) + 2xy? (1—32*) + 2y (1 4-11)— My (1 D 31* y '+-ı'y- = 0 
invenire tangentes ejus ramorum, qui abscissae x—0 respondent. 

Terminis hujus aequationis in ceilulas. parallelogrammi dispositis, regula iterum triplici modo 
binis terminis ita applicari botest, ut üulli 'reliquorum i supra promineant (Fib. "hg. At prima quidem positio 
Aa hos. trés terminos praebet a, aty, ey" , unde haec: aéquatid oritür " E. 627325y 2e = 0 
seu a*L ae *+2ÿ— 0, cs cürva etin proposita pró casi p — v congruit. Complectitur 
rum initio; tum vero aequationem ae gy — 2yy— 0, seu peu +y3), unde denuo duae 
tangentes ad. axem bliguae resultant, 'ità üt hine ctirvà proposita tres obtineat ramos in axis 
initio: conéurrentes; Altera regulae positio Bb dat teriinos ‘ay et y*, seu banc aequationem 
2æy° — y — 0 sive Dyy = >, unde ' iaigens' quoque ad axem perpendi cularis oritur," ‘et ramum 
curvae pér aris füfiuin- pérpendiculüriter trajieientem indicat. / Tertia regulae pósitio dat terminos 
y*-et: ety; ; hincque aequatignem hehe: — My! -i- e9y? 50, séu ty hunde in fnitio axis fit 
applicatä'y = + db, quae ergo simül érit asymtota curvae própositáe,: idedqué tangens.' Pro initio 
fgitur' abscissariuh quatuor rami curvae Se mutuo intersecant, sicque punetum quadtüplex constiteuint: 

2. Ex his ergo exemplis satis apparet, quemadmodum ex regulae, seeundum praecepta tradita 
applicatae, positionibus indoles earum Eurvae partium, quae abscissae evanéscenti x .— 6 respondent, 
sit dignoscenda. Hac nimirum. ratione "quantitas omnium :applicatarum, quàe abscissae «= — 0 con- 
xenign&,: innotescit: primo. enim. cum quaelibet applicata vel sit evanescens, vel finite’ magnitudinis, 
gel.infinite magna, . heec. diversitas. indicatur per inclinationem. lipearum £a, . Bb, Co, quae.situs 
vegulae repraesentant, siquidgm. bina ‚parallelogrammi latera, .pronti tabula refert, habeantur pre 
borizontalibua, reliqua pro, verticalibus,: Lineae enim Ag, Bd, Ca, qae situs regulae. pro. casu - 

—( exhibent, a sinistra dextrorsum sunt ductae, ac primo ascendunt ut Ada, tum. vero descendunt 
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ut Cc, fieri quoque possunt horizontales, quem autem casum, cum positionem tangentis non simul 
indicet, ob rationem ante allegatam removimus. 

28. Quo clarius intelligatur, quomodo ex regulae inclinatione judicium sit ferendum, sit (Fig. #5) 
E F linea. horizontalis et lineae Ea, Ec, Ee referant situs regulae a sinistra dextrorsum ascendentes, 
AB situm regulae horizontalem, et BF, cF, fF situs reguläe descendentes. Jam igitur manifestum 
est situs regulae ascendentes applicatas semper evanescentes praebere, ita ut quot hinc reperiantur 
aequationis radices, tot curva habitura sit applicatas evanescentes, quae abscissae &— 40 respondeant. 
Situs autem regulae horizontalis 4B indicabit applicatas finitae magnitudinis, quae abscissae = — 0 
respondent; at situs descendentes omnes bF, cF, fF praebebunt applieatas infinite magnas, axis 
initio insistentes, quae ideo totidem ramos curvae in infinitum extensos declarabunt. Hinc ergo 
omnia curvae puncta, quae ad abscissam evanescentem -æ — 0) pertinent, una quasi operatione inve- 
niuntur, sive ea in axem incidant, sive ab eo intervallo finito sint remota, sive infinito. 


29. Quoniam autem bic non tantum ipsa curvae puncta, quae abscissae c = 0 respondent, 
Spectamus, sed etiam positionem tangentis, quae curvam in quolibet horum punctorum tangit, 
requirimus, hoc quoque ex situ regulae colligere licet, nisi is fuerit horizontalis. Nam ante jam 
animadvertimus, si situs regulae fuerit horizontalis velut AB, ex aequatione, quam termini a regula 
trajecti constituunt, cum sit hujus formae 


| Ore Ay e yy TEE etc., | 

nihil aliud concludi posse, nisi tot curvae extare puncta ab axe intervallo finito distantia, quot haec 
aequatio habuerit radices reales finitas; radices enim, si quas forte habet, evanescentes ob a= 0, 
‚ simu! per reliquos regulae situs indicantur. Cum igitur radices hae finitae per hujusmodi formulas 
y=a, y=b, y==c etc. indicentur, praeter distantias horum punctorum curvae ab axe nihil 
cognoscitur, neque inde positio tangentium definiri potest, Ex quo jam supra praecepimus his 
casibus positionem axis statuendo y — a 3-z, vel y — b +2, etc., immutandam esse, ut haec puncta 
in novum axem incidant; tum enim nova bac aequatione in parallelogrammum disposita, ista puncta 
per situs regulae obliquos indicabuntur, unde tangentis positio colligi poterit. 


-— 


.30, Si enim situs regulae fuerit obliquus .et.quidem ascendens velut Ea, vel Es, vel Ke, is 
non solum puncta curvae in axis initium incidenfia indicantur, sed etiam tangentjum directio inde 
colligitur, unde tractus ramorum 'curvae, qui per axis initinm transeunt, innotescit. ..Ex constitutione 
enim parallelogrammi, si ejus cellulae fiant quadratae, facile perspicitur, si regulae positio Ec cam 
linea horizontali EF angulum semirectum FEe comprehendat, tangentes indicari obliquas; namque 
termini, qui a regula trajiciuntur, aequationem homogeneam hujusmodi 

Aa" + Ba" 7 y a-— Ce 7? 3 4- Day etc, = 0 
dabunt, cujus factores simplices reales oa Ay == 0 totidem praebebant lineas rectas ad axem 
obliquas, quae erunt curvae tanpentes in axis initio. : Factores autem imapinaril, qui eentinentur is 
factoribus realibus secundi ordinis, velut? aaa -&- Gay + yyy == 0, quia iis positis &æ==0.et y—0 
tamen satisfit, indicabunt puneta' curvae vonjugta, à trèctu ramorum’ "separala, lt quibus pomi 
tangentium cohceptus non habet locum. ; ^ ;. - tt. dou E 
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31. Si regula sursum vergens Ea majorem semirecto angulum cum linea horizontali EF con- 
stituit, termini, qui ab ea trajiciuntur, erunt bujusmodi I. 4a?-- By — 0, Il. 4a? - By — 0, 
Hl. 4c--B?—0, IV. 4x'-- By—0, V. Aa'-+ Bz?y + Cy! 0, VI. 4x°+ By? — 0 etc. 
in quibus numerus dimensionum ab æ et y ortarum decrescit seciindum progressionem arithmeticam, 
siquidem plures duobus fuerint termini.. His .casibus quidem semper punctum curvae in axe ob 
c—=0 et y — 0 indicatur, sed tangens tantum exhibetur, cum aequatio non fuerit imaginaria, 
manifestumque est tangentem, si quae datur, in ipsum axem incidere. Quodsi aequatio ut V pluris 
duobus constet terminis, in factores erit resolvenda, qui singuli si sint reales, ramos curvae axem 
in initio tangentes declarabunt; sin aütem sint imaginarii, bini praebebunt puncta conjugata, quae 
autem alius erunt naturae atque ea, quae ex $ praecedente sunt orta, siquidem discrimen inter 
puncta conjugata statuere licet. 

32. Si regula sursum vergens Ee cum horizontali EF faciat angulum semirecto minorem, in 
aequationibus inde ortis dimensiones ipsarum x et y aequabiliter crescent, eruntque hujusmodi: 
I. 4x + By*—0, IL 4x+ By*—0, Ill. 4x?+ By?—0, IV. 4x + By'— 0, 

V. A+ Bzy*2- Cy*— 0, VI. 4x°+ By* — 0, etc., 

quae omnes puncta curvae in axe designant, ramorumque eo desinentium tangentes, siquidem fuerint 
reales, ad axem erunt perpendiculares; sin autem aequatio pluribus constans terminis üti V factores 
habeat imaginarios, puncta tantum conjugata sine tangentibus indicabuntur. Apparet ergo singulas 
regulae positiones sursum vergentes Ea, Ec, Ee cuncta curvae puncta in axis principio sita praebere, 
atque etiam inde tangentes singulorum curvae ramorum ibi concurrentium cognosci; sic regulae 
positiones Ea praebent eos ramos, qui ab ipso axe tanguntur, positio Ec eos, quorum tangentes in 
axem sunt obliquae, ac denique positiones Ze eos ramos, qui axi perpèndiculariter insistunt. 

33. Quemadmodum si regulae positio AB fit horizontalis, ea curvae puncta abscissae. 2 — 0 
respondentia prodeunt, quae ab axe intervallo finito distant. Ita si regulae directio deorsum vergat 
. veluti b F, cF, fF, puncta curvae ab axe in infinitum distantia, vel pro quibus fit y—oo existente 

æ —0, exbibentur, atque natura ramorum bic in infinitum excurrentiam, quatenus ad abscissas 
" minimas x referuntur, exprimetur hujusmodi aequationibus hyperbolicis: 4-- Bry — 0, 4-- Bz*y —0, 
A -i- Bay? — 0, ex quibus intelligitur ipsam applicatam in axis principio ductam fore horum curvae 
ramorum asymtotas. Fieri quoque potest, ut hujusmodi aequatio veluti a+ ææyy — 0 imaginaria 
complectatur, cum inde sit y ——y—1, sicque nulla tangens indicetur. Interim tamen cum 
0. Y — 1 sit — 0, erit quoque i-i ideoque infinitum, ita ut nihilominus his casibus applicata 
y posito c — 0 fiat infinita, etiamsi punctum curvae ea notatum tangente destituatur; affirmare 
itaque liceat in intérvallo infinito ab axe extare quoque puncta conjugata. 

J*. Hoc modo ergo ope parallelogrammi tangentes ramorum curvae, qui abscissae © — 0 

respondent, . inveniuntur, iis tantum exceptis casibus, quibus huic abscissae evanescenti applicatae 
finitae magnitudieis respoadent. Verum etiam his casibus ope differentiationis, qua valor fractiouis 


d » "P se | 
" eruitur, positio tangentis definiri poterit, nisi curvae ibi existat punctum duplex vel multiplex, 
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uti jam supra annotavimus. Sit enim y —a posito æ=—0, atque in fractione finita ' quae pro " 
= est inventa, ponatur tam in numeratore P quam im denominatore Q et 2 — 0 et y — a, ac 
valor resultans, si fuerit determinatus, indicabit et punctum curvae ibi extare simplex, ejusque. simul 
tangentem. Quodsi autem hac facta substitutione et numerator P et denominator () evanescat, 
indicium hoc erit punctum curvae esse duplex vel adeo multiplex, quo casu aequatio ponendo 
y=a-+z ad alium axem erit reducenda, in quem id curvae punctum incidat, ut deinceps ope 
parallelogrammi natura ramorum in illo puncto concurrentium investigari possit. 


35. Altera pars instituti, quod hoc capite suscepimus, versatur in investigatione ramorum, qui 


abscissae infinite magnae æ — co respondent, quod- negotium etiam facile ope parallelogrammi expediri 


potest. Postquam enim (Fig. &2) singuli termini aequationis in cellulas parallelogrammi fuerint dispositi, 
manifestum est in qualibet columna verticali omnes terminos prae infimo evanescere, ita ut ad banc 
investigationem sufficiat ex singulis columnis solos terminos infimos retinuisse. Tum vero aeque 
evidens est atque in casu praecedente, si regula ad hos terminos infimos ita applicetur, u$ nulli 
termini infra eam promineant, prae terminis, per quos regula transit, omnes terminos superiores 
evanescere casu c — oo, ita ut singulae hujusmodi regulae positiones praebiturae sint terminos 
aequationis inter se homogeneos, prae quibus reliqui omnes rejici queant. 

36. Proposita ergo aequatione quacunque pro curva inter coordinatas & et y, si scire velimus 
puncta curvae, abscissae æ in infinitum abeunti respondentia, tum singuli aequationis termini, ut ante 
est praeceptum, in cellulas parallelogrammi inscribantur, et quoties fieri potest regula ad terminos 
bines infimos ita applicetur, ut nulli terminorum reliquorum infra regulam cadant, quo facto una- 
quaeque hujusmodi regulae positio eos monstrabit aequationis terminos, prae quibus reliqui omnes 
casu z — oo rejici queant, indeque natura ramorum curvae in infinitum excurrentium, qui quidem 
abscissae c — oo respondeant, colligetur. Hinc scilicet patebit, utrum applicatae y valores, ipsi 
c — oo respondentes, evanescant, an sint finitae magnitudinis, et an ipsae fiant infinitae; quod 


 discrimen ex diversis regulae positionibus ‘respectu horizontalium laterum parallelogrammi colligetur. 


37. Quemadmodum autem judicium institui oporteat circa naturam hujusmodi ramorum im 
infinitum extensorum facilius exemplo quodam evolvendo quam praeceptis tradendis doceri potest. 

Exemplum. Invenire naturam ramorum pro abscissa —oo curpae hac. aequatione expressat 
Q — 2a!*xy — 3a? x* + 22* x? y — 3a" x5 — 239 x* y? + ax y — 2a* x y! — harry + Dax y? + x* y' 


— Day &ka?y*  —a'x'y-r-3a5x'yí— ar? day Scary —ry 
—9a51ày5 5 + 2ax* y? 
+ a  xy5 


Dispositis terminis hujus aequationis in cellulas parallelogrammi (Fig. &6), rejectis coëfficientibus, 
regula binis terminis in quaque columna verticali infimis quoties fieri potest ita applicetar, ut infra eam 


nulli termini appareant, sieque progrediendo a dextra ad sinistram quinque regulae situs prodibunt, 


qui indicantur in figura lineis Gg, Hh, Ji, Kk et Li, quarum dune priores deorsum tendunt, duae 
posteriores vero sursum, at media Ji est horizoutalis. Jam singuli hi situs sequenti modo evolsantur. 
I. Situs Gg praebet terminos cy" et a°y*, ex quibus formatur hsec aequatio: 
2ax‘y'— a25y$—0 seu 2ay =«z, 


T 
u 


Institutionum. Calcul differentialis Sectio III. Cap. A. 395 


pro parabola, unde concluditur curvam habere pro abscissa æ == co ramos in infinitum extensos 
parabolicos, qui in infinito cum parabola bac aequatione 2ay = xx contenta confundantur, ita ut 
abscissae æ—co respondeat applicata y=co, quae eadem abscissae z — — co conveniat. Hi igitur 
rami asymtotis rectis destituuntur. 

Il. Situs Hh, qui ad horizontalem angulo semirecto est inclipatus, praebet terminos æ°y* et 
z’y‘, unde oritur aequatio a*y*— a5y* — 0 seu zc — yy —0 quae resolvitur in has duas 
æ+y—0 et æ—7y—0, utranque pro linea recta ad axem angulo semirecto inclinata, altera 
quidem inclinata, altera reclinata. Utraque igitur ostendit asymtotam rectam, ita ut haec curva 
duas habeat asymtotas, quae vel in ipsas illas rectas aequationibus æ + y —0 et æ— y — 0 
expressas, incidant, vel ipsis erunt parallelae. Quanto autem intervallo ab iis distent, hinc definiri 
nequit, quoniam ad hoc reliquorum terminorum aequationis ratio. est habenda. Inclinatio ergo tan- 
gentium ad axem tantum hic indicatur; puncta vero, ubi axem secent, hinc non cognoscuntur. 
Ceterum hinc apparet tam abscissae $— - oo quam z-— — oo geminas convenire applicatas 
y —--o0oet y— — co, atque has duas asymtotas se invicem ad angulos rectos intersecare, cum 
utraque ad axem angulo semirecto inclinetur. | 

Ill. Situs borizontalis Ji per tres terminos c*y*, «’y? et c* y transit, indeque emergit haec 
aequatio z^y*-1- 2az*y* — &haaz*y* — 0 seu y?+ 2ay — &aa — 0, ex qua resultant duo ipsius y 
valores constantes: y — — +405 et y — — a — ay 5, qui indicant duas rectas axi parallelas ab 
eoque his intervallis distantes, quae simul ipsae erunt curvae asymtotae; nam cum abscissae æ—co, 
vel etiam 2 = — coo valores finiti ipsins applicatae y respondeant, manifestum est hos valores lineas 
rectas formare, quae adeo ipsae futurae sint curvae asymtotae. Hoc ergo casu non solam inclinatio 
linearum, quae curvam in infinito tangunt, innotescit, sed etiam ipsa harum linearum positio 
designatur. | 

IV. Situs regulae Kk transit per terminos a*y? et æ7y, ex quo formabitur aequatio 
—ha*z*y3-—a*a'y-— (0 seu a!— bay, unde colligitur posito 2 —-t-oo fore y—0. Sumta 
ergo abscissa æ infinite magna, ramus curvae in ipsum- axem incidit, eritque ideo ipse axis asymtotos, 
perinde atque in hyperbola aequatione aa — hay contenta. 

V. Situs denique regulae Li terminos dat z"y et c", unde obtinetur aequatio 

a a'y— 3a'25— 0 seu a?y-—3a*, quae dat yi. 
Fit igitur pariter y — 0 posito 2 —-*-oo, sicque hinc ípse axis denuo erit asymtota lineae curvae 
propositae. Sed hi curvae rami, qui ad axem convergunt, diversi sunt ab iis, quos situs praecedens 
regulae suppeditavit, quoniam horum indoles ad hyperbolam cubicam sequatione cey—=3a? accedit, 
cum illorum natura per hyperbolam conicam indicetur. 

38. Ex hoc exemplo intelligitur, quomodo in genere ex ratione situs regulae de natura ramorum 
in infinitum porrectorum sit judicandum. Seilicet si situs. regulae a dextra ad sinistram progrediendo 
examini subjiciamus, primo occurrunt ii, qui deorsum vergunt ut Gg, Hh, tum borizontalis, si quis 
adest, ut Ji, denique sursum vergentes ut Kk et Ll. Ac primo quidem si regulae situs est hori- 
zontalis, qui .est quasi medium inter descendentes et ascendentes , ex eo proveniunt valores finiti 


applicatae y, qui abscissae infinitae æ respondeant, hocque casu inveniuntur asymtotae curvae, quae 
* 
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axi sunt parallelae, ab eoque intervallo finito distantes, atque hujusmodi asymtotae tot prodibunt, 
quot aequatio ex hoc regulae situ nata habuerit radices reales. Ubi notandum si duae pluresve 
radices fuerint aequales, totidem asymtotas in unam coalescere. | 

39. Quando autem, ut primo loco assumsimus, regula deorsum vergit ut (7g vel Hh, tum 
abscissis infinitis applicatae quoque infinitae convenient, et curva ramos habebit ab axe in infinitum 
divergentes. Praeterea vero hinc dijudicari potest, utrum hi rami sint byperbolici seu asymtotis 
praediti, an vero parabolici. Scilicet si angulus, quo situs regulae uti Gg ad horizontem inclinatur, 
major fuerit semirecto, ramus erit parabolicus axem versus convexus, ejusque natura exprimetyur 
aequatione parabolica y"— dx”, in qua exponens ipsius cx major est exponente ipsius y. Contra 
vero, si angulus inclinationis regulae deorsum vergentis ad horizontem minor fuerit semirecto, arcus 
itidem provenit parabolicus, sed concavitate axem respiciens, .et in aequatione paraboliea ipsi conve- 
Diente y" — Az” erit m > n. Priori casu tangens eurvae in punctis abscissis infinitis respondentibus, 
axem in distantia infinita normaliter secabit, posteriori vero casu axi ad intervallum infinitum erit 
parallela. | 

40. Si regula sinistrorsum et deorsum vergens cum horizontali faciat. angulum semirectum ut 
Hh, ea per omnes terminos homogeneos summae dimensionis transibit, atque aequatio ex hoc 
regulae situ orta erit hujusmodi | 

Aa" + Ba" — y + Ca y34- Day ete. — 0. 

Hujus igitur radices, sunt investigandae quotquot habuerit reales, quoniam imaginariae nihil nisi forte 
puncta eonjugata in infinitum distantia indicant. Radices vero reales quotquot fuerint inter se in- 
aequales, cum hujus sint formae «cz + y — 0, inclinationem tangentium in infinito indicabunt, 
eandemque inclinationem asymtotae habebunt, etsi ipsa asymtotarum positio hinc non definiatur. 
Radices autem aequales vel plures asymtotas coalescentes, vel etiam inter se parallelas monstrabunt, 
siquidem in spatium finitum cadunt; sin autem ad axem in intervallo finito non accedant, tum 
aequalitas plurium radicum ramos parabolicos, quorum axes eandem teneant inclinationem, declarabit, 
quos proinde peeuliari ratione. indagari oportet. | 

41. Quando vero regula sinistrorsum ac sursum est directa, uti Kk vel LI, aequationes inde 
suppeditatae semper indicant abscissis infinitis respondere applicatas evanescentes; rami igitur curvae 
per. has aequationes denetatae in spatio infinito cum axe cónfundentur, eritque propterea ipse axis 
asymtota borum arcuum. Quin etiam diversa inclinatio regulae simul diversam naturam horum 
ramorum hyperbolicorum monstrabit, sive cum hyperbola sppolloniana conveniant, quod evenit si 
regula ad angulum semirectum est inclinata, sive ad natutam aliarum hyperbolarum superiorum 
ordinum sint referendae. Quare hoc casu circa indolem ramorum curvae in infinitum excurrentium 
nihil praeterea desiderari potest. 


42. Quoniam casu, quo tangens curvae in punctis, quae abseissae infinitae respondent, ad axem 
obliqua est inventa, in dubio relinquitur, utrum ea cum axe alicubi concurrat, nec ne? Dubium hoc 
resolvetur, si aequatio curvae ad alium axem revocetur tangenti illi parallelum; scilicet si pro 
tangente inventa fuerit haec aequatio ac — Ay — 0, vel si plures radices sint aequales, haec: 
(ac — 8y)" — 0. Ducatur ad axem oblique recta aequatione az — y — 0 expressa, haecque pro 
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axe assumatur, in quo abscissae sint —#, et applicatae ad. eum normales —u; quo facto fiet 


Ban ‘at+ Pu 
— Vías a- 3B a y Y (sa 4 88)' 


Sicque natura curvae exprimetur aequatione inter has novas coordinatas 4 et u, eujus termini si in 
cellulas parallelogrammi disponantur, loco faetoris compositi (xx — Ay)” nunc prodibit factor simplex 
(—uV (ca + 88))", qui cum aliis adhuc terminis, quos regula.ostendet, comparatus dabit hujus- 
modi aequationem yu"-1- 0t" — 0, in qua erit m <n, ex qua perspicietur utrum tangens curvae, 
quae novo axi est parallela, ab eo intervallo finito distet, quod eveniet si m=0, eritque id inter- 


vallum u—y— 2 an vero infinito, quod evenit si m — 0. lllo casu recta axi parallela ab eoque 


intervallo u — y — : ducta erit curvae asymtota, et ramus curvae byperbolicus; posteriori vero 
casu ramus asymtota destituitur, ac parabolicus vocatur. Intelligitur hinc etiam fieri posse, ut 
asymtota adeo imaginaria evadat, veluti si m — 0, haecque aequatio oblineatur: uu + aa — 6, quam 
impossibilitatem ex aequatione ante axis permutationem concludere non licuerat. Ex quo perspicitur, 


quantum reductio aequationis ad alium axem subsidii afferat ad naturam curvae accuratius cognos- 


cendam. | . | 

43. Fieri etiam potest, ut asyrhtota hoc modo inventa in ipsum novum axem incidat, seu in- 
tervallum u evanescat, quod cum ex formula yu’+ 0t" — 0 exempli gratia assumta minus appareat, 
notandum est aequationem, ‘ae hoc casu ex situ regulae derivatur, hujusmodi habituram esse 
formam generalem yt u a — , ita ut sit m « k--n, unde manifesto tres casus oriuntur. 
Primus,.si k <m, ideoque yu n+ 0t"—"—0, ex quo concluditur facto i==00 fore quoque u— 00, 
sicque tangentem a novo axe, cui est parallela, infinite distare, ramumque curvae fore propterea 
parabolicum seu asymtota destitutum; ubi quidem notari convenit, hunc casum locum babere non 
posse nisi sit n > t, hoc est nisi in priori evolutione secundum $ &0 facta, aequatio 


fh me | 


Aa" + Ba^— y + etc, — 0 


duas plaresve radices habeat. aequales, quia n assumsimus ad numerum aequalium hujus aequationis 
radicum ax — er denotandum. Quare, ut ibi jam monuimus, nisi plures radices fuerint aequales, 
ramu$ curvae parabolicus ‚esse nequit. Secundus casus est si k — m, quo formula superior abit in 
yju^-4- à — 0 et indicat intervallum asymtotae curvae a novo axe, cui est parallela. Tertius casus 


km 


locum habet si k> m, quo fit yé“—”u"+ 0 — 0, hocque manifestum est facto i=00 fieri u—0, 
ideoque ipsum novum axem fore curvae asymtotam. Neque vero solum hinc concluditur istum 
ramum curvae in infinitum protensum esse hyperbolicum, sed etiam natura hyperbolae, quacum congruit, 


cognoscitur ex aequatione y1*— u^ + à — 0. 


M. Sin autem tangens curvae in infinitum extensae ejusve asymtota non in ipsum axem incidat, 
sed ei in dato intervallo sit parallela, uti casu secundo $ praec. atque etiam $ 38 usu venit, quo 
situs regulae fit horizontalis, tum hac "methodo quidem distantia asymtotae ab axe, cui est parallela, 
invenitur. Sed natura rami curvae ad istam asymtotam convergentis non agnoscitur, seu hyperbola, 
quacum conveniat, non definitur, uti eo casu, quo asymtota cum ipso axe confunditur. "Quanquam 
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autem ad praesens institütum nostrum sufficiat positionem tangentis determinasse, tamen levi negotio 
ea quoque byperbola assignari potest, ad quam natura rami curvae proxime accedat. Ponamus enim 
vel ex prima aequatione inter æ et y, vel ex jam immutata inter t et u prodiisse pro casu æ — co 
vel {== oo hanc aequationem y vel u — 4, tum haec ipsa recta ab axe intervallo — a distans pro 
novo axe assumatur, statuendo y vel u — a4 -4- v, sicque obtinebitur nova aequatio inter abscissam 
x seu t et applicatam e, quae ad parallelogrammum reducta hunc curvae ramum per situm regulae 
a dextra ad sinistram sursum vergentis veluti Kk seu Ll exhibebit, ex quo non solum constabit hunc 
Dovum axem ipsum esse curvae asymtoton, sed etiam regula aequationem pro hyperbola illa suppe- 
ditabit, quae naturam rami curvae in infinitum excurrentis continebit, quemadmodum jam supra 
6 *1 annotavimus. - Hocque ergo modo omnes curvae rami ad abscissam infinitam relati non solum 
invenientur, sed etiam parabolae vel hyperbolse, quae proxime ad eorum maturam accedant, indicari 


possunt. 


. #5. Cum igitur aequatione quacunque inter coordinatas orthogonales æ et y proposita, curvae 
per eam expressae natura tam iis in locis, quae abscissae z— 0, quam in iis, quae abscissae infinitae 
respondent, definiri queat, manifestum est, commutandis bis coordinatis, curvae naturam quoque 
cognosci posse in iis locis, quae applicatis y vel evanescentibus vel in infinitum abeuntibus respon- 
dent. Neque ad hoc opus erit, ut novum parallelogrammum construatur, cum idem, in quo termini 
aequationis modo ante exposito sunt inscripti, etiam judicio ad applicatas accommodando inservire 
possit Quemadmodum enim ante, ubi abscissa erat proposita (Fig. &6), latera parallelogrammi PQ 
et SR erant tanquam horizonti parallela spectata, ita nunc, proposita applicata altera, latera PS et QR 
situm horizontalem occupare sunt existimanda, atque plagae laterales dextra et sinistra inter se com- 
mutandae, quo facto eaedem conclusiones, quae ante ex situ regulae pro abscissa vel evanescente vel 
infinita sunt derivatae, iisdem verbis retentis pro applicata vel evanescente vel in infinitum abeunte 


valebunt. 


46. Hinc igitur perspicuum est eandem parallelogrammi figuram ad judicia tam pro abscissa c, 
uti hactenus fecimus, quam pro applicata y adhiberi posse. Quare si utrumque judicium conjunctim 
instituere velimus, regulam continuo ad binos terminos figurae extimos ita applicari oportet, ut nulli 
termini extra promineant, quemadmodum in figura videre licet, ubi lineae Aa, Bb, Cc, Dd, Et, 
Ff, Gg, Hh, Ji, Kk, Ll et Mm has regulae positiones indicant, in quibus omnes, quae quidem 
occurrere possunt, continentur. Harum enim sunt quatuor lateribus parallelogrammi parallelae: Ce, 
Ff, Ji, Mm, reliquae vero his inter jacentes obliquae, inter quas porro hoc discrimen est notandum, 
quod aliae cum lateribus horizontalibus angulum semirectum constituant, aliae majorem, aliae 
minorem semirecto; videmus enim ab hoc discrimine naturam curvae plurimum pendere, siquidem 
cellulae parallelogrammi quadratae efficiantur. | 


#7. Omnino ergo sedecim diversae regulae positiones occurrere possunt, quas figura #7 ratione 
inclinationis earum ad latera parallelogrammi repraesentat. . Incipiendo scilicet ab ea, quae ad sinistram 
est perpendicularis, ut 4B in Fig. #7 et Mm in Fig. &6 atque circuitum sursum dextrorsum absol- 
vendo, hae sedecim positiones ita ordine procedent: | 
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| AB perpendicularis ad sinistram In Fig. #6 convenit Mm 

Il. EJ plus semirecto ad horizontem inclinata €« € — — a4 Aa 

Ill. EF semirecto ad horizontem inclinata « « — « — . 

IV. EK minus semirecto ad horizontem inclinata | « « — « Bb 
"V. BC horizontalis superior « « — « Cc 
VI. JG minus semirecto ad horizontem inclinata | « « — « Dd 
VII. FG semitecto ad horizontem inclinata € «4 — « Ec 

; VIIL KG plus semirecto ad horizontem inclinata € «4 — — « — 
* IX. CD perpendicularis ad dextram NO « — a Ff 
X. GL plus semirecto ad horizontem inclinata « a — —« Gg 
Xl. GH semirecto ad horizontem inclinata € « — « Hh 
XII. GM minus semirecto ad horizontem inclinata | « « —  « — 
XII. DA horizontalis inferior | | "€ — « Ji. 
XIV. LE minus semirecto ad horizontem inclinata | « « — « — 


A 
| 
A 
PN 
e 


XV. HE semirecto ad horizontem inclinata 
XVI. ME plus semirecto ad horizontem inclinata « €« — — a« Li 


Nunc quasnam conclusiones singulae hae positiones pro natura curvae suppeditent, exponamus. 


#8. Primus regulae sitas AB praebet pro-applicata y — 0 omnes valores finitae magnitudinis 
abseissae æ, seu omnes abscissas finitas indicat, quibus respondet applicata evanescens. Indicat 
quidem etiam abscissas evanescentes, si aequatio fuerit per c ejusve potestatem divisibilis; sed hi 
casus per sequentes regulae positiones clarius exhibentur. Tangens autem in his curvae locis non 
indicatur. - | | | 

Secundus regulae situs EJ ea curvae puncta indicat, pro quibus est tam æ — 0, quam y — 0, 
simul autem ostendit tangentem in.ipsum axem incidere, seu in his punctis curvam ab axe tangi, et 
natura curvae accedit ad parabolam «""— Cy” existente m > n. 

Tertius regulae situs EF iterum ea puncta curvae exhibet, pro quibus est tam x — 0 quam 
y — 0, sed quorum tangentes sunt ad axem obliquae, earumque simul obliquitas indicatur. 

Quartus regulae situs EK etiam nunc ea curvae puncta exhibet, pro quibus est tam æ—0 quam 
y — 0; hinc vero concluditur tangentes curvae in his punctis esse ad axem perpendiculares, et natura. 
curvae exprimitur parabola y" -—Ca" existente m > n. 


#9. Quintus regulae situs BC pro abscissa & — 0 praebet omnes finitos valores applicatae y, 
neque vero tangentes curvae in his punctis indicat. | 

Sextus regulae situs JG indicat posita abscissa æ — 0, fleri applicatam y infinitam, ita ut recta 
ad arem in primeipio abscissarum normalis sit curvae asymtota, ideoque ramus bic curvae hyperbo- 
licus, eujus natura accedat ad hujusmodi hyperbolam "j^ — C, ubi sit n > m. 

Septimus regulae situs FG pariter indicat posito æ — 0 fieri y—oo, sicque ipsam hanc appli- 
catam fore curvae asymtotam, ejusque ramum hyperbolicum ad naturam hyperbolae conicae cy = € 
accedentem. | 
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Octavus regulae situs KG quoque pro z — 0 praebet y — oo, at rami eurvae, qui ad banc 
applicatam tanquam asymtotam convergunt, ad naturam hujusmodi hyperbolae a"'y"— C referuntur, 
ubi sit m — n. 

50. Nonus regulae situs CD eos abscissae a valores finitos exhibet, quibus respondent appli- 
catae y infinite magnae, haeque ergo erunt simul tangentes et asymtotae curvae. Natura autem 
hyperbolica, ad quam isti curvae rami pertineant, hinc non cognoscitur. 

Decimus regulae situs GL declarat abscissis æ infinite magnis respondere applicatas quoque 
infinite magnas, quae simul sint curvae tangentes, sed cum totae sint in infinitum dissitae, rami. hi 
curvae non hyperbolici censentur, sed parabolici, atque ad hujusmodi naturam parabolicam accedunt 
æ"— Cy^, ubi sit m7» n. 

Undecimus regulae situs GH pro abscissis a infinitis applicatas y pariter infinitas praebet, per 
hujusmodi aequationes y — «2, ex quibus colligitur tangentem curvae ad axem fore obliquam. Verum 
binc neque axis punctum, ubi tangens incidat, innotescit, neque natura rami curvae in infinitum 
extensi, sive sit hyperbolica, sive parabolica; posterius enim evenire potest, si duae pluresve radices 
fuerint aequales, ut NM KO et 43 est notatum. | 

Duodecimus regulae situs GM pariter ac bini praecedentes pro abscissis æ infinitis applicatas y 
quoque infinitas ostendit per hujusmodi aequationes y" — Cx” ubi m > n, hincque simul intelligitur 
tangentem curvae esse axi parallelam, ab eoque intervallo infinito remotam, ita ut rami curvae hinc 


resultantes sint parabolici. 


51. Decimus tertius regulae situs DA pro abscissis c infinitis applicatas y finitae magnitudinis 
offert, unde colligitur rectas axi parallelas, quae ab eo intervallis — y sint remotae, fore curvae 
tangentes ejusque asymtotas. Verum natura hyperbolica, ad quam isti curvae rami referantur, hinc 
non Ínnotescit. | n | 

' Decimus quartus regulae situs LE ad abscissas æ infinitas refert applicatas y evanescentes; dum 
hujusmodi praebet aequationes z"y"— C ubi m > n, eritque ergo ipse axis tangens curvae ejusque 
adeo asymtota, ac simul natura hyperbolica hujusmodi curvae ramorum innotescit. - 

Decimus quintus regulae situs HE hujusmodi praebet aequationes zy — C pro abscissis a in- 
finitis, quibus idcirco applicatas nihilo aequales respondere manifestum est. Erit ergo ipse axis 
tangens et asymtota curvae, cujus natura hyperbola conica exprimitur. 

Decimus sextus denique regulae situs ME itidem pro abscissis infinitis æ ostendit applicatas y 
evanescentes, per hujusmodi aequationes 2” y"— C existente m> n, ita ut axis quoque sit tangens 
et asymtota curvae, cujus natura hyperbolica hinc simul erit manifesta. 

52. Quo hee conclusiones, quas singuli isti sedecim regulae situs suppeditant, clarius perspi- 
ciantur, in fabula subnexa: pro unoquoque tam valores coordinatarum quam positionem tangentium, 
et curvae naturam sive parabolicam, sive hyperbolicam , siquidem ex situ regulae innotescit, 


exhibeamus: 
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Situs regulae | Coordinatae Tangentis inclinatio | Natura rami parabolica seu hyperbolica. 
EL 4B| xæ—=fin. | y — — — — c | _ f 
Ill. EJ | 2—0 y = in axem incidit qc" — Cy ubi m7 n 
I. EF| 2—0 | y— ad axem obliqua — — 7 
IV. EK | 2—0 y — O0 | ad axem perpend. "= Ca" ubi mn 
V. BC | à4—0 | y—fin| — — — — 


VI. JG | «—0 y — co | ad axem perpend. q^ y^"—C ubi m «n 


VII. FG | 2 —0 y — oo | ad axem perpend. æy = C 
VIL KG 2—0 | r=oo.| ad axem perpend. a" y^— C ubi m >n 
IX. CD | æ— fin. | y= oo | ad axem perpend. — — 
X. GL | z—oco | y —oo | ad axem perpend. e" —Cy" ubi m — A 
XL GH | x—co | y —oo | ad axem obliqua — — 
XII. GM| æ—0co | y —oo | axi parallela y"-—Ca" ubi mn 
XII. DA | 2—oo | y — fin. | axi parallela — — 
XIV. LE | 2—0o0o | y —0 | in axem incidit |g"y^—C ubi m «n 
XV. HE|v—oco | y=0 | in axem incidit ey = C 
XVI ME | 2—oco | y—0 | in axem incidit g"y^—C ubi mA 


53. Hi igitur regulae situs omnia curvae puncta indicant, pro quibus alterutra coordinatarum 
vel evanescit vel in infinitum abit; quare si cum axe principali, in quo abscissae capiuntur, conjun- 
gatur alter axis, ad quem applicatae referuntur, quoniam hos duos axes inter se commutare licet, 
regulae situs omnia ea curvae puncta ostendunt, quae vel in alterutrum axem cadunt, vel intervallo 
infinito sunt remota. "Atque haec investigatió aeque locum habet, sive ambo hi axes sint inter se 
normales, utí assumsimus, sive obliqui, quo posteriori casu eae tangentes, quae axi principali perpen- 
diculares sunt inventae, alteri axi parallelae sunt dicendae. “Ex quo perspicuum est, cum axes isti 
pro lubitu immutari queant, hac ratione per applicationem regulae ad parallelogrammum omnia 


curvae puncta assignari posse. 


5%. Neque vero, uti jam observavimus, ad omnia curvae puncta, quae hoc modo reperiuntur, 
simul tangentes ducere licet; excipiuntur namque ea, quae primus et quintus regulae situs exhibet: 
tum vero etiam pro iis, quae situs undecimus praebet, inclinatio quidem tangentis ad axem colligitur. 
- Sed vera ejus positio, seu ejus concursus cum axibus hinc definiri nequit. Denique natura curvae - 
circa haec puncta, quae hoc modo reperiuntur, seu aequatio vel parabolica vel hyperbolica ejus in- 
dolem proxime exprimens, non ex omnibus regulae sitibus colligi potest, excipiuntur enim situs I, 

Hi, V, IX, XI et XIII. Sed quomodo hi defectus per relationem curvae ad alios axes suppleri 
| possint, jam clare exposuimus.  Diligentius vero etiam hanc indagationem evolvere conabimur in 
sequentibus capitibus, ubi äccuratius in naturam linearum curvarum, calculo differentiali in subsidium 
voeato, inquiremas. | 


-— : ms - - -— 


L Ev lori Op. postbuma. T f. | | | 5t 





102 L. EULERI OPERA POSTHUMA. | Anclpü. 


"Caput V. 
. De inventione ramorum in infinitum extensorum. 

1. Si pars quaepiam lineae curvae in infinitum extenditur, ejus puncta a principio axis inter- 
vallo infinito distant, quaecunque etiam linea recta pro axe assumatur. Hinc si abscissae c, quibus 
rami infiniti respondent, vel evanescant, vel sint finitae magnitudinis, applicatae y necessario erunt 
infinite magnae; ac vicissim, si applicatae sint vel evanescentes vel infinitae, abscissae erunt infinite 
magnae. Saepenumero etiam evenit, ut tam abscissae quam applicatae in finitum abeant. Quare 
quacunque linea recta pro axe assumta, omnes curvae rami in infinitum excurrentes invenientur, si 
coordinatarum æ et y vel altera vel utraque infinita ponatur. Sic im enumeratione situum regulae circa 
finem capitis praecedentis facta, sextus cum sequentibus omnibus ramos in infinitum extensos indicat. 

2. Quanquam autem baec ramorum in infinitum extensorum inventio in capite praecedente jam 
exposita videtur, ubi per regulae applicationem ad parallelogrammum Newtonianum indolem eorum 
curvae ramorum, pro quibus vel alterutra coordinatarum vel utraque in infinitum abit, investigavimus, 
tamen saepenumero accuratiori investigatione opus est, cum ad veram tangentis positionem, tum ad 
naturam ipsam illius curvae portionis definiendam, uti jam supra inauimus. Quin etiam fieri potest, 
qui casus imprimis sunt notandi, ut per situm regulae ramus curvae in infinitum extensus indicetur, 
qui: tamen si reliquorum aequationis terminorum ratio simul habeatur, fiant imaginarii. Denique usus 
parallelogrammi ante expositus tantum ad curvas algebraicas, quarum aequationes ad rationalitatem 
jam sint perductae, patet; unde si aequatio vel irrationalitate sit implicata, vel adeo transcendens, 
peculiari methodo opus erit ad hoc negotium expediendum. 

3. Quoties curva est algebraica ejusque aequatio ad rationalitatem revocata, parallelogrammum 
Newtonianum summa cum utilitate adhiberi potest, non solum ad veram tangentis positionem et 
curvae naturam pro iis quoque casibus eruendam, quibus superior methodus insufficiens est visa, nisi 
axis curvae immutetur, sed etiam ejus ope eos casus dignoscere licebit, quibus rami infiniti, qui 
primo intuitu per situm regulae indicari videntur, fiunt imaginarii, Dari autem .hujusmodi casus, 
unico exemplo curvae hac aequatione expressae (yy — ac)!--aayy -i-a'— 0 probasse sufficiat, 
pro qua ex parallelogrammo eliciuntur rami in infinitum extensi, quorum Datura exprimatur aequa- 
tone yy — ac — 0, cum tamen ex tota aequatione appareat nullam plane linearum curvarum ei 
respondere: reperitar enim yy — ax — ay —(aa -- yy), ita ut nulli -plane applicatae y abscissa 
realis respondeat. 

4. Intelligitur ergo ad naturam curvae in infinitum expansae accuratius investigandam, eorum 
quoque aequationis terminorum, qui prae iis, quos regula trajicit, erant neglecti, rationem esse ha- 
bendam; si quis enim. horum terminorum, etiamsi pro infinite parvis haberi queant, imaginaria, invol- 

P 


vat, tota sequat imaginaria erit censenda. Sic etsi posito c infinito, in hac aequatione y — 


terminus _ prae I rejici queat, ita ut haec aequatio casu æ — oo congruere existimari possit 


cum hac y — i, tamen si terminus rejectus seu ejus coéfficiens b sit imaginarius, tota aequatio Bet 
imaginaria, atque applicatae abscissis infinitis respondentes erunt imaginariae, neque ergo hoc casu 
aequatio y =- ad curvae indolem investigandam adhiberi poterit. — — — — — 

-—— — HP.9dmm—-— — 





 Problematis ex theoria maximorum et minorum solutio, 


Problema. (Fig. M8) Super recta AB constituere triangulum AOB, ut si ex dato puncto V. in » 
sublimi posito ducantur rectae VÀ, VB et VO, sit summa binorum triangulorum AVO-+BVO minüna. 


Solutio. Ex P in planum trianguli quaesiti demittatur perpendiculum 7C, et ex C in rectas 
quaesitas 40 et BÓ productas agantur perpendiculares CP et CQ: erunt rectae VP et VQ in 
easdem perpendiculares. Hinc colligitur area 4 A V0. 40. yP et 4 BPO — LB0. VQ, 
ideoque minimum effici oportet 

AOY (CV? + CP*) ++ BOV(CF* + cQ. - 
Statuamus nunc rectas datas C4 — a, CB — b, AB=c e&& CF —h, itemque angulos datos 
CAB=a et CBA— f, hincque quaeramus binos angulos B.40 — p, ABO==v, ideoque 
AON=BOM=u--», unde colligimus 


E e sin » | ._ esinu 
x 40 — (s) et BO — qa (eo) 


et ob angulos CAP —a—py et CBQ — 8 —» fi 
' CP — a sin (a — p) et CQ — bsin (8 —7) 


quare ob € constans minimum esse debet 








sin » Y (h^ + aa sin? (a — n) i. sin YU + bb sin? (6 — »)), 
sin (2 + ») sin (u + ») 


cujus ergo formulae differentiale, positis # et » variabilibus, nihilo est aequandum. Est vero 





siny __ dycosyr __ (@n+ ds) sin » cos (u-+ >) — dy sin  — dus sin y cos (p +») 
'sin(u--») — sin(gcr») — sn*(u--»)  ' ^ — sin? (u +) 

sing _ ducosu (du + dy) sin u cos (u +») — dssins —d» sit mcob(u -- v) 
"sin (ur) — sin(g- ») sin? (y +») m sin? (a -- ») 


Tum vero posito Y (hh -- aa sin? (a — u)) — P et Y (hh + bb sin* (9—»)) — Q erft differentiando 


dp — 2238 de (0— 1) enn (an) et dQ — 3i o, 


quibus valoribus substitutis prodit differentiale nihilo aequandum 
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Pdv sin u — Pdu sin y cos urn) __ aady sin y sin (a—u)oos(a—u) 
sin?(u -4- ») P sin (u +») 


Qdusiny —Qdvsinpcos(u-t-») _ bbdv sin u sin (8 —») cos (& — ») —0 
sin? (u + v) «Q sin (4 + y) , 


ubi termini elementis dx et d» affecti seorsim evanescentes reddi debent, ita ut hae binae obti- 


neantur aequationes finitae per sin? (x +») multiplicando 
bb sin u sin (u +») sin(f —») cos(B—») —— 


I. P sin u — Q sin u cos (ut + ») — nn  ——- 0, 
Il. Qsin y — P sin y cos (u +») — sam in (ctn m (o à) eo (79) — 0. 


TOP e e? Q R . 
Formetur hinc ista combinatio I. iz IL —— » proditque 


(PP — 00) cos (x 4») — Lo sin (u +») sin (8 — v) cos (8 — v) _ 
+- aa sin (ue -4- ») sin (x — 12) cos (a — pe) 

at est PP— QQ = aasin? (a — u) — bb sin? (8 —»), ideoque 

aa sin (a — 44) (cos (ue -+- v) sin (à — ge) + sin (46 -t- ») c08 (y — u)) = 

bb sin (8 — ») (cos (u + ») sin (8 — ») +- sin (46 + ») cos (8 — »)) 
quae aéquatio per reductionem sinuum abit in hanc - 

aa sin (a — y) sin («+ ») = bb sin (8 — ») sin (8 u), 
eujus vis quo distinctius perspitiatur, notetur in figura esse 
a —1.— CAM, o+v= CNB, 8—»vz—CBN, B p CM, 

unde manifestum est fore 


sin(a—") _sinCAM — CM sin (B—»)  simCBN CN 
sin(f--x) sin CMA CA sin (+) sinCNB CB 


© sin (a — db sin (8 —» 
aequatio ergo nostra MU ft CA.CM=CB.CN seu CA:CB=CN:CH, 


ita ut recta MN futura sit rectae AB parallela. Atque hinc porro concludere licet, si ex C per 
punctum O recta ducatur COJ, ab ea rectam AB bisectum iri, quod cum non sit adeo obvium, ita 














ostenditur. ‚ 
Ob intersectionem rectarum .4M et CJ in puncto O est 
| 4J:0J— AB .CM: BM.CO, 
similique modo ob rectarum BN et JC intersectionem in O 
BJ:0J— AB. CN: AN.CO, 
unde alternando et multiplicando fit 
AJ:BJ=CM.AN:CN.BM. 


At ob rectam MN ipsi AB parallelam est 
CM:CN=BM:AN seu CM. AN=CN. BM 


ideoque AJ= BJ. Sicque unam conditionem jam elicuimus, qua novimus punctum quaesitum 0 in 
rectam OJ, qua AB bisecatur, cadere. . 
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Solutionis pars aNera. Restat ergo, ut conditio haee inventa in altera aequationum supra 
inventarum substituatur, indeque ambo anguli incogniti # et », quorum jam quaedam. relatio constat, 
determinentur: hoc autem modo in caleules nimis intricatos delaberemur, quam ut inde solutio 
commoda derivari posset. Expediet ergo novam resolutionem buic conditioni, quod punctum quae- 
situm O0 certo in recta CJ lineam datam 48 bisecante reperitur, superstruere. 

Fig. #9. In hac ergo recta CJ sit O punctum quaesitum. Ex 4 et B in eam | demittantur » 
perpendicula AF et BG, atque ob AJ=BJ erit tam AF= BG quam" JF — JG. In calculum 
igitur introducamus has quantitates cognitas :' ‘CJ=é JAF— BG —ff, JF = JG— = q et altitudinem 
CF —h. "Tum vero sit intervallum quaesitum JO —z, erit CO —e-—z. Hinc ob OF=z-+g 
et 0G —z —g habebitur 

- 40— Y (ff + (2+ g)*) et B0— vr (z = 9)?) 
simulque perpendicula ex € in rectas 40 et BO demissa sic facile obtinentur 
AO:AF—CO:CP et BO:BG—CO:CQ, ut sit 


f(e — 5) f(e—5) 
CP — — 7410 et COQ — — 50 


unde fit 40. yp —Y(hh. A0? 4- fft — x9) — y (ffhh + hhiz + gf a- ffe — z?) 
BO.FQ= V(hh. BO* - fte — z*) —Y(ffhh hh ghe fe—2) 
quorum productorum summa debet esse minima; - LT, eo, te 
Ad calculum contrahendum statuamus u DEM 
ffhh 4- gghh a- eeff — E, fa AA F, 
eff —ghh — G, eff 4- ghh — H, 
ut haec expressio minima sit efficienda 


V(E —2Gz+ Fzz) + VE— 2 Hz + Fzz), 


unde differentiando colligimus 


Fı—g Fz—H a 


CETTE Fee) Y(E—2Hs--Fss) — 
et irrationalitate sublata : zog : . u 
| (6— Fz)’ E-2M: + Fc$) — (I — F2) (E— 362 - F2), 
quae evoluta praebet 


 EGG—2GGHz + FGGzz | |] EHH-—9GHHz--FHHzz 


cu QEFGz +R FGHzz—2FFG2s ^5  \— — 9EFHz -- M FGHzz — 2FFH:z* 


+ EFPFzz — 2 FFHz? + F*5z* E --EFFzz — 9FFGz* + F° z* 
et contrahitur in hanc formam | 4 u | 
E(GG — HH)—2(GGA+EFG—GHH—EFA):+F(GG— HH)zz = 0. 


Facta divisione per G — H nanciscimur 
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E(G + H) — 2(GH + EF)z a- F(G + H)2’ = 0 
et radice extracta | 


GH-- EF--Y(EF—GG) (EF— HH) 


2 F(6+ B), 


Jam vero est 
F=ff+hh, G+-H=2ef, - ^— EF=eeff(f+-hh)-+ hh(ff-+gg) (f—+hh) 
GH=eef!— gg h^, GG— eef* —2effghh -+-ggh‘, HH=eeff + 2effghh + ggh* 
unde fit GH -- EF — ff (2ecff -- ec hh + ffhh+ ggh h -— A^) 
EF — GG = ffhh((e-#- g) A- ff 4- hh) 
EF — HH = ffhh ((e — g -- ff -- hh) sicque elicitur 
Qeeff -- eohh + ffhh + gghh + A HE AAY (f + Mh -t- (61- g)*) (ff + Mr (— 9") 
$e(ff -- Àh) u 
AA(ee — f—91— MA) tz AAV (ff -4- AA + (erg) (ff -- Ah -4— (6 — g 
2e(f + hi) 


z = 


hincque porro C0 = 


Transferamus has expressiones in figuram, huncque in finem ad CJ normaliter jungatur recta DB, 
in quam ex 4 et B demittantur perpendicula 4D et BE junganturque FD et FE. Cum nunc sit 
CV —h, CD=CE=[f, erit DF — EV = y (ff -- hh), 4AD=e+g, BE=e—g, bincque 

| AV — V(ffA- hh a (04-99), BF — (ff -- hh (ce 9?) 
et AD.BE=ce—gg. Ergo ob CJ —e habebitur - 


co —t*. AD.BE—DY.EY--AY.BV 
^. 9CJ DV.EV 


ubi perspicuum est rationem triangulorum 4DP et BEF praecipue teneri, quae ad D et E sunt 
rectangula. Quodsi ergo vocentur anguli D4P — et EBF =, erit 

DV — AV sinó, 4D — AV cosó. atque. EV — BV sine, BE — BV coss, 
quibus introductis conficitur | | 


CO — CY* cos8cose—sin8 sine #1 Cr  cos(8 -- ) 251 
— $CJ sin 8 sin c — $CJ  sinësine 


Duplex igitur hinc nascitur solutio 





CJ angine ^o COST sm” 


quarum prior dat punctum O inter puncta C et J, uti. problema postulat; posterior vero praebet 

punctum Ó in recta JC ultra C producta, cui quidem etiam minimum convenit, sed non tale, quale 

in quaestione desideratur, quia aequatio inventa etiam quaestionem resolvit, ubi differentia triangule- 

rum APVO et BFO minima quaereretur.. Quocirca sola solutió prior locua habere est censenda. 
Coroll. L Si ergo ponamus ff -À- hh — kk erit 


= 6— gag (ee — 99 — kk-e VE (en g) (Eh 1-9) | 


unde patet si altitudo CP — h evanescat, fore z—e, seu punctum. 0 in C cadere, quo casu utique 
ambo triangula 40 et BF 0 evanescunt. 


e 
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Coroll. 9. Sin autem altitudo CF — h fiat infinita, quo casu etiam k—co et Mm, 


tum formula irrationalis fit 
y (k* + 2 (ee -i- gg) kk) — kk + ee + gg 
ideoque z —e— 2: zu -2ee— 0. Punctum scilicet O in J cadit; unde perspicuum est, quemcunque 
altitudo À valorem finitum sortiatur, punctum O inter C et J cadere. 
Coroll 3. Aequatio quadratica primum inventa praebet 


|. 9(6Ha- EF 
E + Fzxz— GER 
Hinc fit E—26z -- Fzi— E zt — (kk +(e+g})z, 


E—2Hz +-Fzz = Kr — - (kk -&- (e — 9) )z, 
unde prodit quantitas minima facta 

DE CV (lk + (e + g)*) + Y (kk + (6 — 9?) 
quae aequatur duplae areae triangulorum 470 et BFO. 


: Coroll. 4. Sin autem intervallo JO alius quicunque valor JO — c tribuatur, eorumdem 
triangulorum summa duplicata fit ° 


: f^va „mer, e wer, + fh y (1 “ein ee) 
qua superior semper est minor, nisi sit 2 —z. Hic autem sumto æ— 0, fit ista quantitas 
2fhy (1 +7 ix) — 2Y (ffhh a- gghh + ceff) 


. Sin autem capiatur x — €, seu O in c capiatur, erit ea 
hy (ff + (e2-9?) -- ^Y (ff + (e — 9)? ). 
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XX. 


Considérations sur quelques formules intégrales, dont les valeurs 
peuvent être exprimées, en certains cas, par la quadrature 
du cercle, . 


( 


t. Toute formule différentielle rationelle peut être intégrée par le moyen des logarithmes et 
de la quadrature du cercle. Or ces intégrales sont, pour la plupart, renfermées dans des formules 
d'autant plus compliquées, que la variable contient de dimensions; cependant quand on donne à 
la variable , aprés l'intégration, une certaine valeur déterminée, il peut arriver que les intégrales, 
quelque compliquées qu'elles soient, se réduisent à des formules assez simples, qui semblent mériter 
une attention particulière. n y a aussi des formules intégrales qui, en général, surpassent toutes 
les quadratures connues, et qui, cependant, en certains cas, sont réductibles à la quadrature du 
cercle. Je me propose ici.de considérer quelques-unes de ces formules, et d'examiner les cons- 
quences qu'on en peut tirer pour l'avancement de l'analyse. | 


1 . ' . . 
2. Je commencerai par considérer cette formule intégrale f LE en cherchant son intégrale 


dans le cas, où l'on pose après l'intégration æ—0o, ayant pris l'intégrale en sorte, qu'elle s'évanovisse 





en posant c — 0. Dans ce cas, on trouvera que la partie de l'intégrale qui dépend des logarithmes 
s'évanouit, et que l'autre, qui dépend de la quadrature du cercle, se réduit à une expression fort 
simple. Car posant x pour la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est — 1, de sorte que 


ss marque en méme temps la mesure de deux angles droits, on trouve, en posant après l'intégration 
2-—o0o: ) 








daz sz daz _, Ir zdz — 27 - 
ira 9 1-387 3y3! Jia — 373? 
da x 2dz | x. ææxdzx - 
Ir ve’ Jia — 4 12-23 — 972? 
dz m, zdz sx fæxdz x ade _ x. ide _n 
4 2-25 3' J1+26 ^ 3y3'! Ira —'$? Ira ay Fran 


3. Ces cas particuliers semblent déjà suffisants pour pouvoir en tirer, par la voie d'induction, 
une conclusion plus générale. Car, dans les cas’ du dénominateur 1 + x’, le radical Y3 fait voir 


que le sinus de l'angle 5 y entre; et dans ceux des dénominateurs 1 + x‘, le radical V2 y est 


- 
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sans doute, parce que sin T — zu ce méme soupcon se confirme par les cas où le dénominateur 
est {+ af. De là nous pouvons conclure qu'il y aura | i 
| f do ^x 
Ar 


et encore plus généralement 
. a n—l ds nn, 
er — n mr’ 








pourvu que. le nombre m ne surpasse pas n. Car dans les cas. oà m>n, on sait d'ailleurs que 
ces formules demandent un développement particulier, puisque leur intégrale renferme alors une 
partie algébrique. | 


k. Cette conclusion : se trouve tout à fait confirmée, quand on se donne la peine de dévelop- 
per l'intégrale des formules 
D onn 1 . ctdc te., 
Sa + at? 1 "TL rs ° 
de sorte qu'il ne saurait rester aucun dgute: là-dessus. ^ Où remarque encore un parfait accord dans 
les cas où m — n: car, puisque alors sin — sin 5» —0, l'intégrale dans le cas æ = co devient 
effectivement infinie; ce qui est-évident, car _ 





ng. 4 mE (7 
- i ker; =, re), 


et posant c — co, la valeur de l'intégrale ' desient infinie., "Le même accord s 'observe lorsque 


h —2m, et partant in — sin — — 1, car il est clair que 
d - " am—l4s s ! ui L 
Coo loin: Be le ti 
en posant 2 — co. On n'a qu'à mettre z" — y, pour avoir E . 


a"n—ldo 1 dy 
1 aim — 4 -- yy 





— are. tang y; 


| . À: 


maintenant. posant == oo et partant aussi | y= oo, à cause de arci tang oo — 3 lintégrale sera 


# 
=. Ce sera donc une vérité suffisamment constatée, que , | 
Qm UT 

+ gm—lás * 
, L' t un Are —. ‚mr N 
or ta Hi RD | nn, Nour le 








en poen aprés l'intégration € = 00, pourvu que m ne soit pas pus grand que n. 
5. Cependant cette vérité se peut aussi déduire de lintégtaifon indéfinie de la formule 





gn—14 et ue un fous a 
ner. = dont l'intégrale se trouve exprimée en sorte: — | 
e , =; an i^ Uoc , ud À i — lI. "EN :d nun axi © 
Tan HU tn +) + a are GT 


L Euler i Op. porthame, T.1. 52 
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- 3” 
RL. jx " jour nn 
—— NN 2e cos" + az) +2 sin — arc. tang 
^ or 
4 — 2 cos — 
n 
1 bmx Sr ! | Em e sin » 
— — 008 —— L (t — 22 cos — + ma) + — sin — - arc; tang 
" " " 4—2 cos 7. 
[J 
ZEE 77 
ce sin — 
. LE 
— Loos T1 (1 — 220007" +00) À ln" " are. tang ———.— etc. 
" n 7 x 
4 — 2 006 — 


et il faut continuer ces formules, jusqu? à ce que T'angle = où i marque un nombre impair quel- 
conque, commence à surpasser 7. or quand a est un nombre impair et que, dang le dernier 


membre, on a i—n, et partant cos T — 1, il ne faut prendre que la moitié du dernier membre, 
ou mettre L (1 +) au lieu de L(1 Haare). | 


6. Tirons de là les intégrales pour les cas particuliers, et s d'abord si n—1 etm n — f, nous 
aurons: 


en — 2 à (t ++) 
Il. Soit n—2 et nous aurons: 
> # . 
. wii TE 
| si m—1: fius 3 jin © arc. tang I, 
\ 1— 500 
cdo 
8i m— 2, [a 5 Le). 
II. Soit n— 3 et nous aurons: Zu on ee | _ 
- «X - 
si m=1: f — 1 cos 7 L(1 — 22 aa) + 3 sin 7. arc. tan tr 
4-27 3 3 3 Arc. vàng x 
1 — 0 cos — 
ML 
4 - 
307 re), 0 I 
2n — . [i 
toa æ sin — 
. d 
(8 m2: ig 7— — Len L( 3o cor 5 na) + Funk tang— — 
. ' = 1— 2 608 — 
3 
1 TEE oo 
-zmzllre) 
«t7 sun x 
_ do 
æædz 4 | 9 . Ir Rz 
si m=3: ie A na)! sin 4- arc. tang — — — 
| M rior 
1 9x | 
. . 007 —zeztien). .. »' US € t, n nie 2 " 
ou bien à cause de: a que uou. bes Acus a 
9 Ir Ir 1 u 
we eram —1 et sno ef ew 3’ 


Ar l 
zado‘ — a 


SY Siege) +3 Ida 
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7. Dans tous ces cas particuliers, il est aisé de voir que posant æ — co, les intégrales de- 
viennent, parfaitement. d'accord avec la formule générale donneé ci-dessus; mais pour démontrer 
son accord en général, il faut faire voir que toutes les parties logarithmiques s se détruisent nécessai- 





rement, et qne les autres, qui renferment des arcs de cercle, se réduisent à Pour cet effet, 


nsin :— 

° " 

il faut ici distinguer deux cas, selon que n est un nombre pair ou impair. Soit donc premièrement 
n — 2k, et posant æ — oo, puisque: tous les logarithmes deviennent égaux, il faut montrer que la 
somme de cette progression est égale à 0: 


cos "+ cos Au eos P7 + D + co B en m co Q5 — Dm, 
08 7; * COS 2, + COS, zi 


m étant un nombre entier. Posons pour abröger 7 = = 9, et il S 'agit de démontrer que 
| cos p -i- cos 39 + cos 5p +. voeem AN e = 0. 


8. Posons, pour chercher: la somme de cette progressfon, - ‘ : 
S — cos p + cos 31p+ cos 5p+..:..+ cos (2k—1)p, :... 
et multipliant par sin + à causé de sin y cos, ap = — gin (a— 1) p + = sih (a+ 1) p, nous 


aurons : TENE ! 
lues ere : 004. oro or rune 
Ssing —— 2 Ya hg + = 4 sir sin 169 TTD + Thin (2k — 2j + 5 sin 2kp, | 
1 1 AS A. | 
73 in 3 — À in kg À sin 65. ...— din (kp, 


et puisque tous les termes à l'exception du dernier se détruisent 


sin ko 
Q sin 9 


. $ eir a 4 sit 2g - done - 5 — 


Or, ayant = din nous aurons 2kg — mz, et puisque m est un nombre enter "05 
om Q9 ---sin:Q kg = sin mà +0, . uo S dm aei s d 


" Ion . 
de sorte que la vorne. de la progression proposée est effectivement — = 0: Si le nombre n est impair 


* 


— 9k -1- 1, posant’ = p, il fait démontrer que: 














SI 
. | cos p+ 00839. oo. Ho (2 — My à cmm ©. 
Or, par la sommation précédenté, cette somme est | 
. "3 P or . e 

* Aer aeg COM + +3 ; ee (Ep, - 

et X cause de . sin kp sin (2k ac GPs sin ‘ u 

cette somme sera " 41 der Desmo s s o a Ne icu sa su @ 

" ^ e, 2 'n ea LE , * (Fog , 

Mais puisque Gic p - m da il. est évident” qué ceto somme ‘est égale à Lu mE ' 


rien: (a i. & 


9. Ayant döne déMnoniré, que posant x — eo, les paris, Rearithmiques de notre iig 
Jj T se "détrfdene, ‘4. Taut chergher ja väletır totale. dus” pelo qui redfonnéht les arcs de 
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cercle. Or, chacun de ces arcs étant compris dans cette somme arc. tang T , m voit que, 


posant z—40 ces arcs s'évanouissent, comme la condition de l'intégration l'exige; ensuite, en augmen- 


tant c jusquà la valeur = t cet angle devient droit, et si l'on augmente x au delà, il fut 











4 — æ cos 


qu'il devienne obtus. Donc, posant æ=—=00, on aura arc. tang nr + are. tang T = f-—9i 
et partant, toutes les parties qui renferment des arcs de cercle, prises ensemble, seront 


dm dx 


2 (sin + sin 77 + in + sin TE etc:}, 


— (sin 7 + 3 sin 27" + 5 sin 77 + 7 gin 77 dc). 


Il s'agit donc de trouver la somme de ces deux progressions. 


10. Soit premièrement n un nombre pair ou n — 2k et | posant $7 — p, la première progres- 
sion sera: | 


sin 9 -i- sin 3 + sin Sp. ink 1)g —3, 
laquelle, étant multiplieé par sin, donne: . 


4 1 A | 4 
0o 350829 — 4 088g — 00369... — 008 2kp 


4 1 
+ 00829 + — 


ros # +! 
2 g "08 *9 


9 cos 69 ee. ‘eeessese 
d'où l'on tire | | 
1—cos 2ko — 1—cosmr 


$—- Q sin 9 


Lors 


Or, ayant trouvé ci-dessus: 


COS P -i- cos 3 D —+- c08 5g +... rc (Bk — 1)p = LT | 




















x la différentiation donne: | 4 
ing 3 3 ing. . ce Ok N =, + si, 

Posons maintenant g -— al et à cause de 2k — n, nos deux  prggressiqgs god 

2x i—cómmz ‚3x zum “inmr "E | . | 
^ 2 Les UU " . uL 

dont la réduction denne: °° a nn | 4 . 

: E Ec i- — D à cause de imo. 2054 

- | dar” nyta E 9 —- . EM 


9r. méme valeur se trous, quand est um nombre Hinpain 
d f. Voilà dog? Incontestaßlentent demongre eue 1 intägräle «le &iotre EM "v 


TS ren possi do à est i e ainsi pie fous l'avons den. cogéluepar iidagbios la : 


méme ‘éaleur din gie aussi d méhièrg qu'on tranaférme: la, féuals drei! 


— 


—— 
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posons donc Mimi "m où l'on remarque que posant z — 0, on a aussi c — 0; mais c croît 


à l'infini en posant z — f, et nous aurons 
da = t, {+ x" = À; donc 
Yan | 


da ds et de _ 60s 





Par conséquent, posant aprés l'intégration z — f, après avoir pris l'intégrale en sorte qu'elle s'éva- 
nouisse au cas z — 0, oh aura, pourvu que m ne surpasse pas n, 





qms — 
Ya” PE 


12. De là nous tirons, pour des cas particuliers, les suivantes valeurs intégrales, posant 
toujours, aprés l'intégration z — 1. | 


de x 
vam , 






































| 2 sin — | | 
f ds _ . zdz — m ; 
Vas) | ui Y (4—33)* 3 sin 27 
f dz ; f zsds — P 1 , 
Ve) i Ys) - TES 
[—— dz . f. zds — x ; 
| ETC E Ya): Bein’ 
sd 8 f s? dx EE 
va 5 "a Y(i—s5)* Gain zd 
f ds — LANA f de — - 
Y (&.—4*) 6 sin — Y (1 —4*)! Bein 


Ces intégrales sont d'autant plus remarquables, qu'il nous manque encore des méthodes pour les 
trouver assez promptement; car la sommation des progressions dont je me suis servi, paraît un peu 
trop étrangère à ce sujet. 





43. Puisque donc — est égal à .oette inigrale 5” — posamt z == 1, cherchons In 
8 sin — (1—s^ 
* . 


valeur de cette intégrale par une série, qui, à cause de 


(1—2») ^ =1 "c un a OO can age ete, 


fournira pour —) cette série: 


n sin — 
" 
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x 4 Mm um m(m + n) f (m + n) (m -+ 2n) . 
——— 5 AM CE raum eds) "nie inne) CU 
"n 


Ensuite la méme formule intégrale pouvant étre exprimée par le produit d'une infinité de facteurs, 


nous aurons aussi u | 
- 1 nn nn Inn ete. 


pd en a ——— 
= . e. 


l'une et l'autre expression étant continuée à l'infini. De là, prenant m — 1 et n — 2, à cause de 


sin 1 — 1, nous tirons d'abord l'expression de Wallis pour la quadrature du cercle 





— 
— — © —— (m 0 —— 6 


Or, mettant m — 1 et n=6, à cause de sin + = ; on aura 


m. 1,6. 6 12.19. 16.18 94.94 ON bie 
9775 1.1 TV 13.93. 19.39 ^" n 


48 6.13 12.18. 18.24 a. 30 


— 5'711 15.47 19.33 35.39 gg e 





1%. Ces produits étant les mémes que . ceux que jai trouvés ‘dans mon Introduction, nous. 
voyons déjà une autre route qui nous pouvait conduire à la découverte de ces intégrales. Or 


"NS EC BGE | x “= iónn 


nt) ie El E 
formules dont la tre donne. T 


XT — 1, . pO nn (C m. J i Ann: A . DECO etc., 


j'avais trouvé: 





"LI 
012 0*7 "À " 


\ 
| 
e ' e. 5 , . e — ° . . m 
ou, si nous mettons n—m au eu. de m, püisque si T7, nous aurons: 


Eo. 0 00 5 wd Roscoe an: «nn: 2M Sen , . tU : 
' etc., 


seas Ls oma RE C Rn Gerne) riens oh 
qui est la méme que celle que nous venons de trouver. Nous serions donc parvenus aux mêmes 
iitégrations.; si nous :a ons d'abord chärchie une.:forimule; intégrale dont la valdar; ‚dans: uncertain 
cas, serait égale à ce produit infini de facteurs. Or, j'avais autrefois donné une méthode pour exprimer 
la valeur de quelques formules intégrales, en 'cértatris' elis, ‘par de tels produits, et If/ne s'agit à cetté 
heure, que de renverser cette méthode et de passer de tels produits à des formules intégrales. 


ah © 


M î 
15. Or, j'avais démontré que posant äprès l'intégration = !, il y aura: 








v—u 
Ai EN — À u(c+r), 9$ (a-t-9-1- u) Burn) La 
fede (1—2") ^ = v a(u--») (a--u)(2u--») (a--24)(8u--9) ^ ete; 
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ensuite, j'avais. aussi exprimé le rapport de deux fermules. Mgrahe par un: tel: prod et posant 
après l'intégration &= 1, on aura . ., - 


Ser! da (1 nr 77 —_ B(a-+») . (Bu) (a-t- 9-2) | (B+-2u) (a+v+9x) etc. 


et encore plus généralement: 


fe Mason) À | A Ba) 0-2). (Br Herr Hu) (4 8-9) (8-9) (6-792) (4-34) 
+ LARGE) | GATE EN EEE (a+2u)(B+A+2u)(v+3u) 


Sa da — Jy a 


Donc un tel produit étant proposé, ón pourra réciproquement trouver une formule intégrale, ou le 
rapport de deux, dont la valeur au cas p —1 lui soit égale. 


16. Soit donc proposé ce produit infini , | oe d 


nn 9n.9^5 395.35 


m(2n—m) (n7) (5n m) j (+25) (An— m) etc., 
dont nous savons la valeur — = Cm, » et que nous composerons avec celui -ci: 
t: sin —-. . . 
A ei 2o 77b]. " , ' * 5» .* dj 


B(a--») u(a+r+n) — 3u(a--d-2u) etc 


aut») j («+») Guns) (a+ Sn) a7). 


dent la. valeur ost: — » f^ delta). au.c38: 21; et puisque l'accroissement des 'facteers 
est. là . rn, et. ici = 2,: nous -aurons d’ahord- un, donc + un; et pour le dénominateur 
ou o—metu+ry—2n—m, ou ji y met o —2 n —a.. Dans le premier. cas, .upus:avans 
a=m; u—=n v—=n—m, et dans. l'autre a—2n—m, u=n, v=m--n; de sorte que nous 





"4 u’ 
ayons . t _ - ^ 
" oi da 
ou We DE tn m) N 
| mr 
N L & eig * .  -2)» Hu f. 
_ ^. $3n—m—e. . ! 
i ou € = (m — n) f de: 
EN nn FE, Tu 2 
| (to nam (a - ny. 


formule dont Ir dérnière ne 'satürait avoir lieu, tant que min f oun >n m, ' puisqu'alors Tinté- 
grale renferme encore une partie infinie. 


$$ —'t 
i t j| —-— 





P | 
17. Voilà donc une autre route pour “montrer que la valeur á cette à intégrale -— de, qu 
Op m o1 dO 0. tr im o" De hf tin (4-29 
cas œ— 1, est = z (d abord, par la réduction des intégrales à des produite infinis: on aura 


niin —— :Ho-HF 
x M , 

t Pe — h) 
tie | 


g—ldgs ^ À n.n $n.9^ . 9n.3^ ete 


à cause de 0 —— I, UN, VUE "0m ou ‚Zion, | 
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Ensuite, par la résoletion générale en facteurs, que j'ai enseignée dans l'introduction à l'analyse, on 





voit que ce même produit exprime la valeur de — Si nous mettons n—m au lieu de m, nous 




















^ sin — 
aurons: | 27 
tan 1 nn Ann Inn 
LÀ mL. I, ete., 
m nn—mm ánn—mm Onn—mm 
et par conséquent, à cause de sin mr — = sin — » 
| D da m j li x 
(04  — am  .. mn 
(A—z")m (eo) nain 
n | 
Posons 7 = 2, u g^ — [3 de sorte que x —1 si z— oo, et nous aurons en posant 
4 —2^) 
aprés l'intégration z — oo: | 
| eds or u _ | m . 
Iran (^ 1424-22? adn T o. 


18. Mais voyons aussi comment ce méme produit infini: 





nn Anm : Inn -: etc. _ nr 
fin —mm. “Has: Inn mm. nt. 


peut être exprimé par le rapport de deux formules intégrales, Pour cet- effet, ‘ik faut: pose 








un ‘et = ug. done Siren: a - van “ren m ‘et Bocvcenacmi d'où 
Ton tire azn—mPm; B=n; »-—rm et HR nai "y, -ocuus: cb coo I 
(d un cq at. tu. t gy ; 
m 
Gm 9 
nn. EE " 


mais le dénominateur étant ici intégrable, son intégrale denné * — pour le cas æ—1; de sorte que 
cette intégration se réduit à ki précédente. La forméte- phus générale ne mène pas à d'autres 
intégrations; cependant il y a d'attres mayens de rendre ees intégrations plus générales. 


., ;,19. Multiplions deux formules iatégrales en. général et dans le cag &« — 1, Ja valeur de ce 
produit. 


aou vnfa'7tde(1—a") * ^ , [edel ^ Sera: 


A; 2. \ ME , Cass 40 $54 1 
wur nn ( i7) (a t). Ann(a-t-s--9) (nn) ete, 
| 0n nn) (te Kemer enam qao) > 4 
PM a il dq —— cf cot (4. cn 
lequel soit posé égal à celui-ci: | en 
ann. mr | an 
[2r ecd er (TTC eo 2000 8 0 b 


en d u 
F a "M 


sat 
CN , 
P » \ 
; 


' 01 t, -. . TT 
MEM , ue , tn À ONU. 00€ M DH 





LLL LL LLLI 
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Soit pour cet effet a=n— in; a — n -i- m; et posons outre cela: . 


0 -- y» —V--hn—m--W--n; INR += PV HR; 








d'où nous tirons » — n2-m. Soit donc y—k--lm et n=k— Im; et nous aurons, en 
prenant pour k un nombre quelconque: ] 
4 2À-1-m-—3»n . si—m—ın mx 
(kk— 4 mm) fa^77—dae(1—2a") 9" .fa"*"—de(t1—a«") "U ——*7— 
. nein —— 
' ^ 
20. Voilà donc un produit de deux formules intégrales, qui, dans le cas où l'on met æ — 1 
après l'intégration, devient — - "i et partant on pourra prendre k en sorte que l'une de ces 
- 


deux formules devienne intégrable, et alors l'intégration de l'autre se réduira à l'expression MÀ 
n a 


Ainsi, posant 9k—m-i-9n, à cause de [a+ dz =", et kk — ^ mm = n(n+-m), on aura: 


n [a "da (1—2^)" = mm 


e 
n Sn — : 
. ^" 





Or si l'on prend 2k — m- &n, puisque - 


n-t-m— m. 4 1 ED " . HE 
fe ‘dæ(f TT = sn en (Cena) sam) 
et kk— mm 2n (m-+-2n), on aura: . 


Inn m—i un . ME ‘: 
fe dx (1 —a) ^ = —: 


nm 








Done, posant aussi n— m à la place de m, on aura: 


” 





unse de (1—a^)^ — —7— [e"'dz (l—a”) " e 
AN Sin — 4 
- 


Ann . NL dan m— ie 
El) fe delta) " - 
21. . Or, puisque 


2À14—m-—2$n5 si—m—in - 


fe "—'de(t—ar) 3” fer de(i—a") 7 











Term 


si nous substituons cette valeur, nous aurons: 








(k — H m) f q^ tdx (1— JR. f a delta”) 1 — ; 


et cette valeur demeure la méme, quoiqu'on écrive n— m au lieu de m. Soit m—1 et n— 2, 
et l'on aura: 
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(k—+) fasa—2) *- [de (tar) Lu - | 
oü il est remarquable que,cette égalité a lien, quelque nombre qu'on mette pour k. Soit per 
exemple k — 1, ou k— 2,.et l'on aura: 


3 Hrs Jy =? 


(i— ^ 





a — 


f 
— 
2 


et posant k— ia va 
faste) + . fdæ(t La Ux Tan 
Cette égalité est remarquable, à cause des exposants irrationnels. 
92. On peut encore transformer de plusieurs manières les formules que nous venons de trou- 
ver: car, posons 1—a^ zm , de sorte que z — Y a—y?) et de = 27 dy (ya) * * 
les termes de l'intégrale, qui étaient auparavant c — 0 et æ = 1, sont à présent renversés, savoir: 


y=1 et y —0 ce qui revient au méme. De là nous concluons: 


—_ 





(#k—2m) [r7 dy (1 -—7* n dy dy (1 Lyr) — 





mx 
# 
quand on aura mis y — 1 après l'intégration; ou bien 
(^ kk—mm) [rt dy (1—5?^) ^ . fydy (1 —y^ n — - NC 


par la réduction de ces intégrales. Donc si m — 1 et n — 2, nous aurons: 
yay way — on SL 
(kk — 2) [ya Yd. ya à et partant, si k — 1, 
yydy f dy nr uu 
Ya-y») Ya—y) 4 | T 
23. Or, puisque l'angle T dépend du seul rapport des nombres m.et n, nous aurons 


sin — = 1, si m= Sn, sans qu'on ait besoin de déterminer n. Soit done m — TR, et pour 
éviter les fractions, 2k — m +- 4; d'où nous tirons ce théorème: 7 


yr-iay fi dy T 
Yay) Va) Tan 


rr Uam BE. 
qo [7 dr Ar Sam 


De méme, posant plus généralement 2k —Aa- m, on aura: 





fiar amr). penas m tos 
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pr dy (ya) n Jar (1 Ly LI von f 7 


An (A-+-Im) sin — — 


où le nombre À est arbitraire, de sorte qu'on puisse méme lui donner une valeur irrationelle. Soit 
m—=uk et n—»la, et l'on aura: 


JE dy ty)? fr ar A) = —— ou 
] | ' | SAvk sin — 
4 B. 
fr dy (1—y?’*) ”_ fr^ dy (1—y?”*)? — ——. 
| Ay(4+ Au) sin — 


2%. Posons de plus: 2k= a pour avoir cette égalité 


ET 
rar” y fr" dy (1—y7) * = x -; 
Mv asia I 
dont on aura ces cas principaux: * 


ray y^—! dy EE. 
J va —y) va y) 7 Sa u 
\dy pa dy P. E 
BI. RE 


Yay 

[Y 127 ay. FE dy 27 — 
Ya-ye Ya 34aY3 
fai. qr _ +, 
Ya-ye Ya- ,*9)! XO Siavi 


- 


Ya—yey "Ja-ye) 
95. Comme l'expression infinie du sinus nous à conduit à ces intégrations, traitons de la 
même manière l'expression trouvée pour le cosinus, qui se réduit à ceite forme: 


pen dy. y y —! dy -T 
— Say à 


C09 T UR RM —— 9a.) — Enn etc., 
où puisque ni les numérateurs ni les dénominateurs ne contiennent des facteurs selon la progression 
1, 2, 3, k, 5 etc., nous n'en saurions exprimer la valeur par une seule formule intégrale. Cherchons 


done deux formules dont. le rapport exprime cette valeur, et l'on voit d'abord qu'il faut mettre 


p — 9n. Soit donc Me CM erm, et nous aurons a — nj B -n—»v et > — 2m; de 


sorte que  —n —2m. Par conséquent, en posant aprés l'intégration c — 1, nous. aurons: 


1 m? . 
JT ae (Te) n = cos"? — sin PIE, 
e. 7 Em n. fr 
Jat—2m—1ldg(4—a.?m Rn 


Done posant m=Au et n — À», nous aurons. 


' j | . 
y—1 — y — 
a data) Y. — cos ^" sin (v 30 


fafr—nÀ— !dz (4. — yt 
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26.. Considérons en les cas les plus simples: 


9 Sadæ(i—æt) 3 


l. Sim=1,n=2: — cos — — 0. 
, . . . de 
[74-297 


8 
1 Si m— 1, n—3: fenis A) cos T À. 


2 
Jdz(4-—2*) * 








BENT! 
11. Si m= 2) n = 2: PRO mi 
| Sat) * 
‘ 
. - — 7 . 
IV. Si m— i: n=3: zei) it, 
b 
Jette) * | 
De la seconde nous tirons cette égalité: | | 
| de c — 8 f dz ; 
ao 3 Jae 
la troisième se réduit à 
Ya A , OT Ber , 
et la quatrième à . 


D 


t: de — . 3Y3 
Ya — ææ)* 4 *( 


m 


27. Ces formules peuvent étre changées, de sorte que la condition de l'intégration demeure 
la méme. Ainsi l'on trouve: 


"=! Las ‘en posant z* au lieu de 1 — x2, 





n ,2Y 0 —ag)* 
TE da — 1 da 4 9 e 
- fh, en posant a? au lieu de 1 — x”, 
NE Jae 3 ^y —aty MD 


et partant nous #ürons ces égalités: 


C su Me » 





? a z9)* va —a)5 e 
. Drum = ea == Br 








=: 3 fa dz np da _3v3 d dz 


ya a): 32 va a: 
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28. Par la méme transformation nous trouvons en général: 


a"—! da 4 pe! dz mr porn 4 mr ir alu . 
F3 FF cos fi 3 0 —— 3 
Ge) 7 (A —a)r (a) ETE 








et partant: 


rs — en cos mt ua BE nl do 
y (1 ^ ^yu— g?)n-2-1m 


. | 
Donc puisque la formule fs est la plus simple, comme ne renfermant que le signe radical 
carré, nous aurons ces réductions pour le cas æ — 1: | 


f aide 1 en—1 da 

Y (1 — x$0)n— — 2 JYü—a)' 

LE dz _ À z/^—! dz 

V -afmy—m 9 cos 7 Ya —2?) 
| n 

BE gm—1 ds — as dz 


dont la premiére est évidente d'elle méme, mais les deux autres renferment la nature des cosinus. 


29. J'ai aussi trouvé dans mon Introduction ce produit infini: P 


IE (n 2-3) ine | (4n4-5) (6n — 5) etc. 


qu'on peut réduire à un rapport de déux formules intégrales. Pour cet effet, il faut poser « —2n et 


Bla») mnm) 
a(j-A-») — k(2n— Rh) ? 


ce qui se peut faire de quatre manières: 








y—4 | —m—k 
48 9n ) 








|l «—k; 8—mi y —9n— m — k; 





Ill. «—k; g-—9n—m; y—m—k; er, 


| y — k—m—Qn 
Hl an k; fm r=k—m; FT 








2n 
IV. a = 2n— k; ß=2n —m; v=m-+k— 2; m, | 
d'où nous aurons: 
Vu — ap T 
Ja^—ldz(1—2^5)'^ ^ ^ 9n 





eo uL. 
Je data) R 5" 3n 
et par la transformation: | 


ah sin ^7 
Tee # — 2n 





Ja" —! da (4 Las $n 
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30. Cette dernière formule fournit les réductions suivantes: 


sin". fee — sin 77. [Es de, 
3^ Yann 3^ 5 y amy 


kx! [Es mr ET da 


—n sin ! 
2n Ya — ginj 2n Y (1 — 22^)" 


Or, je ne m'arréte pas à donner des exemples; il est aisé de voir qu'on en peut tirer des réduc- 
tions assez remarquables; comme si k — n — m, on aura: 


a 1 Lama, 
RE mur fe — 


Y( Ya see 


31. Considérons encore un produit infini, que j'avais trouvé pour la tangente d'un angle: 


tang > d nm 2(n+ m) : 9(3n —m) P m) un 


et que nous répresentons en sorte 





mr — LL 2n.2n(n--m)(3n—m) 4n.ÁAn(3n-i- m) (6n —m) 
2(n- m) ung DT n. jn(2n — m) (2n + m) in Inne) Anm) etc., 


qu'on peut réduire a un produit de deux formule intégrales, qui étant | en général. 


on fade (ie a fat de (1—a” m. 


pm(a--»)(a--n) | 9u.9m(a-i-» -- n) (ee n-+-m) t 
aa(# -t- 9») (m + n) (acri) (aim) a9) m m) elc., - 


où l'on voit d'abord qu'il faut prendre 4, —m— an, et ensuite il reste à rendre: 


(nm) (3n-—m) (a -4- 9) (a+ n) 
&.9n(àn—m)(2n--m) — aa(u-r-»)(m--n) 


Qu'on prenne donc a--r=n--m et a-i-n—9n— m, on trouvera les quatre solutions suivantes: 


].- PM R——M; a=n; a—3n; u — 2n; m— In, 
U. »—m;n-n; a -—n; a—2n — m, u=2%n; m—=2n, 
lll. »— —n;n— —m;o—2n-- m; a—3n; u—Qn; m=2n, 
IV. »—— —n;n-nmn; e=2n-+m; a—2n— m; A — n; m — 2n. 


32. Voilà done les quatre réductiôns qui s'en suivent: 


[ECL de ft de en qs rem a | 
Y (4 — arm Ya— ginyina-m — 9m(m—) Un’ 


[s an—1 dx [5 A d. c 
Ya -— gin)?n—m Y ap | 9n o — m) © 


j———————————— P ——— M 
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pal da dz. ain—1q2 x mr 
Tan en dz ^ «x cot "7, 
Ya- -gin)in va LS —Bnnim—n) In 
où il faut remarquer que: 


a =" pa—lds 
ee rer a 
Y(A—amyem ^ 


Y (4 — 2x7) 


gl Qu — —man—ldz 
} a Va-e) 


Ya —amyın 


33. Ces substitutions nous fournissent les formules suivantes: 
EEE — T — cot T7, 
Ya -— æin)2n—m a gym | 9n(n—m) $^ 


ar Ida f UMA ds UM, 
Ya — — 4? n) ann Yacem In e — m) © 


i dz arlaz mi 
1a) Ya -— gin — um co an’ 
aP—lda pa m—1 ds " mr 
Fa ao) J VU — 27) Ann") cota 
qui se réduisent à ces formules plus simples: | 


E. dz I (. de me oto, 


Yu cen Y — zy? 


£L remi UN x cot ** 
— $(n—m) ^ an 


va — sapn—m 


a n— da da x mr 
Pa an) fr " nn) Un”? 


Y —zay" | 
an—lds par laz m Nd 
faces Fram nest 
3. Or par des substitutions ulterieures, on trouve 


vi va -— MAT . " fra 
gr 
[Te yao re ; 


(1 — za)” 
De sorte que toutes nos formules se réduisent à la derniére qui est ]a plus simple, puisqu'elle ne 
renferme que le signe radical carré, laquelle, : si nous posons m—=n—k, se change en cette forme 
assez remarquable 
than pk or x kr 
fa Y (1 —2^) fra Y(4—atin) — 3a; 08 3,: 


d'où, si k — 0, à cause de tang =” = on obtient: 


ail da ide _ Re 
(an) JV 2) ^ 4nn 
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35. Considérons quelques cas particuliers: 


da "x 





L si ni, k=0: races (a) 4. 

H. sin = k = La Prose = ss 6 Cv 
ll. si n—2, k=1 La = =. tan — 

IV. in= y k— MPH ditm i 

V. sin — yh en frasi i; tang; 0 


. a*do = * 
Vl. sin=3, k=1: "ace [vau gang © > 


VIL si n = à, k=2: fraus = j; tang 5» 


Vll sinl k 4, en tnt gs 
X ne ke fée Mass ttt ie 
X. si n= og. Bi Fray raum 3s 0E pe 
Xl. sin=h, k 1: p dici tang =» 

xi Si nh, k=3: Face Tau Stang = 

XHL si aq — 9° ass =!" 5 "n8 qs 18”. 

XIV. ing k— fé aan as 998 1 

XV. sin =, 4 — 9° vay dcus 63 ; ang 1 


. a da z*dao m x 
XVL sin=5, k=2: [rcm ae 


XVIL sin=5, k=k: ae fa = ES 
XVI si n—86, pe nt, 


104 
XIX. sin—6, k—5: fra-a5‘ as” CILE 


36. La formule Pr VAS) b [rn = 3i i; que nous avons trouvée ci-dessus ($35) a 


avec celles-ci un grand rapport, pour le développement duquel écrivons = à la place de y, ei 


posons « —n pour avoir: 
gr da paiide -T 
Y — 21^) Fa g9) din 
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Or la formule que nous venons de trouver étant 


tie gn——à dn — x tan kr 
F VA 227) | vü-a®”) — Ink 5 ga? 


si nous posons À — k, nous aurons: 
gh ——41 dg n da 
fa Ya aai") ' ke a) — tang ; i 


et si nous posons i—a—kh 


+ d 7, de n—k ta kr 
n VA —a*^) VE) — k DB ay 


37. Or pour rendre ces équations plus en posons y-— x“ 4 pour avoir suivant le $ 2%: | 


een _ 
u EU HH a in = — $24 YEN 


Soit E k,. et nous trouverons la méme formule que ci-dessus, et la position "^ —nck ne 


produit rien de nouveau non plus. Voyons donc quelques cas particuliers: 
*O& Sd acie koi puto pat mp 
| hi din ] — p fosa n8 S = ys | 
et Fautre: races: icem unt à —À. 
aS; si 52, k=1: bau: Tom —— 
fran raices = n8 5: 


ax2dz ke - 
et l'autre; ha-a as =) — tang 4 = {, 


_ Ze rzdeYz - 
dum Yd — af) — ci) — 3 tang s 


Et en voilà encore quelques autres: 


æds do 


Va): «ce tang 55 

Trug = = kun, 0 
| er Un fra uns + 
po 


f ædæ : tang —- poco | Ba 
Ya-a5 Wi ang; a | 
L. £oleri Op. posthome. T.l. 5% 
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fraus I = 2006 + 
ha: bass = ung 4» _ 
has: Rs 3 tang 7. 
am . nt tang 19! 
bes ‘ rici ts T 
fes: fes = à g tang - 
Varus . fs = Stang ss’ 
38. Ces formules sont semblables, par rapport à la forme, à celles !qui ont M trouvées ei- 
’ de 


d np . Mais 


ci-dessus, c'était le produit de deux telles formules dont j'avais assigné la valeur, tandis qu'ici nous 
avons des quotients qui résultent de la division de l'une par l'autre. Mais dans l'un et l'autre 
cas, il est évident que l'intégration de l'une se réduit à celle de l'autre. Puisque la plupart de ces 
réductions sont tout à fait nouvelles, il vaudra bien la peine de les considérer plus soigneusement. 
Pour cet effet, je les distribuerai en classes selon l'exposant de là variable « derrière le signe 
radical, m et n étant des nombres entiers. 


dessus $ 34: toutes ces formules étant comprises dans cette expression générale: 


L Réduction des formules f. va 


an) 
zdz 9r " x 
Ya =) dz CENE 
gm zr 


Il. Reduction des formules Fa Yü- 


œadzæ dz 


x -7 
van Ja-35 = 3 n8, = 
nl da 
Il]. Réduction des formules ran: 


zráz edz 
as ne Ung as 


a3dz de PEL LÁ 3% 
Yü—s JA = 106 o 


IV. Réduction des formules d Fast 


Formules inlögrales réductibles à la quadrature du cercle. 


ads zdx m. om 
ha Ira-e7 e DB 5? 
ba dm = ung à 
bacs fa =tang 5 » 
Ps Ja dun — ang $ 

v. Réduction des formules Bac 

ben Yu = ang; i4 
atu fami 31 ang 7; 1 


ES . fae = ag tan 13 
Yà—a Ja) B 


Vl. Réduction des formules [crt 


czdo ar 


Kerr fais 3 
x’dx do 
Bits Pec $5 
a dx 7 tan 
Yd ay. Dacus 3 s 5” 
æxdæ dz 
des) Fra -— — = tang z> | | 


atdæ 
RÉ LÉ = a5 . . .. 


VIH. Réduction des formules. as: EE u 
UU v es facem n an od 
bod a 
dm ) m un. ang ï 
1 MM 


VIIL Réduction des formules ae: m n . | 


tent $ 8" 


- 


[es al dz z*dà — À ten #Æ 
Yü a Jya-—as — 19 8 0” 


_ " z*dz ade ©. *. 
la-as- b da — do "98 X 


427 
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a'da ædæ 


via-a9 Ya 10, 77 
a9 da da x Ir 
[va — g19) : E (4 — #10) — 46 tang 5' 
z*dz c x . 
ftt Ft m tt À | 


zcdz raa ade — tang ? ; 


an 5; tang D 


Y (4 — z19) {— 19) 
z*dz z"dz m 
Y à — 239) ' raus; — kung 15» 
dx z’dz 
/d-25 JYa—a9 — ung z 5” 


39. En combinant les quotients avec les produits. de chaque classe, on en peut former de 

nouveaux produits, ce que je ferai voir en général; car ayant ce produit: 
[271 hi dz — sz 

Y (4 — at^) Fra KES a) ^ Ink tang ^ 


ur 


et outre cela, ces deux quotients: 1 


t Mg . ge do, - ar 
L Yam [o = ang 
ee dz - 1 zen dz. _n—À pr 
a Yucca J^ CEE Se J | 
Combinons le produit avec le premier quotient, en: posant m k, et nous aurons en les 
multipliant | un 
rt ak— Ide | ii ML 
fra Ya 22) | via?) — Ink 


Ensuite, pour le second quotient, posons FEN n — ks, et en moltipliant, nous aurons: 


gin——l1as gi 2 | r | iu 
[^-^ facem m car 4 bat h4 


qui ne diffère pas du précédent. ‘Ainsi:poyr: chaque | classe nous kurons deux prodruits généraux: 
gn À-—1 dz ah 1 da 
Lo Fran if. cH ur 


LT ET Yd — = 
erh—gz, pah—laz = 0.24 
II. aa Ya —a . AT gin — 9ak! | \ 


dont le dernier convient avec ceux. qe javais dé es auefois, 


40. Développons ces produits pour quelques cas, où net k sont des nombres entiers, et nous 
aurons les réductions suivantes pour le cas ez: , 52075 o: 0h31: 080 8 UE 


. . —1 da. Mot ‘ot 
I. Produits de la. forme: Ice LM 
z 


frat ..g T 1 
ac sy bis ur Sn Er 


Formules inlgrales réduc&bles à la quadrature . du cercle. 


II. Produits de la forme f/7——— rt ds. 


z9da zda . * -* | 
bres fa = g n8; — iyi 


» | 
his Ma Sum Typ 


a* dz u 
pets Cr uk 
ade ., m- 


hace LE — 


u. Produits dé la forme fra: rer d- AX 


ghz sde " 
Ya -— 25 ras 5 d — 25) = y ng S 


a’dz zdz x Pre 
di A — af) he i ang 4 — jé” 


z9dz 
is dtu ; = tang S s 


P. d 


duce ta 8' al 
$a D. 
bin bas T 16” 


a 


f; Ade f z*dz 
yü —a9) JY — a8) — 


IV. Produits:de là forme: € Qd | eat 


Y (1 — 210)" 


quom ut dde mi 4 sas 
ua a 10 tang +? | 


t . 


dx adv - wea 
pr bau = 7 tang $? 

| «^de ada. EL o5 
" fan |y va - tang 19 


wenn. | jp dz u Qm uo. 
cy fremit 3" 


CLS =) has = 


$4.9 


L atdæ ' zdz EN 
Y(1—a — 20)" (4 — 210) — 

cdm «© atdz . T t RE 
L (1 — 219) j gio) 7 ‘ 


50”. 
dm i — = à Er 
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hi. Aprés ces intégrations des formules, qui sont toutes comprises dans cette formule générale 
fa7—-'de (1—a”)* et qu'on peut nommer algébriques, puisque da y est multiplié par une 
fonction algébrique de æ, je passe, comme je me suis proposé, à considérer encore quelques formules 
intégrales où le. différentiel da est multiplié par une fonction transcendante de æ, et dont l'inté- 
grale, dans un certain cas, se peut exprimer algébriquement, ou par la quadrature du cercle. Ce 
cas sont d'autant plus remarquables, qu'il nous manque encore des méthodes pour les traiter, et 
partant les observations suivantes serviront peut être à découvrir de telles méthodes. 


42. Je ne m'arrêterai pas ici à cette formule intégrale assez connue f da (Ly, dont on sit 
que la valeur, au cas qu'on met aprés l'intégration 2 — 1, devient — 1.2.3..n; de sorte que 
cette valeur peut être assignée, toutes les fois que l'exposant n est un nombre entier. Mais quand 
n est one fraction, la valeur est beaucoup plus difficile à assigner. Ainsi, si a—D j'ai demoatrt 
que la valeur de l'intégrale f dz y L. au cas e — f, est = + Vr. De là, on tire aisément ces 
intégrations qui en dépendent: 


ie 
fase ve 
(o faed = d 


Sazcz yg 35 Ev 


2.2.2.2 





puisqu'il y a en général 
[ae ty” = (1) +m fas (ti; Vua 7 


donc posant aprés l'intégration «= 1, à cause de LL 0, on zum: 
[de 17)" =n [de 7 77. 


&3. Cette intégration du cas A = $e peut exprimer de cette manière : 


2 
[ae (t Ver; er j posant e xí, 


et pour les autres fractions mises pour n, j'ai trouvé les réductions suivantes: - 


faxa iym Yi pis. pes, 


Vane Yuü-a 


[az (ı: A LE. [= 


9 
va 23) a «*) 


[4e (t) y 1 r da .[-2 ERR r zzcdz — 


Y4 45 va es vu Ls TEE 
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[42 01 = 2 LL [—— (Fr 


V(—a9* "Ya—z9: "Ya La 


fáo qi may i pg. pute, qr 


4 Ya) ve a "Yu -—a) 


Jette; f— [s Nu side 


vu— m V — ai} va — Fr Va — 


fac ay avi Jie: | „jede du TALL ado 


os)! vu- a5)? BF Ya — "I 


11 
de 11 l=3V+ atdz a5dz ædz . æ da 
/ 07) Jio Y (1 — as) x aa Yu-as Fe Ya 


fas ty = AE aca f ollda . m ; 


Ya- Ya — Y —25) "Yu —a!) 





_ +4. Puisque parmi ces formules, il s'en trouve où ran de æ est plus grand dans le numé- 
rateur, que dans le dénominateur, si nous déprimons ces exposants par le secours de cette réduction: 


feat): — [dal — a", 





nous trouverons les formules suivantes: 





mm 
Ru 
8 

rm 
Cu 

|^ 
ur 
on 
N 
ply 


Yih Ya-— u "y 


0 — wer, 


[4e (19 Y "hn = 


—a*!) '"Y(13 —a*) 


[az a yk — iÁ— ædz Kk æædz , 


*Ya- e» ya-ayı V(1— 2) 


[de ai — —9y y t. DECEM pesée _ - . 


Yap YA) "Ya— re 


fetes à 1. —- pem. pun, 


VA — a) Yu — at) Ya -— at) 


f de 0i —Y Vs pie. pee. ker, 


VA as) "Vasa “VA a) "vast 


fasti) maii f m pois pe pete 


(1— +5) va — a)? “V1 — ar)? Ya- a5)? 


[40 may p [22 — zdz ou. f 


s "ya—s "va-s '"va- 


T . fe fu. 


Ya-s) "Ya- =) 'Yü-2d) 








* 





E i da 
| [de (i I": ,y $ ln 5 
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45. Voilà donc les valeurs de la formule intégrale transcendante fd« (I - )', lorsque n est 
une fraction réduite à des valeurs des formules intégrales, où dz est multiplié par une fonction 
algébrique de z. Or, parmi ces dernières formules, il y en a toujours une qui renferme la qu 


drature du cercle, puisque 





Ensuite, pour pouvoir mieux composer les autres ensemble, posens dans les formules du $ 21: 
2k — 2n-- m —24A pour avoir: Ä 


MEE pr” dz EZ dz _ x 
| Yu —any—n "ya—aey 


nz’ 
n(n— A) la | 7 





de là nous aurons: 








Ll si n3: f 202 NA 


va — x) va — a3) 3 sin = 











ædæ ade MR 


Yu —s) "VUÜ- Anm 


2 
lll. sin—5: BL CR d 
- "i — e) ya cy 45 sin = 


E Pr x , 
—ap ^y Er M 
n aide do " 


Ya VO) Gant 
eda —- cda x 
Js fi = 3x 


VA — ai) va) Asia 


^ afdz ædæ x 
pq en, 


E VE TG) Gun 


f® æ'dæ x -. 


Ze DT ETES Gin - 





























&6. De là nous voyons que moltipliant toutes les formules du méme ordre ensemble, le 
produit se réduit à la quadrature du cercle; ainsi nous aurons: 
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fax (Lo iv, . 
fax CL fax CSL = NEA 2d av, 
9 sin 


3 


[de (ESL fax (1)? [de (i Ga E 8 ver, 
4° sin — ; 


fas a 3) fast) fas bo feat Me "mls 


5* sin — sin — 


5 
fax at)! [az QE fae (EN fax 2) fast = are = 150 Van 
6 6. 
De L. nous concluons qu'il y aura en général: 
fas (4) fée TEMPE E EEE ye 


lequel théorème est tout à fait digne d'attention. 


#7. La comparaison de ces formules peut être poussée plus loin, en  Gónsidératt ce théorème 
général: 
| SE LL e nam, da 
Vars "Ya- nya. 
d'où le théorème précédent tiré du: $ 21 se change aussi en d'autres formes, Ensuite, les formules 
du $ 29 ) fournissent les comparaisons suivantes: | 


x4—1 da ZT da * 0. Toc. kr \ 
£ = sin :sin . 





VAE ya an) A 
f at —l dr "  f- gr az | OST . 
nn —— = sin — : sin —» 
vu Fe a nm Y(1— g^y--I—m .. A: 


£ g——1 d a m—l dg MX. LL 

pan (iom deo e gig PE gy? 

Vpn '"ya- gnyctm—h ^ ^ 
E 

£ gn——1 ds |f aPn—1dz kr 


Y(4 —anymn-m—k (1 — ys :sin 


dont les derniéres se déduisent de la première, puisqu'au lieu de m et k on peut mettre n—m et 
n—k. 


48. Maintenant, puisque 
f al da n—k LE, 
a — Æ — 
Y (4 — ey my m 
on aura encore cette comparaison: | 


L. Euleri Op. posibuma T. 1. 
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f g—! do [£—— ds n—k , mx ,.kr 
37 a ——————— — —— sin — Sin — 
Y(4—anym-- ^y(4 —anyn--k m " ^" 


a 


et prenant pour m un nombre négatif: 


dr Ml ds n—k . kr 
[.————: FI = "— sin”: sin —» 
Y (4 —an— » 


Y (1—a?)$—n 


d'oü nous tirons les comparaisons particuliéres suivantes: 


f ai : [= sin À :sin 2 z1:YV2, 
at 





va—ay! "va 


pe. Le pet 





Ya —g5)* 
[— 2x 
os = sin — : sin; 
a. ja- $5 8 
df s ds f eh. = — 2sin T : sin o 








Vs) VA) 


oda z°dz | x qx 
ff : — 3 sin — : sin — 
Y Fan . 5 | 5 


(4 — af) 





#9, Pour faire voir l'usage de ces réductions,. considérons les formules particuliéres qui entrent 


dans les expressions des formules 
fax (L5 fax ait; fax (EST [ax (>)? 
et d'abord le nombre de toutes les dites formules étant 16, il y a # qui dépendent de la quadra- 


ture du cercle. 
f ds [5 — 














ace) an 7. a TS 
f ade u S un E Vv f ed — 0m ] 
Y — — as} Dan: T Y (4 as | 5 sin + 


Pour les autres 12 la réduction générale. fournit: 


eds fos ; | | 


Y(1— a») 


fu = f da | | 


(4—25)* "Via : 








f a? dz _ ædæ ; 
Yu-a) — "YA —a) 
f 'aldxz c de . 


Va» (Aa) 








Ensuite nóus venons de trouver: 








Formules tfiégrales réductibles à. la quadrature ‘du cercle. 
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[== if de. Q8 
+ æs)t ein In ya | d 
ædx sin ir : 
| ka e» inis Ia co) - mat 
2 d , . £- æzdz j E c! da x 
a Y0-2 nr va ey | 
nan hj quet. «dz : -— qum L 
Vs sin : ya) 


auxquelles on "peut ‘ajouter les produits de deux telles formules rapportées au 535 pour le cas 
n — 5. | - 


$0. Si nous examinons toütes ces égalités, nous ‘trouvons que ces 12 formules se réduisent 
à deux: posons pour abréger — ^ | 

. 4 
va -—c 5) 


B = sin? 


TT 5 


e "m 
a = 8n 5 


et toutes nos formules peuvent être réduites à la quadrature du. cercle et à ces deux /yydı et 
fyr°dæ, de cette manière ; 


fr'de=+ frrde: fer de = Jy! de; fer do — frrde: fet da — 6. 
[7o — , fr'ds: Je pds gs f? y do — spas" 
derde-g 5i [ay dem ii: [e ds cris 


[ràe— g ford — iss Je Ye — i fy ds as fe ydo — is f yvás TENTE mE 
Soit done fyyde-—4 e f rds == - B, et les valears dé nos forinules transcendantes seront: 





fie (= LE — van, 
et 
[ae (= MEL s rn 


in! 
b, 


2 peo e Y ua ÈS nn 


1... De là. nous, voyons. que. non seulement le produit de touteg ces quatre formales dépend 
uniquement de la quadrature du cercle, mais aussi le. produit. ‚de deux, dont les exposants font 
ensemble l'unité, savoir: 


fas (Ly . fac t = m, 
TT EEE 
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fax (5. fe} = pat 


Outre cela, nous en pourrons déduire ces égalités : 





(feet): [art mt 
t. 2 Ax B de 
fax ti ) (fax (= = xL Pr = 


52. Si nous joignons ces déterminations aux précédentes, nous en pourrons tirer les ‚conclu- 
sions generales suivantes: 





x Ani. c Ay T , 
fes} fastos 





154, Ad 39 4 
[de (=). [dw (I) ur: 


fée (1X. fac at Di | \ 


* sin 
4 





fas 5 - fas iit — LM == 
5? sin 





fa 1333. (deli yo 87 
Ed 2 fae 02) | pan 


et en général: 





oe fée)". futé)" N, 
| | nn sin — 
donc puisque 
Ce 0 n4 —m 
fd (5) ^. =" (de (+) ur 
nous aurons: 


17 y C mx —m "da 
Jde (=) [ae (02) m mn y 
" 





"$3, Cette dérnière égalité se peut aisément démontrer immédiatement et développant le cas 
lé plus ‘simple, où l'exposant est; un nombre entier: 


Jas az) —1. 2.3. . À. 


a 


Or, cette expression finie se peut ‚exprimer par un produit infini, comme: « 
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44,94 4 3,4 9 44 8 
fe) = 00 qu G) rs QG) aut 
Posons maintenant À — — pour avoir:. 


— 


fax (À (2. SEPT SELS 


m (3 








et faisons aussi m negatif: 


[az ut)" 2 (Xy. (hr. 2" 415. In 


a — Sn" (63 








Le produit de ces deux formules donne évidemment: 


nn Ann Inn mr 
—————— 1 ————— .————— ete. = 
an— am Ann—mm Jnn—mm 





n sin ^ Y 
^" 


5%. Nous pourrons pousser plus loin ces recherches, car puisque 





. P p p 
fae tiy — (4° Y uE- ew, 


n+p n+p 


e 
$^ + q 








2 "n 
= (7 )" - i) etc., 


ng ° ( 
pq as 24 
1.4 Da n 3. — 9^ 
ft)" =D ue G uem 
Le produit des deux premiéres divisé par la derniére, donne: 


1 £ 4 
Je (1—)" fée (1—)^ 
Pe —— (n-ep)(n--g) (an P) (2n q) 
Jda (i——) " 


-— qe mme meme 9 


etc., 


dont la valeur est 


ap dg ENEMIES apP—! dr — PT a7—! dz 
o ns / J ! 


PH Ya PT YA 
ou bien aussi: D 


—q/fat- dae Y (1 —«"y — p f a?-' dz Y(—2», 


. formule qui conduit à la précédente, quand on pose p — m et q— — m. De méme, on trouvera 
la valeur de 


p q r 

17x À x A — 

Jda (17)" «da (1—)"^ - fáz(1—) o p aP—! da quse | 
p--q- P+I+ Ya ay; y any 


— HÁ——Q—Ó 


fai) ^ 





L. EULERI OPERA POSTHUMA. Analysis 


438 
55. Enfin, pour finir cette matière, la sommatien des séries réciproques des puissances nous 
fournit encore la valeur des formules transcendantes süivantes, quand on met après l'intégration 


= {: 


bud fear 
o4 AVES 


; gu pe ff "om PERLE 
[T [REDE 


4—2c 


et ces autres, plus composées: 


Op do da 
Jr = 5 
dr (dag a 
[— [— re. tang = = 33! 
Or, jl ne paraît aucune route directe qui nous pourrait mener 


par cela même, d'autant plus d'attention. 


H » 





à ces determinations, ce qui merite, 
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XXI. 


De lineis curvis, quarum rectificatio per datam quadraturam 
mensuratur, 


1. Satis notum est problema inter Geometras olim multum agitatum, quo lineae curvae quae- 
rebantar, quarum rectificatio a datae curvae quadratura pendeat, cujus solutionem etiam Hermannus 
beatae memoriae contra exspectationem summorum Geometrarum ita feliciter expedivit, ut non solum 
infinitas curvas algehralcas, quarum rectificatio a data quadratura ‘penderet, exhibuerit, sed etiam 
hanc conditionem adjunxerit, ut istae curvae unum duosve atque adeo tot, quot lubuerit, haberent 
arcus absolute rectificabiles. Cum autem methodus, qua Hermannus erat usus, nimis videretur 
recondita, neque ad uberiorem usum in Analysi satis accommodata, aliam methodum planam ac 
facilem investigavi, cujus ope non solum hoc problema, sed etiam omnia, quae hujus generis occur- 
rere queant, expedite resolvi possunt. Complectitur ista methodus quasi novam Analyseos speciem, 
eujus elementa, quae multo latius patere videntur, dilucide exposui in Novis Commentariis Academiae 
imperialis Petropolitanae. | 

2. Hujus methodi beneficio, si proponatur quadratura seu formula integralis quaecunque 
SZdr, existente Z functione ipsius x quacunque, innumerabiles curvae algebraicae definiri possunt, 
quarum rectificatio ab ista formula ita pendeat, ut ejus integratione concessa omnes harum curvaram 
arcus indefinite definiri queant. Per variabilem .seilicet z. ejusmodi expressiones algebraicae pro 
coordinatis æ et y" assignantur, ut inde formulae y(da?-:- dy?) integratio perducatur ad hujusmodi 
formam « f Zdz--F, ubi F sit functio algebraica ipsius:z. Verum haec quantitas 7 non arbitrio 
nostro relinquitur, etiamsi infinitis modis variari queat: atque hinc ope methodi a me traditae pro- 
blema non ita resolvi potest, ut curvarum inveniendarum arcus absolute per formulam propositam, 
f/Zdz ejusve multiplum «/Zdz exprimantur. 


3. Maxime igitur diversum est problema, quo quaeruntur curyae | algebraicae, quarum arcus 
per propositam quampiam formulam integralem /Zdz simpliciter, sine adjunctione cujusdam func- 
onis algebraicae exprimantur.. Atque adeo hoc problema saepenumero ne solutionem quidem 
admittere videtur. Ita si sit Z — =, et curva algebraica sit investiganda, cujus arcus per a — 
su alz exprimatur, vehementer dubito, num quisquam unquam hujusmodi eurvam sit reperturus? 
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| Quaestio scilicet huc redit, ut ejusmodi binae functiones algebraicae ipsius z inveniantur, quae pro 
coordinatis æ et y substitutae praebeant y/(da*-- dy?) — A Postquam equidem hoc problema 
multis modis tentavi, aliisque insignibus Geometris enodandum proposui, neque ego, neque quisquam 
alius solutionem assequi potuimus: cum tamen in genere si quaeratur curva algebraica, cujus recti- 
ficatio a logarithmis pendeat, problema sit facillimum, atque adeo parabola conica ei satisfaciat, 
Unde concludendum est hoc problema vel omnino nullam solutionem admittere, vel methodum ad- 
huc plane nobis incognitam requirere. 

#. Evenire quoque posse videtur, ut hujusmodi problemata unicam tantum solutionem admit- 
tant, neque plus una curva exhiberi queat, cujus arcus per datam formulam integralem exprimantur. 


Equidem hoc sum expertus in formula rie qua arcus circuli exprimitur: nullam enim aliam 


lineam curvam algebraicam invenire potui, cujus arcus per eandem formulam exprimeretur. Sic nulla 
videtur extare curva algebraica, cujus arcui cuicunque aequalis arcus circularis exhiberi queat, etiamsi 
innumerabiles lineae algebraicae sint notae, quarum rectificatio a :rectificatione circuli. pegdeat. 
Statim enim atque hae curvae a circulo sunt diversae, earum arcus aequantur aggregato ex artm 


quodam circulari et linea geometrice assigaabili, quae nonnisi certi& casibus in nihilum abire potest. 





Idem tenendum est de formulis fra * T Tzu aliisque, in quas illa. formula Ross 


per substitutiones transformari potest. 

5. Dantur tamen etiam ejusmodi formulae /Zdz, pro quibus innumerabiles curvae algebraicae 
exhiberi possunt, ita ut infinitae curvae algebraicae assignari queant, in quarum una si capiatur arcus 
quicunque, in reliquis omnibus pares arcus abscindere liceat Huc imprimis pertinet problema olim 
a Celebb. Bernoulliis tractatum, quo curva algebraica quaerebatur, cujus rectilicatio cum rectifica- 
tione curvae elasticae. conveniret, seu per hanc formulam Rs exprimeretur : invenerunt enim 
lineam quarti ordinis, ob figuram lemniscatam dictam, quae huic scopo satisfaceret, . Ostendam autem 
praeter lemniscatam infinitas alias exhiberi posse curvas algebraicas, quarum arcus generatim per 
eandem formulam exprimantur, Cum igitur lemaiscata, docente lll, Fagnano, henc habeat insignem —- 
proprietatem, ut in ea perinde atque in circulo, arcus quotcunque aequales abscindi queànt, esdeu 
proprietas quoque in omnes curvas, quarum arcus per eandem formulam fes exprimuntur, 
competet; quae ergo merentur, ut diligentius evolvantur. 

6. Methodus quidem, qua hanc investigationem suscipio, per : ge satis est plaña, et ope caleuli 
angulorum facile expediri potest. Si enim arcus cujuspiam curvae per lianc forinulam J Zdz debeat 

exprimi, vocatis coordinatis orthogonalibus æ et y, atque introducto angulo quocunque g, statuatur 

dx = Zdx cos p st | dy Zdisng 
sic enim prodibit arcus elementum. 
V (da? -- d y?) == Zdz, ipseque areus == /Zd:. 

Unde quaestio huc redit, ut quemadmodum arcus y ad varjabilem z comparatus . esse debeet, in- 
vestigetur, ut ambae formulae Zdzcosq et Zdasing evadant integrabiles: quippe quod conditio, 
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qua curvae debent esse algebraidae, postulat. Hunc' in fimem : iHae: integrationes per solos sinus et 
cosinus angulorum sunt absolvendae, neque ipsi anguli, qui formulas redderent transcendentes, sunt 
admittendi. | | 
De curva-lemniscata. 
7. Propositam ergo sit curvas algebraicas investigare, quarum arcus indefinite per hanc for- 


mulam integralem ba exprimantur, et positis coordinatis orthogonalibus a et y statuamus 


1 
.- . 


ds d . 
de — yu 9 et dy — y (a 0 9» 
quas formulas absolute. integrabiles reddi oportet. Ut partem a, quoque ad calculum angulo- 
‚rum perducam, pono zz — aa sin Ó, ut fiat V (a*— z*) —ua cos 6, et ob.5 — a Y'sinÓ erit 


.… d add cos 0 et aadz . ad0 . 
+ 2700 Va) Wind 


Hinc itaque nostrae formulae integrabiles reddendae sunt 


de — add cos o et dy — ad sing. 





QY sind 9 V sin 6 
Ponamus ergo 9 — nd, ut sit | 
U '$ds  dócoaó | Pu do sin n0 


a Vans À 7. 7 yas 
et Videamus quinam valores pro n sumti has ambas formulas integrabiles reddant. 


8.  Consideremus in genere has formulas 
d6 cos m8 dO sin mo 
BL Te A Ts 
et perpendamus quomodo ad simpliciores revocari possunt. - Talis enim- - reductio 1 unica via esse 
videtur ad casus integrabilitatis eruendos, Statuamus ergo primo | 


Peu (m—1)0. Y six, 





et differentiando habebitur ; !. TEN 2 : ; t = \ . 
dP— m) ido sin(m—1)0. Mn 40 coe (m — 18. cos0 
Te 1 ..v fo Vsiaó B 

Cum autem sit sin ad in = Lon (s — 1)2.— À eos (a + 1)9 


‚ec pos a6 cos 0 — Q9 (a — 62-1 cos (a + 1)0, 


" aD L Be _ Gnome Ds qu Datur 

erit C. : dP— AY .sin 0 

unde obtinetur - = en 003 d 
6cosm0 — 4cos(m—1)0Y sin0 . 9m—3 |; d0 cos(m—2)0. 
"Ydnó — — mi Fin sin" | 

9. Si deinde rimi modo statuamus ^... V7 | 
| = sin ander sin 6, 
erit diffeféntiando: ^... 7 0.2 rn £ 


b. Euler) Op. posthume T I. . | | 56 
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(m — 1) 46 000 (m — 1)0 sia 0 + À dO sin (m — 1)0 om 0 


dQ = RE, 


Cum vero sit 


cos aÓ sin 0 — — + sin (a — 1) 6 4, sin (a + 1)0 


1 sin (a — 1)0 ++ sin (a+ 1)0, 


et sin ad cos Ó = + d 


erit per has substitutiones 
— (2m — 3)d0 sin (m —9)0 -i- (2m — 1)d0 ein m0 


dQ—— — — AY dat 
Unde singulis partibus integratis consequemur - 
(46 sin m? 4 sin (m — 1)0Y/ sin0 9m—3 6 sin (m—3)0 
Vino — $m —1 | 21 Vino — 


dd cos n0 t d0 sin ^0 
Y sino e Y sino 





fuerint integrabiles casu " =À, 





hincque ergo patet, si formulae propositae 
tum etiam integrabiles esse futuras casibus 


| A2À--2, n=1+k,n—=1+6, etc, 
sicque ex uno infinitos resultare casüs integrabiles. 


10. Ex his autem reductionibus statim unus se ort casus absolute integrabilis, selon 


quando 2m — 3 — 0 seu m=<; unde obtinemus 


do 3 4 . do . 3 4 : | 
Tai cos 4 — cos , OY sin 6 ‚et fs sin 0 — 2sin = OY sin 0. 
Deinde integratio succedet casu m =; seu 9m — 7, unde fit 
“ Sa L 6 = À 00% OY sin 0 +2. zz OV ane, 


d. . 7, 3.65 . 3. d 2 
fe sin 1.6 — 3 sin 5 gy sin0-- 2. S sin 16V sine, 


" Hinc progressus patet ad cm m seu 9i — 11, qui dat 


Fani 19 3 008 30V dn 8 + À: 008 à OV din 0+2. 2. — 008 — + 9Y sin 6, 


2 
5 4.5 3.5 

fr sin $6— 3 dn 2 0y sin 0-13 ain E OV sin 9-3. 3-4 dn LGV in 6 
Y sino? 37 3.5 3.5 D 


et sequens casus m — T praebebit. 


- 








d6 15 9 9.6 9.4.6 2.4.8 4. er” a! 
fius eo S0 (3 eon o a- s jeg 0 +3. s. 1099 3 $ 02-2. 3.5. zes 0) V sinà, 
d . 9.6. 9. 23.4.6. f 2.4.6. 
LA ‚sin 2 0 — ( sin © 20-7 sin 20-32" sin 39+2. *3.5. 55 70% t 6) Y sino. | 


TT i 1 , M .j . 


Summen _ Ve 8000 P di Mn EE . JE EEE . TR 





De curvis, quarum rechfisalio per quadraluras mensuratur. — - 448 
11. Ut in coëfficientibus angulorum -fractiones evitémus, ponamus 9 — 2c, ut sit _ 
| 2z = aa sig 2o, seu sin 9e — 7, 
unde erit 2 (à MEE | 
dnos Y I). VU 2) wu 0080 um Y (4 + i). VU) 
Atque infinitas curvas algebraicas exhibere poterimus, quarum arcus seu valor integrilis 


AY (deh a- dy?) 


pr fr sin do 


Ac curva quidem prima eaque simplicissima his continebitur coordinatis 


praecise fiat aequalis formulae. 


um æ=a cos 0 V:sin 20 et y = a sin o sin 2o, 


ex x quibus i be yy == «asinde et. V (2a -- yy) = aY 4in 20. -Hinc ergo porro elicitur 


| 


2zy .- 
cc --yy 





ideoque sin 20 — 2 sin v cose — Quo valore substituto habebitur aequatio inter solas « 
et y pro curva mE oo. 
| (200 @e+-yy)’=2aasy, 
quae est ipsa aequatio lemniscatae. 0 | 


12. Secunda curva algebraica, cujus arcus per eandem formulam 


exprimuntur, continebjtur his eoordihatis ce ds 


"qum gn ja 2 eos 9) Y sin 2e, 
| y—$ * * (sin 5e-- dino) Y in 2o. 
Tertia porro curva aeque ‘satisfaciens his: | 


Q-—- 5 (cos 99 ++ ios 50 a 353 


3 3. 10000) Y sin 2, 


il 90 + + ! iin 5o c- 1:3 din v) V in ge. 


Quarta vero his: 


. a | 6 ’ p 6.4 u . 6.4.7 1 ^ 
= (cos 130 + 4 cos 9o + 5-3 05 50-77 cos e) Y sin 2o, 





=7 (in 130-+7 sin 9o- prs ein So + p: 4. À din s) V sin 2o. 


e — ou 


Quinta binc ponte formari - -potest MED 
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8.6 8.6.4 














à, 8 
==, (cós (T0 + 7 008 130477 c08 90 + p. p.3 008 99 + 5050) V sin 2w, 
y=; (sin 170 + 7 sin 130 + 77 sin 9@ + 5: 5-4 sin 5o -- 7 T = sin o) V sin 20. 


13. Sic-igitur infinitas maóti isumus 'eurvas algebraicas; ‚quarum rectificatio plane eongruit cum 
rectificatione Jemniscatae, ita ut cuique arcui hujus curvae in omnibus illis arcus aequales abscindi 
possint; vix tamen asseverare ausim, praeter has nullas dari alias curvas algebraicas, quae eadem 
praeditae sint proprietate. Methodus enim, quà sum asus, non ita est comparata, ut pro generali 
haberi possit, propterea quod in formulis $ 7 angulum y tanquam "multiplum angeli 9 spectavi, 
cum tamen fortasse alia relatio inter eos. intércedere possit, quae ad integrationem aeque sit acco- 
modata. Hoc inde suspicari licet, quod si aliae formulae integrales J 2dz proponaptur, eaeque 
pari modo ad angulum quempiam © reducantur, integratio non succedat pro angulo g maltiplam 
anguli Ó assumendo, cum tamen saepenumero "aliae relationes negotium conficiant. Hujusmodi casus 
probe ‘notasse ‘juvabit, ‘quoniatr inde !forte methodum: lafius patentem talkı: problemata tractandi 
derivare licebit, si cunctae operationes, quas varia problemata singularia requirunt, diligenter per- 
pendantur, atque inter se conferantur. Quem in finem unam atque alteram solutionem similium 


quaestiongm adjupgam. 1. | osse sor s Tg 


- 
Vs ^| «4 


‚De Parabola. i . 


1*5. Propositum itaque sit alias curvas " algebraicas investigare, quarum rectificatio conveniat 
cum rectificatione parabolae, seu qunm arcus indefinite erprimatür per haüc formulam: - 


f 0] gr, Fe Vlai 2). De Pr Te dg n.o 5 ul 


Necesse igitur est, ut coordinatae orthogapalés fa ‚se „hahaant 


g — ftt Y(aa--zz) et y — [4 I y(aa-at sity; TERME 


ubi definiendum erit, qualem relstoneñy angulus: g ad: wariaßilem..z tenere debeat, ut ambae istae 
formulae magnates reddantur. Ponamus ergo zn tang Ó, ut fiat Y (aa + 21) = a sec 0 — ET 
do 








l 
et cum sit * z = ‚ erit arcus fS (aa 4-23) — = f sh s et eoordinatae: 


cos? 0 | 
ted) ilot leo a Rohre nme RS a 
d0 cos 9 dO sin y 
crt S, rms 


atque hic iterum observo, certa multipla anguli 0 pro angulo p "exhiberi posse, quibus ambae 


formulae integrabiles evadant; "^ Statudtur, ergo d + nó; amt "Iibéames pro coordinatis sequentes 
expressiones : 


. .! . 
1i 65,77 


[ds cos nd (49 nnd, 
REM . eos? 0... LJ LES & .] , T n ec 


t. ' L] 


15. Jam per redactionen: formalarun Itegrlium quali . supra | gum .usus, reperiemus 


0 cos nd mans ETT a0 cos (n — 9) 6. 0 sin n0 _ — Reo (n— 10 Len dO sin (n — 9) € 
cos0 — (n—3)co!0  n—3 cos? 0 cos! 9 (027 3) 0065. . in: J cost . 








De curvis, quarum rectificátio per: quadraturas :mensuratur. £45 
unde patet, si integratio swecedat casu quocunque n —— 4, eàm quoque succedere casibus . 
n=À+2, n—2-- b, n —4À -- 6, etc., 


sicque infinitas curvas algebraicas ex unica impetrari. Patet autem si sit n — 3, fore 














f?! cos — sin90 =. cos 29  .,. - 
se” - Ion? 0 0030 ^. Scoto! ive 
pre ina et dósno — 1 | 
c0 ^ o0 , .J o0 à cos? 6. 
quo casu prodit | 
__ an ^ .a cr  asin?0 





- . cos. t X — a 00" ergo da  2cost 0° 


hincque re i quae est aequatio pro ipsa parabola. . 

16. Verum. etiamsi hic :unmm casum integrabilitatis, quo q == Ó seu n — 1 habeamus cogni- 
tum, tamen singulari. fato ex eo nulli alii casus elici possunt, Si enim. statuamus n. 3, ob deno- 
minatorem n— 3 evanescentem, integralia inde pro casu 9 — 30 minime reperiuntur. Casu autem 
.azz— 1 formulae praecedentes redeunt, ita ut propter hoc incommodum: nullus aditus ad curvas 
magis compositas pateat. Videri ergo posset parabola pari conditione praedita ac circulus, ut 
praeter se ipsam nullas, alias agnoscat. curvas-algebraitas secum .eommensurabiles; Ex: ipsa :verum 
angulorum compositione manifestum est, quicunque numerus Integer excepta unitate pro n statuatur, 
formulam Far nunquam Antegrabilem evadere , sed* semper per ‘integrationem ipsum angulum 9 
induci. Interim tamen .xlía methedo. quaesito satisfieri potest, unde 'non difficulter talis curva 


eruitur j l 


N 1 i ——— © poc M ^ =” 


22V (Kr) et y — Y (eras), à seu y bee), p pro qua. est | Y (da*--dy*) — dzy (1422). 


"P677 777 "e ps. 


17. Progredior ergo -ad curvas-algebraicas -indagandas, : quarum. arcus. eum arcubus ellipseos 


sint commensurabiles. Quaestio igitur huc redit, ut curvarum inveniendarum arcus exprimantur 
mmzs 


per hanc formulam /d:V(1+ 
dum applicata est — VE | . Pro curvis ergo, ‘qûas quaerimus, statuamus coordinatas 





),. quae est formula pro arcu elliptico abscissae z respondente, 


c= /di cos gy (1 post) et y= fdzsin gv +7): 


‘et videamus quomodo angulus 9 "pi debeat, ‘ut ambae istae formuláe fiant integrabiles. Ponamus 


z = sin 0, et hae formulae erunt RUE 


! e cs ifd0 cos g Y (cos 0 + mm in’ 6) et: y— = /40 sjû (cos! 0 # mm sin" 0), 


ubi manifestum est, quaecunque multipla „angull O pro g statuanthr, has expressiones nullo modo | 
ad integrationem perduci posse. Aliis ergo artifici erit utendum, "siquidem certum est dari curvas 


— ) ot 


algebraicas quaesito satisfacientes. ^ ^ — Ud 
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18. Quoniam irrationalitas negotium: turbat, ad ejus speciem saltem tollendám pono 
mtang 0 — tang e, ut sit mmsin* 0 —.cos* 0 tang? o, 
hineque Y(cos? 9 + mm sin? 0) — cos 0 V (1 + tang? e) = ——- 


Hac substitutione facta nostrae coordinatae erunt 


Ay LIE. e y— — fées, , 


ubi notandum est angulos Ó et c ita a se invicem pendere, ut sit 


m tang Ó — tang e ideoque PU ISI 
Statuatur jam mE 
q —nÓ — o, et ob cos o — cosnÓ cos o -1- sin nÓ sin e. et tin 9 = sin nÓ eo © — cos n dine 


coordinatae ita exprimentur, ut sit ob tang  — m tang 0 

qz f'dÓ cos Ó cos RÓ +- fd0 cos 0 sin nÓ tang e z— //'dÓ(cos 0 cos nO -+- m sin Ó sin n6), 

y = /'dÓ cos 0 sin nÓ — /dÓ cos Ó cos nÓ tang o — /'dÓ(cos d sin nO — m sin O cos nO), 
quas formulas, quicunque numerus pro n assumatur praeter unitaiem , manifestam est semper ene 
integrabi les. 


19. Cum phar dt ee Pom nd = en n—1)9 n b (n 5 


4 1 
sin Ó sin n — 7 cos (n—1)6— 3 95 (n-+1)6, 


. .. 008.0. sin nÓ == 2 sin. (n—1)0 + 1 da (n+1)6, 


— sin Ó cos nÓ = - (n—1)6 — 4 sin nn, 
‘substituendis his valoribus habebimus -- | ZA 


«= fd6 ((m —+- 1) cos (n — 1)0 — (m — 1) cos (n + 1)0), 
=; [do (m t sin (n — 1)0 — (m — 4) sin (n 130), 
unde valores. integrales sponte funt: ^ MEME 


D mane De e-0merbs Ur 


Ua), . . 8(^--1). -— 
yo leere 0, eee Dt 
&(^— 1) ELI LI A 


Hincque cum pro n. numeros quoscunque rationales praeter . unitatem accipere liceat, innumerabiles 
lineae algebraicae exhiberi possunt. 


20. Cum igitur unitas pro n. substitui nequeat, casus timplicisimus prodibit, si poster ad, 
quo ergo habebitur 


LS 


immo Hm iin 9 = sin 0, Iu u . 


yz - 3 m 1)008 0 mn 1) 060 = m 006, m D 





De curvis, quürum rechficalio per quadraturas ‚mensuralur. 441 
unde ft mmz2 --yy=:mm, ideoque y — m Y (1 — xx), quae est aequatio pro ellipsi proposita, 
eujus arcus ob & — sin Ó — z utique est fd: va M) uti requiritur, erit enim. ' 

pz et y=my( — 33), 


Aliae vero curvae, quarum eadem est rectificatio, prodibunt, si numero n praeter unitatem alii 
valores tribuantur. Sit igitur n — 2, atque habebitur 


g — y (m+ 1) sin 6 — + (m— 1) sin 36, an ee ned m — 1) cos 36, 
unde fit ez -i- yy — 2 (m -i- 1)* + 3 (mV)? —4 (mm — 1) cos 20, seu 


RIT mn m-4— g (mm — 1) cos 26. 


. Verum praestat. & uti formulis illis pro æ et y inventis, quia ad cognoscendam et construendam 
curvam sunt masime idoneae. 


21. Antequam in evolutione horum casuum ulterius progredíar, notari conveniet, quantitatem 
m tam negative quam affirmative capi posse, propterea quód in expressione arcus quadratum mm 
fentum inest. Verumtamen iidem casus resultant, si numerus m negative capiatur, ita ut quan- 
tHate m ambigua assunita, non opus sit pro n valores negativos statuere. Hinc ergo quilibet 
humerus positivus pro n sumtus duas praebet lineas algebraicas, prouti m vel affirmative accipitur, 
vel pie; sicque post ellipein has duas habebimus curvas satisfacientes | 


= + 1 (m+- {) sin 6 — 5 (m — 1f)sin30,  c— 2 (m — 1) sind — À (m + {) sin 39, 
inae 1) cos à — + (m— f) cos 30, | Y = + (m — {) cos 6— 5 (m+ 1) cos 36, 
abi quídem valorem ipsius y negative sumsi. Similes fere expresiones prodeunt, si ponatur n = EA 
unde quoque bae duae curvae oriuntur | 
NI (m + 1),sin -; TE L (ig — 1) sin. 0, am (m — 1) sin- CE (m + 1) sin $6, 
y 2 (m 2 1) coss 0 ++ 3 (ri— D cos 3 0, r-— (m — 1) cos + 0 + — mr 1) cos + 0. 
Atque evidens est eliminando areu Ó has quatuor aequstiones ad eundem, ordinem esse ascensuras. _ 
"H2. Ponamus n —3, hincque. duae nascentur curvae istae - 


— n 1) sin 26—. (n— 1) sin +0, e— T. ! (m —1) sin 20—4 (n 1) sin &ó, 


- ye ne De s (n—1) cos hs, Tin 1) eos 10— (+ psi sin 40, 
at si ponamus. n =1, non multum absimiles hae | curvae naseuntar | E | 
| 2 (noe 1) mite f) sin 1^ | e (m1) sin 9— 4 (n 1) sin 9 


(um (n 1)c083 0 ++ = (m 1) cos +0, y = 3 (m1) c08 20-02 ur 4) cos À 6. \ 
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Omnes enim hae quatior :curvae tantum ad ordinem linearum. quartum referuntur. Ex quibus per- 
spicaum est, quomodo ex quavis bypothesi quaterpae curvae .elici queant, ad eundem ordinem 
referendae, nisi quatenus forte casu ordo deprimi possit. Haec ergo infinita linearum algebraicarum 
multitudo, quarum arcus omnes per arcus ellipticos absolute mensurantur, omnino est notatu digua, 
que eo mágis, quod" pro omnibus coordinatse : et y binis: tantum terminis exprimuntur; unde 
earum constructio haud parum concinna adernari potest, etiamsi plerumque curvae ad altiores 


linearum ordines referantur. 


Qu EE. - | 


23. De his autem omnibus lineis imprimis est notandum, eas ad classem Epicycloidum et 
Hypocycloidum pertinere ac per motum volutoriüm circuli super peripheria alterius' circuli, sive 
extus sive intus describi posse. Hoc autem hae curvae: a vulgaribus epicycloidibus et bypocycloidibus 
differunt, quod in circulo mobili punctum _ describens" non in ejus peripheria, sed sive extra sive 
intra eam assumi debet. Si enim in: peripheria eaperetur, quo casu -epicycloides et hypocycloides 
vulgares prodirent, curvae descriptae absolute essent rectificabiles, neque idcírto ad: nostrum insti- 
tutum essent accommodatae: sin autem punctum describens in ipso centro circuli mobilis assumere- 
tur, curva descripta perpetuo foret circulus. Verum sive punctum describens capiatur extra, sive 
intra peripheriam eirculi mobilis, hoc modo semper curvae describuntur, quarum rectificatio per 
arcus ellipticos absolute confici. potest. Nostrae ergo curyae prodibunt, si distantia puncti deseris 
bentis a centro circuli mobilis sive major fuerit sive minor quam ejus semidiameter, E 


24. Natura autem hajusmodi linearum . aceuratius perpensa, cürvae, quarum árcus per arcus 
datae ellipsis mensuramtur, ita describi posse deprehendentur. ‚Sit in ellipsi proposita ratio amborum 
axium principalium —1:m, ac posito radio circuli mobilis — r, capiatur distantia puncti descri- 


bentis ab ejus centro give — Hm sive —— T — e. Tum si iste circulus super : | quocunque alio 
ar 


circulo sive extus sive intus provolvatuf, ab. utroque puncto describente semper ejusmodi curva 
describetur, cujus rectificatio cum rectificatione ellipsis propositae conveniet. Quo autem curvae hoc 
modo descriptae fiant algebraicae, necesse est, ut radius circuli mobilis ad radium circuli immoti 
rationem teneat rationalem, quae quo "fuerit simplicior, eo minus curvae, descriptae erunt compositae: 
ac constituto quidem circulo immoto, sive mobilis extra eum,. sive intra volvatur, tum vero sive 
punctum describens extra sive intra circulum mobilem accipitur, quaternae illaé curvae describentur, 
quas conjunctas inveneramus. | | 

25. Operae pretium fore videtur harum linearum epi- et hypocycloidalium proprietates prima- 
rias, quatenus huc pertinent, ac praecipue earum rectificationem attentius contemplari. Sit igitur 
(Fig. 50, 51 item 52,553) C centrum circuli immoti 40, ejusque radius C4 = CQ — a, super cujus 
peripheria volvatur circulus OLRQF, cujus radius 0 Q = OR=r;' 'sitque punctum describens M 
‘in radio OR, ac vocetur. OM = ur, ita ut sit sive p m, sive ur Hoc modo. a stilo 


1 mi . 
M descripta sit curva DM, cujus initium D ei respondeat circuli mobilis situi, quo punctum R 





tangebat circulum fmmotum in A. Hinc ergo ex natura motus volutorii erit arcus () H aequalis 
arcui QA. Quare si dicamus angulum. ACQ — 9, ob arcum 40 — P erit angulus 
QOR —  g. Voceios aufem brevitatis gratia. hunc apgulom QOR--agp, nt sit a -—. Tum 








De curvis, quürum rectficato per quadraturas mensuratur. 449 


vero ex punctis M et O ad rectam CA pro axe assumtam demittantur perpendicula MP et OS, 
itemque ex M in rectam MT axi ^C parallelam, sintque coordinatae orthogonales curvae descriptae 
CP — c et PM —y. 

26. Cum jam sit angulus 4CQ — 9 et CO —a-t* r, ubi signum superius pro curvis epicy- 
cloidalibus, inferius vero pro hypocycloidalibus valet, erit CS — (ar) cos p et OS — (a-t-r) sin q. 
Deinde ob ang. COS — 90? — o et COR — ag, erit ang. MOT — (a -+ 1) o — 90? pro epicycloi- 
dalibus (Figg. 50, 51), at pro hypocycloidalibus (Figg.52,53), ob COS —90* —g et COR= 180° —ag, 
erit ang MOT — 90? — (a—1) y, unde ex triangulo OMT ad T rectangulo, ob latus OM = ur, 
obtinebimus pro utroque casu 


curvarum epicycloidalium Fig. 50et51:: |’  curvarum hypocycloidalium Fig. 52 et 53: 
MT — — ur cos (a -t- 1) y, MT=.ur cos (o — 1) y, 
OT = + ur sin («+ 1) y, OT = ur sin (a — 1) y, 
ergo CP —(a+r)cosg—urcos(a+1)p—x, | ergo CP —(a—r)cosg+urcos(a—1)p=æx, 
PM= (a-+r) sin p—jyrsin(a--1) p —y. PM= (a—r)sing-+ ur sin (a—1)g —y. 


Consequenter pro utroque casu conjunctim 
| E a 
CP =c= (ar) COS q -4- ur cos (1 + —) 9, 
. 1 .. a 
PM=y= (a + r) sin ur sin (1 + —) p, 


27. Hinc ergo videmus totum diserimen inter has curvas epicycloidales et hypocycloidales 


tantum in signo quantitatis r esse situm, ita ut omnes his expressionibus pro coordinatis CP — a 
et PM-—y possimus complecti 


a 
g — (a -t- r) cos p — pr cos (1 +—) p, 
e. e. a 
y=(a+r)sinp— pr sin (1 2- —) 9, 


quae proprie ad epicycloidales pertinent, sed sumta quantitate r negativa simul ad hypocycloidales 
extenduntur. Differentiando ergo habebimus | 


de=—(a-+r) d g (sin 9 — u sin (1 + 2)g) 

dy — 4 (a 2- r) dp (cos  — y cos (1 +<)p} 
unde elementum arcus hujus curvae V{(dx?+ dy?) — ds reperitur 

a 
ds=(a+-r)dpy(i-uu—2ucos y), 
et radius osculi in M ita erit expressus: 
(a -— 7) (1 -- un — 2u cos — »i 
Ii+run— B (22 I) cos — 

28. Quaecunque igitur hujusmodi «curva descripta. dabitur ellipsis, in qua arcui curvae D M 
arcus aequalis assignari poterit. Sit (Fig. 5&) adbe haec ellipsis, ejusque axes orthogonales ab et de; , 
vocetur semiaxis minor ca — cb — c et semiaxis major cd — ce — mc, sumtaque super illo a centro 
c abscissa cp — z, erit applicata pm — m Y (cc — zz) et arcus ellipticus dm — /dzYV(1 +- y 
Statuatur z — c sin Ó, eritque hic arous 


L. Euleri Op. postbuma T. 1. 57 
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. dm — fed60Yy (1 + (mm — 1) sin? 6) — fed V (^. (nm + t) — + (mm — 1) cos 26), 


quae forma ut illi pro ds inventae aequalis reddatur, fieri oportet 








6— Lc. Q0R et —— seu mut 


+ 
wi» 


vel, quod eodem redit, capiatur m= 7 in Figg. 50, 51, 52, 53, eritque arcus ellipticus 


d 
dn= hair : -5 Y Tau 91 cos — g). 


Superest ergo, ut sit; —.— Gu — 2 p.74, unde semiaxes ellipsis fiunt 


29. In genere ergo habebimus hanc constructionem pro ellipsi quaesita: 


- , 9RM.CO MEE 2VM.CO 
semiaxis Ca — et semiaxis ed — ce — 


cQ cQ 








qua descripta circa centrum C radio ca — cb delineetur circulus afbg, tum ducatur radius cn ita, 
ut sit angulus fen — = QOR, et per n ducta recta pnm axi majori de parallela, erit arcus ellip- 
ticus dm aequalis arcui curvae supra descriptae DM. "Unde patet, si circulus mobilis jam per 
semiperipheriam fuerit provolutus, quod evenit cum punctum V circulo immoto applicabitur, tum 
longitudinem eurvae descriptae aequalem fore quadranti elliptico dma. Cum autem circulus: mobilis 
integram revolutionem absolverit, tractus curvae descriptae semiperipheriae ellipticae dae erit aequalis; 
" Sicque uti ellipsis est curva in se rediens, ita provolutione continuata longitudo curvae continuo 
crescet. 

30. De his curvis adhuc notari meretur ipsam quoque ellipsin inter eas comprehendi. Si enim 
pro hypocycloidalibus sumatur radius circuli immoti aequalis diametro circuli mobilis seu a — 2r, 


vel si in nostris formulis $ 27 ponamus oo habebimus . 


= à CDS p + — y A cos p == — (1 p) reosg, 


À A. 


1 
y = a sin p — À ua sing — — (1 — p) rain g, 


unde prodit 


deer t ao mn 
quae est aequatio pro ellipsi, cujus semiaxes sunt (u — t)r et (j/24-1)r seu MR et MP, estque ea 
ipsa ellipsis, cujus arcubus nostrae.curvae mensurantur: nam ob C(Q—2CO fit utique ca — RM 
et cd — P M. Potest itaque quaecunque ellipsis provolutione circuli intra peripheriam alterius 
circuli, cujus radius duplo. est major, describi, ubicunque enim tum stylus in circulo mobili figatur, 
ab eo ellipsis: describetur. MM 

31. Innumerabiles autem curvae, quae sint cum arcubus parabolicis commensurabiles, quarum 
supra unam exhibui, seu ut positis coordinatis = et y, öit 
y (da? + dy?) — dr V(1 + zz), 





De curis, Warum rechficaho per quadraturas mensuratur. 451 


sequenti modo se habebunt, Ponatur z = i tang p seu tang y — H nz, ac statuatur 


9 sinng $ cosno 
— 2 y — $.? 
nn cos? g nn cos? p 








erit semper, quicunque numerus pro n assumatur, /V(de?-+-dy?)= f dzy(1-+-zz). Facile autem - 


ang. p eliminatur ob Y (zz + yy) = ; unde fit 


Er 
v2 X 
cos p — ——— —— hincque 


= COS n q. 
n Y (zz-4-yy) 7 


—M _ 
Y (za + yy) 
At si variabilem z retinere velimus, erit 


n ns  n(n—bD(n—3) n° 1° ap 80710730 —3(—4. "s etc 
479777 373.9. 778 *— 12.845 — "3E 7 0 


n—124 


( e) 2 
Q1" 1 -- 


ti (n — 1) emi nn). nt rA 
1.9 4 1.9.8.4 46 
. n—2 


S 2 
quae formulie, quoties n snmi&ur numerus integer positivus, fimio términorum numero constabunt. 
Verum priores semper, etiamsi pro n statuatur numerus fractus, ad aequationem finitam deducunt. 








— etc. 





t» 
| 





Veluti si n — 1, cum sit 








2 . 
| cos p — 3 et C08 p — jr — = 
| V(eo-+ yv) 2 (ea yy) 
erit hinc cos — LE — we yy unde obtinetur 


064. /— (yy —22)* 
zz--yy  (co—+yy)t 


seu (yy — xz) -6&rz--yy)* 


pro linea ordinis octavi. 
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XXII. 


De comparatione arcuum curvarum irrectificabilium. 


Sectio prima 
continens evolutionem hujus aequationis: 
| 0—2--28 (z--y)-2- y (r2-A-yy) 2-20 n y. 
I. 
Si ex hac aequatione sigillatim utriusque variabilis & et y valor extrahatur, reperietur 


— Per Y (B8 — 274-36(0.—7)2-- (98 — yrs) 
J 

— PB —2y-- Be NY He yy), 
| 7 


Ponatur brevitatis gratia 88 — oy = Ap,°8(0—7)— Bp et 00 — yy — Cp, eritque 


y 


x 


B+yy+-dce=+V(A+2Bx-+-Cxe)p, 
B -- y« -i- Óy — — y (À -- 2By a- Cyy)p. 
IL. | 
Litteris jam A, B, C pro lubitu assumtis, ex iis litterae a, 8, y, Ó et p sequenti modo de- 


finientur: Primo ex aequalitate Secunda fit Ó — y = qui valor in tertia d+y= substitutus 


dat 8 y mS ita ut sit 


Hinc autem aequalitas prima abit in hanc 


Ca Ba 
BB— RE +35 4p 


ex qua definietur p = a indeque porro 
| 3 — ÉUCB+BBB— BCa) __ BB(AC—BB) 
m B(2 AB — Be) = B(QAB— Ba) 


Sic ergo litterae o et £ arbitrio nostro relinquuntur, quarum altera quidem unitate exprimi poterit, 
altera vero constantem arbitrariam, a coëflicientibus 4, B, C non pendentem, exhibebit. 
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1. 
Differentietur nunc aequatio proposita, ac prodibit 
da (B -- ya 4- 0y) + dy (8 A- yy + 02) — 0, 
unde conficitur haec aequatio 


dz EN — dy 
B--79--92 ^ — B—12--8y. 


quae substitutis valoribus in articulo I inventis, abibit in hanc aequationem differentialem: 
Lo de 2.39 _g | 
Y(A2-9Bz--€zz)  Y(A--2By--Cyy) 
cujus propterea integralis est ipsa aequatio assumta. 
| + IV. 
Proposita ergo vicissim hac aequatione differentiali 


dz dy —0 
Y(A--2Bz--€z2)  Y(A--9By--Cyy) ^" 
ejus integrale semper algebraice exhiberi poterit, quippe quod erit 


BB(AC— BB) (zz + yy) + 88(ACB + BBB — BCo)zy 


0 — 2 -- 28 (z--y) + B(348— Bo) 


et quia hic continetur constans ab arbitrio nostro pendens, erit hoc integrale quoque completum 
aequationjs differentialis propositae. Erit ergo retentis litteris graecis 
vel y — —6—32--Y(A--8Bz--Coz)p 
y 


| ——B—8y —Y (A-2- 9By A- Cyy)p 
-y 


vel ac 


V. 
Quemadmodum autem istarum formularum integralium differentia 


f dz f dy 
Y (A -- $Bz 4- C zz) Y (A24- 9 By ^ Cyy)” 


est constans, siquidem inter æ et y ea relatio subsistat, ut sit 
0 — 20-21-28 (xz A- y) 4- y (eor -- yy) + 2ôœy, 


ita etiam eadem manente relatione, differentia hujusmodi formularum 


z^ dz f y" dy 
J V(4+ 2Bz+ Cxe) m Y (A -- 9 By -- Cyy) 


. commode exprimi potest; quos valores indagasse operae pretium erit. 


VI. 
Posito ergo exponente n — 1, statuamus 


zdz ydy — dr 
— , 


Y (A-- 9 Ba A- Cz) m Var g9By-+-Cyy) 


eritque valoribus initio traditis pro his formulis irrationalibus substituendis 
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cdzYVp ydyYp __ dr 
B-)9--92 B-——:2--9?y — , 


seu cdc(B-- yc A- 0y) -i- ydy (8 + yy + dx) = (8 yy--0cz)(8-- yc-—0y); at est 
(8-i- yy 4-02) (831-7 $2-0y) — 882-8 (y3-2) (e-1- y) + 70 (ex yy)-2- (y 74-09)ny. 
VII. 
Quo hano formulam facilius expediamus, ponamus c -r-y-—t et cy --u, erit 
cc--yy-ii—2u et + y?— (5 — 3tu, 

"sicque aequatio abit in hanc formam 

B (xda + ydy) + y(rada + yydy) + Óry (dz + dy) = 7 (88-4- 8 (y 4-0)t-- yÔtt-+ (y 0 a). 
Ipsa autem aequatio assumta fit: 0 — a 2- 2t-- ytl -- 2(0— y)u, et penitus introductis litteris 
t et u habebimus 


'" B(tdt—du) + y (ttdt —tdu—udt) + Öudt — (88 — aà + (y —0)t + (y y —0)u), 


seu -dt(8t+ ytt — (y —9)u) — du(8-1- yt) — (88 — «à + 8 (y —9) t-- (yy —9)a). 


VIII. 
Ex aequatione autem assumta si differentietur, fit dt(9-1-yt) — (y—Ô)du, unde aequationis 
ultimae prius membrum transformatur in | 
ABB 8 (9-3 ri Yu), 
quod cum aequale esse debeat huic formulae 


v. (88 + 8 (y3-0) t -- yàtt + (y—0) u), 


dY — —dt —tYp 
yp . 7—8 ei = y—8 


IX. 
Cum jam sit ( — c -1- y, habebimus sequentem aequationem integratam 


zdz (e+y)Vp 
JV(A+3Be + Cuz) — ac Const. — )—8 — 


existente 0 — 024-28 c-4-y) -- y (oo -- yy) + 20æy, siquidem relationes swpra exhibitae inter 
litteras A, B, C et o, 8, y, Ó ac p locum habeant. Hine ergo eadem manente determinatione 
variabilium & et y erit generalius: 


commode inde oritur 





dz (3l + Br) dy (8 + By) E $8(2 -- y)Yp 
Prae" armen Const. — 1-8 — 
X. 
Progrediamur porro, ac statuamus 
| | æxdx yydy — dr : 
> 


V(A+-2Be&-+-Cza) m Y(A--9By--Cyy — 
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erit posito brevitatis ergo 98 + B (y.-- 0| t -À- yôti+(y—dJu — T, si loco istarum formnlarum 
surdarum valores ante reperti substituantur 


ade (B ya 3) e yrdy (8 ry M2) — existente ut ante == -+-y et u=ry. 
XI. 


Cum nunc sit &°+ y! — t*— kitu + 2uu, erit eliminatis variabilibus = et y 








B (tdt — tàu — udt)+ 7 (Pdi — tàu —2tudi+udu)+ Qu (tdt — du) = EC 
sive dt (8tt — Sur yt — 2ytu + du) — du (Bt 4- ytt — yu + du) = V 
Cum autem sit du — un » erit hac facta substitutione 
— (— 88t — 8 (y32-0) tt — YO — (y —Óp tu) = = M 
sicque erit pes id ot — ttYp (7 


j—98 — 20 —35y 
XII. 


Hinc ergo adipiscimur sequentem aequationem integratam | 
f zxda yydy : (s À- y? Yp 
V(A+2Bz+Cxx) — has 2By-+ Cyy) — Const. — $ (7 — 8) ? 
atque in genere concludimus fore 


fers —f- dy(U + By+Cyy) — Const . B(z--yY»  G(z + y} Y p 
Y(A-- 9Bz A4- Cxz) Y (44- By A- Cyy) — ° y—8 9(y — 8) 


siquidem fuerit 0 — «4- 265 b 4- y) + 7 (zo + yy) + 20æy. Erit autem ex relationibus supra 


Q0 ano YP __—B oq 248—Ba 
assignatis 78 7 Byp sive —; = Van Ca) 
XIII. 


Ponatur jam in genere 
ar dz y" dy 
Y (A-1- 9 Bz A- Ca a) —— Y(A--2Bya- Cyy) edF, 


eritque ponendo T— 88 + 8 (y 4-0)t + y Ott + (y—ö)?u, _ 


z"dc (8 -- yæ + y) a-y"dy (B + yy + 92) — 77. 
at ob 2--y-—t et ay=u habebimus „rem et y— rem t—4s) ideoque | 
B - ya dy = 287 691 670 Y erm), 
8+- yy + de = 36 6091 67m Y CE 49, 
XIV. 
Differentiando autem habebimus 5 | 
da — 1t 49) art du et dy = 30/1 49) — tt + Ian 


9Y (tt — Au) $Y (tt — 4w) 
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TEE 


at ante vidimus esse du — : quo valore substituto prodibit 


d L2 —dt(28 + (7+08)t — (0 —8) Y (tt — 4) 
T— 2(; —8) Y (tt — Am) 


dv — HOP e 0 9 6 —8) Yt — 49) 
J-— 2(y —8) Y (tt — 40) 


Hisque valoribus substitutis 
—dt(AB8 + AB(y + 8)t+478tt+ 4(y —8?) _ *  —Tdt 


dz(8--ye--2y)— Gr) Gi)" 
| Tdt 
et dy(8+7yy+ dx) — Gv dg 
XV. | 


Nostra ergo aequatione per T divisa habebimus 


tr) AT uu p. —Yp (dt(z"— y") 
G-95Y«—49 vy, " 773b Yu-a9! 


a+ 98t + ytt 














. __t+V(tt— 40) __t- Vltt— 4) LL 
existente = ———5 et y-—-———,5—— atque u— 36—8) ^ unde 
a+ A Bt ++ 
Y (tt—^u) = yos Apt oon tt 
e TN a — y^ . . 

Unde valores ipsius Yan % sequente progressione colligi poterunt: 

mp 
yr-a4e — 9 

gl —y! 
Y(tt—4w)  ? 

ap o 
Y(tt—4w) ^ 

a? — y —tt—u .(7—39)tt—28t—a 
Y(tt—4w) — 2(;—8) , 

gA— y^ —2 — 251° — ABtt — 9at 
Va TA 

(tt— 4) 2(7 —8) 

D DE o — (77 4- 9y8 — 488) — 48(2;—38)1* (488 — 43 2-628) tt4-Aa Bt -À- aa 
Ty n 3itu c ug M  — uL daté Aldd at 

etc. eic. 


XVI. 
Nanciscemur ergo formulas sequentes integratas 


a9dz y ° dy 
far as fans — Const. — ses! (y—20)(æ-+7) — 8 (2-7)! — (2-7) 





z*dz ytdy —— . 3 
ba 4-9 Bz -- Cz2) — laxa 4-9By--Cyy) — — Const. +, s t (zy)! + 38 (ry) 3 a (2-7) ) 
quae scilicet locum habent, si variabiles æ et y ita a se invicem pendent, ut sit 

0 — o A- 28 (r--y) 2- y (22 A- yy) +207, 


atque hi coéfficientes pariter atque p secundum praescriptas formulas ex datis 4, B, C deterwinentur. 





De coffPüratione arcuum. curvdrum frréctifoabilium. 457 
E tfo 284-27 a KUH. 0000000; o3 o7 E 
Hinc ergo infinitae formulae-integrales -exhiberi:possmnt, quae etsi ipsàe mon ‘sint-intégrabiles, 
earum tamen differentia vel sit constans, vel geometrice. seu:algebraice assignari queat. Quae com- 
paratio cum in analysi insignem habeat usum, tum imprimis in arcubus curvarum irrectificabiliuth 
inter se comparandis summam affert utilitatem, quam:in aliquot exemplis ostendisse juvabit. 


De comparatione ercuum Circuli, 

1. a radius circuli — 1, in eoque abscissa a centro sumta : — z; erit arcus ei respondens 
— 9 cujus propterea sinus est — z. Ut igitur nostrae formulae hujusmodi a arcus ‘cireuli | 
espriéant, poni debet 4 —1; B —0, C — —1; quo facto habebimus. | 
erg TU B8—«y-— =p, 89—7-0 et à — yy — — pi. 
has enim determinationes ab ipsa origine peti oportet, quia ob B= —0, valores inventi flunt : incongrui. 
Jam ex formula secunda sequitür vel à — y — 0, vel 8=0; quorum ille valor Ô — y formulae 
tertiae adversatur. Erit ergo 9 — 0, 0 — 3—- y (yy — » et a=— — Ambae ergo quantitates: cón- 
stantes y. et p-arbitrio nostro relinquuntur. ' s omm 0 cio om 7 





9. Quó formulae nostrae fiant. simpliciores, ir y = 1 e p — ce, eritque - 2 
a —— 06, = —0, y=1 et D=— Via), 


— 


ac nostra aequatio canonica, relationem variabilium = et y determinans, fie 
0— —ce-c zd yr ar Vie), | 
ex qua colligitur BENE y—ay(1 — ce) + (1 — wa). 
3. Quodsi ergo iste valor ipsi.y tribuatur, erit . 


on 0. ! nem fürs — | ) 


Denotemus brevitatià gratia haec integralia ita 


fg In et br Sr - 1 .. . 


atque T. æ et IT. y indicabunt arcus circuli, abscissis seu sinibus æ et y respondentes. Quocirca e erit 
Urt n II. z —II. (VU — ee) + e —e2]) = Const. 


V. Ad constantem determinandam ponatur æ=—=0, et ob I1.0—0, fiet Const. — — II.c sicque erit 


II. c 4- II. = II. (eV (1—cc) + cY (1 —22)); 


unde arcus assignari poterit aequalis summae duorum arcuum quorumcunque. Ac si æ eapiater 
negativum ob IT. (—«)——1I. c,. erit 
i DEM U.c—H.a IH. (c V1 22) — aY (t en), à SA eon 


qua arcus, differentiae duorum arcuum aequalis, definitur. | | 
b. Paloci Op. posthume Y. 1. 58 
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5. Si in formula priori ponatur c — c, . 21]. c —IT.2cV(1— cc). Ac si porro ponatur 


Bude, uw. ait Tel .c,- erit. oh, Pirate hisser | e I een QU 
Lo 3 0.4 03 ‘ 8H.oxll. Geo) ea cn co om 
Posito. autem ultra e 3e— Vet, ento 07 00! 507 cds os 5. 6 un d n tras 


t: kr: 1. (2 4 — co + ey tf — 22 TET HEN sapo Ge or onu 


unde multiplicatio arcuum circalarium est manifesta. 


| De comparatione « arcuum Parebolae. ees 04 07) 
HE Uu en 


6. "Existente (Fig 55.) AB parabolae axe, sumentur abspissae AP in nente. verticis ^ sitque 
parameter parabolae = 2; unde vocata. abscissa quacunque AP =4;, erit applicata Pp— 3 32. „Adeogpe 





arcus 4p — f/dzy( 1-Hzz), quae expressio ut ad nostras. formulas reducatur, - in hanc abit f7 “Lt 
Quare fieri oportet 4=1, B=0 et c=1, unde ut ante habebimus 
' Ketten (un d 
_ | 
DL "à 4 7 ! 8-0, . ET T * e. Voy HP. st ni ul / fut 


Si ergo FL et Pe atque aequatie rlionen À inter et. y exhibens « erit . EET 
Q0—-— cc-- ez a- yy — 2my y (cc A 1), seu y um ect em». e Made 


7. Deinde ob Vp—c et I p=1 1 + y + 86h. facto, A, 1, Bar d he gia ex 
formula XII data 





MEO na) pag (+ 9) US EEE” 
Irre — arm = = Lois — li ER, Xt ^ oit]: s ron 16 


y) — -- 0 


At est 2-À- y — a (1 yt 1 (4 ac 62) + cV + ag) ergo 
(m + y) — 222 (1 ++ Y(t + e€)) - ec + acc (1 TY + co) Y (t (te 
iii cap 79 

Quare formularum istarum integralium differentia erit ' 


Const. — ex (4 + co) — er Vt ao m4) eh éd so ien .E 
8. Indicetur arcus parabolae; ahdoissae chicunque i ; Fespohdens SdzV(1-*-zz) per IT.z, et 


vum) 
nostra aequatio hanc induet formam: 


Gi csipehb send gira elelivaad enmatonil 
II . 2 — HI . (zx V (12-c0) "eV cag) = — II. e— ea (av 1-+-cc) ) a- cV (1-2), 
sive H .ca- Hl. — II . (2V/1--c0 ) -5 «V (£31- afa) — ca al co) + cy (4 --22)). 


Votis. ergo duobus, arcubus quibuscunque, jertius arous assigpari potest, Ami; gu ilormmylefieist 
quantitate geometrice assignabili. Vel que indoles hujus acquatignis. clarius perspiciatur , erit 
m. ca HI. e—I. y — coy 


P . , t ., . | 
ta ts a) (t Cols” 4.44 re $ 4 4 


yzayıl + cc ) a- CV + za): UU 


siquidem faerit ^ : 
9. Cum sit y > æ, sint in Tigur aliscissáé ME — v; AF ey. erit arcus de=I.c 

et argus fj — IH. y df.a; binciesgo habebimms ^: . 5o sinus deos, Benzin emen oa 
Arc. de — Arc.fg — cay, seu Are fy — Are fe egy) M do anita 

existente y — cy (1--ce)-- cV(d -- oo). Ex his igitur sequenti» -problemata circa parabolam 
resolvi poterunt. | be. eee os erts oc ou osi th ae 


ITE 1.8 euro q 0514 
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v „10, Rrokiemap 1, Matn.arcı parsbelae do, in. vertes 4'herminato. a punto quovis fs salium 
abscindere arcum fg, ita ut differentia. hors ‚arpuum !fg-+- 4e geometries assiguari queat... i. 

Solutio. Popatar arcus dati, 4e abscissa AE == e, ‚et abscissa, termino, dato f arcus quaesiti 
fg respondens, 4F — f; abscissa, vero alteri termipo g arcus quaesiti respondens, 4G — g, quae ita 
accipiatur, ut sit g — fV (1-3- ec) se vi + ff; efitque bxistente parabelae parámetro —2, uti 
constanter assumemus: Arc . fg — Arc.. de — efg. 


A puncto autem f quogue retrorsum ‚arcus abscindi potest fv, qui  Superet a arcum 4e quantitate 
algebraica: ob signum radicale V(4 + fh enim ambiguum, cápiatur 

UE COAT ——g SV aeg) — ey(t + ff) 
eritque. Arc. fy — Are. de=efr Q. E. Loo 


ei; 3 chc en 


| 11. Coroll. x. Javentis ergo his duobus punctis g ety, erit quoque. arcuum f3 et fr dif- 
ferentia geometrice assignabilis; 'erit enim — 


y au . I NE MM Arc. fg — Are. fy — «fg — n. 
Aion BEL D nnde - E ra Tum. vero habemus g- paf Vi ea, 
sive V(iee) — 27 T Ze 


2 


7 ; unde eliminanda e ft | ZEE 


qn an Ze HE ww Vf a ge rom Mrs 


Fit ergo p——90-9f-2fYd fh a gg. 

12. Coroll. 2. Dató ergo arcu quocunque fg, existente AF —f et 46=g, a puncto f 
retrorsum arcus fy absciüdi potest, ita ut arcuum f et f y differentia fiat geometrica. Capiatur 
scilicet 4T — yai (4 2f) a- ef voa P) 4-99) eritque ^ 

oo Arg. fg— Arc. fr —9f(gV 1 + fX: -— vu em 
Horum ergo ‘areuum “differéntia evanescere nequit, nisi sit vel f— 0, quo casu fit y — __ 9, vel 
g=f, quo casu uterque arcus fg et fy evanescit. CH Ho uta Han 

13. Coroll. 3. Ut igitur Usflis 4E — e, AF — f, AG — g. differentia arcuum fg et Ae fiat 
geometrice assignabilis scilicet Ärc. fd — Arc . 4e — efg;, gportet sit 

gf Va creo eva e fs | 
sed ex trium quantitatum é, f, g binis datés tertià ít determinatür, ut sp! cio 3009 ne 
vel g — PY me) — eY (4 2 ff), Cep fies eimi 
(vel fc g Y +06) — 8 V (tt gp, 
vel Vedi UAE ! 
15. rom 4. "Cum sit g— -fya 4- ee) - e 4 a- IP), e | 
Y(1 + 99) = ef + yu + ee) (1 m. 


unde colligitur g+ Y (1 + 99) = (e + V1 + ee)) (f + Y (4 +). 
Ergo ut arcus fg superet arcum 46 quantitate algebraica efg, oportet ut sit ^ ' 
od Ut gavY (4 + gg) 


Le TL Me 
van e+YiL-+ ee). 
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' . 15. Coroll, S. Haec ultima formula ideo est notätu digna, quod in ei | quintum ef^ L 
functiones sint a se invicem separatae. Quod si ergo penatur 
1" | e-Vii+-e)=E, f+vV(t+ ff) —F, g+ vi + 9g) = G, 


EE 4 | pri 6-1 
? —- MF ? 1. .3.— 5 











eb SE 


Quare si capiatur = E, erit arcuum differentia 
| Arc. fg — Arc. de= efg = — (E — n (rr— 0 (66 — 0, D Cd (ce — 0) u 
seu Arc .fg — Arc 4e CF — D(66 — 1) (66 — FF) im e ERE — CE TE) CE em, 
16. Problema 2. Dato arcu parabolae quocunque fa, a puncto parabolae dato p alium ab- 
scinderé arcum pq ita, ut differentia horumi duorum arcuum fg et pq fiat geometrice assignabilis. 
Solutio. Pro arcu dato fg ponantur abscissae 4F— f, AG — g; pro arcu autem quaesito pq 
sint abscissae 4P—p, 4( —9q. Jam a vertice parabolae concipiatur arcus de respondens abscissae 
AE — e, eujus defectus ab utroque iHorum arcuum sit geometrice ssignabilie. Ad hoc autem vidi- 
mus (14) requiri, ut sit | 


Bremer Verne eene Ya ce 


Ponamus brevitatis gratia [n a DE 
f+Vu=M=F p+Viü+p)=P . 
gr vi +99=6 — q-Y--4)—0 


oit st, og 
„I 


atque ut problemati satisfiat, necesse est sit t = E Porro autem cum sit ex (15) 
' | fg(66 — FF — PP 
Arc. fg — Arc. 4c nem smiliterque. Arc. pg—Are. man, ü 
erit arcuum determinatorum differentia . un 


um | Arc. pq — Are. fg — MN _ ge m 
ideoque geometrice assignabilis. Q. E.L' ' 


'Q  . Q00—PP 66-FF 











| 06 DIM 
17. Coroll. 1. Cum autem sit 4 — Q5 erit Ip ^ 38) ^ unde: differentia arcuum 
determinatorum prodit a otn | 
— fg) (66 — F. 
mnm 
Est autem f— p g= Lr, q—? 1, » ideoque. ob 0-0 erit 
- |" 68PP — FF 


| gr - 
18. Coroll. 2. Erit ergo | 


_ (PP — 1) (66PP — FF) (FF — 1) (66 — 1) . | 
- pg— ——rmr ^^ À f3 = OMS ideoque 
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PP= FF) (6GPP—-1) : C 
pq — fg = TER D. 
Hinc arcuum differentia prodit 


|... (66 — FF) (PP — EF) (GG PP,— 1) 
Arc. pq — Arc. fs = 8FFGG PP j 


19. Coroll. 8. Ut igitur arcus pq arcui fg. adeo fiat sequalis, esse oportet vel GG—FF—20, 
vel PP — FF—0, vel GGPP—1=0. Primo autem casu arcus fg ideoque et pq evanescit; 
altero casu punctum p in f, ideoque et q ing cadit, arcusque ergo pq non prodit diversus ab 
= VU +99) — 9, 
unde fit p — —9g e&t q—— f. ita ut pq in alterum ramum parabolae cadat, arcuique fg similis 
et aequalis prodeat, 


arcu fg; tertius autem casus dat p seu p + V (1 4- pp) = 


20. Coroll. 4. Hinc ergo sequitur, in parabola non exhiberi posse duos arcus dissimiles, qui 
sint inter se aequales. Interim proposito quocunque arcu fg, infinitis modis alius abscindi potest 
pq. “qui illum quantitate algebraica superet, vel ab eo deficiat. Superabit scilicet, si fuerit P — F, 
seu AP > AF; deficiet autem, si P — F, seu AP < AF: v 


21. Problema 8. Dato ‚parabolae arcu. quocunque fg, a ‘dato puncto p alium arcum abscin- 
dere pr, qui duplum arcus fg superet quantitate geometrice assignabili. 

Solutio. Positis ut ante abscissis AF=f, AG=g, AP=p, AQ=g, sit AR = r' deno- 
tentque litterae majusculae F, G, P, Q, R istas functiones f+- Vi + ff), g+ Vi + gg) etc. 


minuscularum cognominum. Primum igitur si statuatur 2 = = » erit 


= GG — 
;Are.pq — Arc. fg = — (= fs) (66 — FF). Dies FF) 


Simili autem modo si statqatar $7 I eit — 


Arc. qr — Are. fg = EWR, 
Addantur ergo invicem hae duae aequationes, erit 
—2 _ 
, , Arc. pr Are, fg = IHM G6 FM, 








0m . «c. R__66 — 
Ut jam ex calculo eliminentur litterae q et Q, erit primo p = pg) tum vero est q — nn, 
seu q= et ob P= et re E erit 
(FF--66)(GGPP FF) j 
PET .$FF6GP , 
. | (FF + 66) (66 PP — FF): 2 (FF — 1) (66 — 1 
ideoque pq gr pp o EN. 


Sumto ergo = arcus pr superabit duplum arcus fg quantitate algebraica. Q. E. I. 


22. Coroll. E. Punctum igitur p ita assumi poterit, ut excessus arcus pr supra duplum 
arcum 2/g sit datae magnitudinis; definietur enim P per aequationem algebraicam, ope extractionis - 
radicis quadratae tantum. 
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23. Coroll. 9. Fieri igitur: poterit, : ut‘ arone pr. praecise sit duplusarcus dati fg, quod 

evenit si P definiatur ex hac aequatione | , u 
2 (FF — 1) (66 — 1) FF6GPP 

(GG PP En = one 


eui c. 6GPP — FFGG HA AVR A) A) — 5:4. uL ey 
unde elieitur , ..... FF => + G ' ‘ ou. -- y . 


4 rà CI NE "un __L i4 5.2, 





GP — Yi(FFa-1) (66 -- »n--Y1(FF— 1) (66 ET) 
4. FT = VF 66) \ 


in , . « T . . "I 
g qon META . A . 
N 


24. Coroïl. 3. Haec autem determinatio arcus dügli pr maxime fit obvia, si arcus datus fg 
in vertice 4 incipfat; tum enim ob: F=1 fit GP — F, seu Pi vit + 39 - — g:  Oblinetur 


ergo p— —g et R — G, ideoque r — g. Hoc scilicet casu arcus pr in parabola ai verticem À 
utrinque aequaliter extendetur, sleque rhanifésto fit duplus arcus propositi. 


25. Coroll. 4. Fieri quoque potest, ut arcus pr in ipso puncto j terminetar, sicque m 
arcus, simplus fg et duplus pr; evadant contigni. ‚Hoc nempe . evenit, si P= G, quo casn aec 
habetur aequatio 
oot sc 3 gt PO aPc Pe-2PGu Km 058 ed ' Gau ds 
quae per FF 66 | divisa praebet a re MEM 


è 

» 
A . 1 L 
hs fa M . 5 te 29 oo. 


Fi 2FFG'a- 2FFGG— 0. 4 ep ER 


unde elicitur ^ | | | EM | 
FF— GG (e —1)+ GG vie *.— Gi 1) ideoque ' F— G y (0  — 1 + yG*— G+ 1)) 
e R—$. geu R— mel 5 eter 1, 


e . . 
26. Coroll. 5. Quantitas ergo G, seu parabolae punctum 9 pro lubitu "assumi licet, in quo 
duo arcus terminabuntur, quorom älter alterius exacte esit -dupius; Cum autem sumto g affirmativo, 
ideoque G > 1, prodeat F — G, punctum f a vertice magis . erit ‚remotum qua m pupctum, g; tup 
vero reperitur 


r BR N i — (66 — 4) Van See ELLE 





2R 26 
cujus valor eum et negatives, punctum r in alterum  parabelae ramum incidit.; "Afcis ergo ita erunt 
dispositi, ut babet figura 56, eritque . | a 


| , Árcus gr =2Are. f. B 


FR 


27. Coroll. 6. Sit g valde parvum, erit G —1 + g+ 399: ND G —1 + 29+ 295 
G=1 + 39+ 399, 1 + #9 4-899 et Gi i + 8g 4- 3293, de 


ale + DIE Eu 3 Cong, nn 

ua. 8 72020 D ... 

ergo f= — Mg; porro R—1—5g4- 299. unde rg Quare (Fig. 56) si 4g 9 
. valde parvum, erit proxime AF=hAG et 4H — 5 AG, ita ut sit quoque GR — 2GF.. 


bl 
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28. Sehollon. Antequam ad ulteriorem arcuum parabolicorum mullipliestionem progredäamur, 
etiamsi ea ex formulis datis non, difficulter erui queat, tamen _expediet differentiam algebraicam 
arcuum parabolicorum commodius exprimere. Cum igitur (Fig. 55) positis abscissis 4E —e, AF=f, 
AG==g invenerimus (13) Arc.4g — Arc. 4f — Arc. de=efg, existente e—g V (is ff) —F v 4 +99), 
videndum est, num quantitis éfg non possit transformari' Ín- fernà : meinbra, quae sint singula func- 
tiones certae ipsarum e, f'et g, ita ut sit efg — funct.g—+funct T— funere; Sic enim quaelibet 
harum functionum cum arcu cognomine | comparari posset. ‚Cum. autem sit 


efg —fgg V (4 - fF) — fg V (1-99). et Y +40) VA +) ee fige iu ue 
erit eY (1 4- ee) = g Y (1 2-9) + 2/fgV (4 + 99) — f Y (4. HT) —- 2f99 Y (1 +), | Bincque 
fgg V A +) — fg V (4 +99) = eg 9 Y (099) — S CV P) Seven), 
quae est expressio talis qualis -desidératur:. -Quáre si istas abscistärum’e, f, g functiones brevitatis 
gratia ponaÿus SAY (Ese) €, VUN et EP LC -i- 9g) = ©; habebimus : :: : | 
| Arc. 4g —- Arc: Af. —- Arc: dé Hi d= Arc.fg = Arc.de. 
Si porro hae functiones cum illis, quibus ante usi sumus, comparemus, scilicet u MEILEN 


e+- Y (1 OEM PERS 9 Y (14-9) — G. 


erit | pe vn = F+3. . . dt D ' , Je 5 


SEE BFF ? 866 
ap . . ! 4 0 | 2:107 (a E 


jM 


et ex natura horum arcüain est S. $ E. 'Si jam simili modo pro: arcu pq procedamus, et ex abscissis 


yup Qi qd fornittios fwnettenes : s :, : MEL / 
pr es npe P IR creme u 
q-Y( + ) — 0 Y 1 + =D, 
ni. IN d ov UA i \ — MUR ze) Ant 31 ( r 99) i 20 $$. ou nude 
erit simili modo Arc. pq — Are. Aer he, existente — — E. Hinc si illa pe ab hac 
subtrahatur, remanebit Arc. pq — Are. f —- @— - P)- — (G— -p. si modo fuerit 7, =. 
atio LE LORS Cie LE 1 49 „of «1 « 6 pn^ QUI hus P, , "E 


, 29. Problema 4. Dato arcu parabolae quocunque fi, abseindere arcum sium Pt; qui ad, 


u). Bill, ul Oo EE 
arcum fs sit in data lone n: 1. 


Solutio. Positis abscissis AF— — fi A6Zg, capiantur plures al abscissae AP p, dQ—a. ARE, 
4$ —+ eus. d 4:62, qu fonbepturgailiinae funetipnes, litteris: méuséuks Gum! Íatinis 
tum germanicis cognominibus denotandae, scilicet rt | 

Fe va +D= F, «. csv 3-99) = 6 (77 py (1 2- pp) = P etc. 
EC f)-—8, . 33 Y (1:799) — 9 e AY RE ED UE: ni... 


ne prime udis AO UN. 
Arc. pq — Arc. fy- (à — —P) — (6—&). 
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Deinde sit 5 ==, su Pn er 


Arc. qr — Arc. fg = (R — 0) — (8— 8) 
qua aequatione ad priorem addita fit 
| Arc.pr—2Arc. fy (&—9 20-8) 


^ Arc. rs — Arcfg = (68) — (8— -8. 
qua iterum sd praecedentem /adjeétà obtinébitar °' ‘  ! or. 
| Arc.ps—3Àre.fg—(6 —35 --8(89—8) : :: 


Simili modo si ulterius pasatur += seu Lum RS erit E v - 


| Arc. pi bArc. fs — &.—9)— «9-8. 
Unde perspicitar, si z sit ultimum punctum arcus p: qui quaeritur, et posita AZ=2 fit 
Z=z+-Yl+zz) .e Br V(t Hz), , 
poni debere — = fumque fore 0. 
040 Are.pze—nAtc.fg (3994) —2(8—W. 5: 

Nunc ut sit Árc. pz — n Arc. fg, reddi pre STE OT At est 

PA, 6  — 1 rl 
rn, 3-52’ Ir SPP. ? Te et D agp" | | 
Verum ob Z — ur erit Sn Quibus valeribus sübstitutis sbquens acquiretur aequatio 
resolvenda 


- 





| mr. pl pi 4 (66 — FF) (1 + FREE) 
, PFPnginpp ^ jpp + FFGG 
sive = GE — —F" pii (p F2") — aprire -P)(P@+1)PP, 
| | uo A _ ara F6 ri) PM E 
sen PE FIG (e? — ri^) NL 


Quocunque ergo assumto multiplicationis indice n, sive numero integro, sive fracto, ex bac aequatione 
seinper definiri potest P, unde arcus quaesiti pz alter terminus p innotescit. Quo invento: pro altero 


termino z erit Z = T sicque obtinebitur arcus pz, ut sit pz— n. fe. Q. E. I. 


20, Coro. X, Si loco .P quaerere velimus £, im ultima sequlon. substitoi operta 77 


prodibitque | 
gi, "PNG Fhgeepzz c 
ind pPerem— Hh 7C Bu 
ubi litterae F et. G paritet ati‘? et Z sunt inter se commutatae. 


31. Coroll. 2. Cum G?^— F?" dividi queat per G*— F*, pro variis valoribus ipsius m, for- 
mulae inventae ita se habebunt _ 
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net, pO or ES et z-*%, 

in=4, -— P= — an Lat x E =", 

den, en à sen 

en ee 
| | m etc. | m eic. 


32. Coroll. 8. Ex.solutione ceterum apparet pari modo pro arcu. dato quocunque fg inveniri 
posse alium pz, qui illum arcum A vicibus sumtum data quantitate superet, vel ab eo deficiat; ut 
enim sit Arc. pz — n Arc.fg — — D, resolvi oportebit hanc aequationem 3 — 9? = — 8) + D, 
quae non babet plus difficultatis, quam si esset D — 0. 

33. Scholion. Haec quidem, quae de circulo et parabola hic protuli, jam dudum satis sunt 
cognita, et quia utriusque rectificatio quasi in potestate est, (quae enim vel a quadratura circuli vel 
& logarithmis pendent, in ordinem quantitatum algebraicarum propemodum recipiuntur) nulli omnino 
difficultati sunt subjecta: ea tamen nihilominus aliquanto uberius hic exponere visum est, quod ex 
methodo prorsus singulari consequuntur. Quod autem imprimis notatu dignum est, haec methodus 
ad .comparationem aliarum quoque curvarum manuducit, quarum rectificatio per calculum solitum 
nullo modo expediri potest; ita ut ex eodem quasi fonte plurimae eximiae affectiones tam cognitae quam - 
incognitae hauriri queant, ex quo Analysi non contemnenda incrementa accedere censeri debebunt. 


Sectio secunda 
continens evolutionem hujus aequationis: 
0 — a -4- y (em -- yy) + 2öday + Coyy. 
I. 


Extrahatur ex hac aequatione sigillatim radix utriusque quantitatis variabilis © et y, ac reperietur 
_ — 8n -+-Y (8822 — (a - 322) (y + te) | 


4 + teo 
» — = tv Y(6yy — (0-79) 0-09) 
y + yy 


Ponatur brevitatis gratia —ay = 4p, 00 — yy — ab — Cp et — yt — Ep, eritque 
yy + dx -+-Laxy — V(4+ Cox + Ex) p 
ya + dy + Cayy = — V (4 + Cyy + Ey") p. 


Si igitur coëfficientes 4, C, E fuerint dati, ex iis litterarum graecarum valores facile defi- 
Diuntur. Erit enim 


az, = et = V(yy + Cp +) 
. LL Euleti Op. posthume T. I. 59 
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Valores ergo y et p arbitrio. nostro relinquuntur, ‘aiqué âlterom quidem sine ull reskrigtione ad 
lubitum determinare licet. Ponatur ergo yy — 4 et p— ec, fietque 
o=— uva, y=VA, = VUA 4 Cor Ec) et =" 
et aequatio canonica hanc induet formam UT NS 
0 des d (ener) Beg Yd Ce Ei) 4 cm 
| ^H ^|. U 
Antequam autem his litteris majusculis utamur, differentiemus ipsam aequationem propositam 
d Nt. te do (re dr Dey) rar (yy Bo + Lour) 2-0, 


de NE --dy ' 
yc 32--txoy — j1a--6g + toy 


Substitnendo ergo loco horum denominatorum valores surdes primo taventos, | habebimus per V) 
multiplicando | 


dose abit in hanc | 


da _ dy 
V(4--Cxm-- En) — V(4-- Oy + Ey!) 
; | IV. | | 
Proposita ergo hac aequatione differentiali 


de 


| VA + Ce + Est) — TEE | 
| ejus aequatio integralis erit | | 

Uc | 0 — — ec + 4 (x -i- yy) + Say V (4 + Cec + Ec*) À — Eccææyry, 
quae cum constantem novam c ab arbitrio nostro pendentem involvat, erit adeo integralis completa. 
Inde autem oritur 


y -—— rar Coe Re? Y (A+ Omar Er )A 


'A — Ectczx 
ubi quidem signa radicalium pto dubitt mutre: licet. 
| V. | 
Cum igitur posita nostra aequatione canonica sit . . , 


FES — fazer = ont 
ponamus ad alias integrationes e eruendas 


erit ergo loco radicalium. valores praecedente. ride 


ex dx + yy dy dv 
3y -- 92 -- Cao y phy iow — yp 


hingque perto, : ,; . |.  -. Do. D 
sede (ve dy + Lem) + yydy (yy + da + teen) 


v (r9 (e e yy) + (yy + 8 ey me Coh + y Cay {ce + yr 20 Lan yy). 
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VW 
t... Ponamus! ad banc aeustionem, concinniérem reddendum zx --yyr. et ay u, ut sit 


0= 4- ytt 2 2du + Fun, 
et aequatio noire differentialis erit 


IK dae dy). + du (cda a ydy) + fuu («de ray) = = 
dr dur rein Biggi.” I 


At est dia -9- ydy tdi; et db re Zum, erit a*da -- y'dy — fdt-- udu. Pbrfo 
aequatio canonica differentiata dat 


pt Msc Eu = 0, ideoque PR 


unde fit zdz + ydy = — 3 du —5 uds et de + dy nd * uda — udu.. 
His igitur valoribus substitutis obtinebimus MEL | 


JJ 


u E (— de tità — pu — _ ® Su in = | 2 UC —-' ie 
fonce orc ID ert BI Fr 


quae sponte abit i ctum dta ut sit / — zem, seu F— Zei 


* 
"ut =." ^ & A 1. 
4 


vu 
Sa di + + 0 








. Facto ergo pes erit 


il 


he fot tn - -7 oa 
siquidem faerit 0 — — Acc + 4 (a + yy) + Say V (4 + Coe + Ec!) 4 — Eccuuyy; a seu 
— la Con + Ea?) A — 0 YA Co Br) 4 
A — Eocan 


VIII. 
Quo nunc rem generalins complectamur, ponamus DEL 


i uu LE. I - * t rt 


a NN 
Mug —. 


LX Pelr rie ré ev s Ber ker. 
7; (3t -i- (yy + 88) ur yCttu + PöLun -- LE"), 


posito: ut ante a yy —iH et ‚Sy. Erit ergo ax —yy — y ('— wy), unde : 


sid 
VE VE) a PT 
seu e=zVli+20) +5 3. 6-29 et pma VE Du) — 3 V(E— 29). 
Quare differentiando habebitur | 0 
eet n da aa ee 77 ee, TASER it 
uvas uus s Sort Wat PV a 50) . 2yw (tt 4^ 99 7o. 99»Y (8 3s) goss eo A C aif 
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AX. 
Porro vero est ya--Iy-+-Layy — (1i s{ (y +0) + 359 Vt (tr — Uu) y a—8), 
unde colligitur de (yo + dy + Loyy) = 
4; (7 + + Cu) (—È— tu) +7 zy — 2 — Lu) (7 —2— Lu) sn 
—% de (y — à — £u) (y ++ Lu) — mo + + Eu) (y ++ Ve 








, Seu Ä dz (ya + By + Le) = an (708 2 vou + (yy + 00) ur Dis + LCu*), 


et quia. dy (yy 4- e -+- Lazy) = — de (yo + Óy + Layy), erit 
dV dla” —y") —Yp p(a^—yy"). 
wen PET Ne 
X. 
Ut haec formula evadat integrabilis, oportet pro n scribi aumerum parem, ut etiam usus de 
formae plerumque exigit. Quare 


s n—=0, erit x9?—y*—0.............. eco n c 5 V— Const. 
n = 2 g!— y?—= Y(t— ku) n EE ya 
= 4 gg 4 VE — vua). ect t n .... =? fudu 
| n=6 d—y = (tm) V(— m)... ER y = TL f(— ven) de 
n—=8 g* Lys (f — Quas) V(i— hm) . ...... ==? f(6 — 3um) de 
etc." X ete. : MEE | | 2 
7o 7X. 
C . — 6 — Lou — tus . 
um vero sit ————, — ^? ertt 
fudu en Pw tw 
7013 7 89 


f (— u) du —— RR a+ + at + Sus. 
7" n $7 


Ex his introductis litteris majusculis #, €, E una cum constanti arbitraria €, aequatio in fine art. VII 
data satisfaciet huic aequationi integrali : 


de (8 -+- Goo + Ent) dr Gr + Gy) — Gray 4-t- OH Be. — 
Jar — VAE Ga +) Const. ya Ya va Ce ec yen, 


Unde sequentes curvarum comparationes adipiseimur. . 





Comparatio arcuum Ellipeis. 
1. Expressio simplicissima ad hoc genus pertinens est utique curva lemniscata, sed quia com- 
paralionem arcuum ejus jam aatis prejixe sum persecutus, hie statim ab ellipsi incipiam. Sit igitur 
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(Fig. 57) 4CB quadrans ellipticus, cujus alter semiaxis CA — 1, alter CB — k. Eritque posita 
abscissa quacunque CP —:z, arcus ei respondens Bp — [dz yı-taya, Sit brevitatis gratia 


1 — kk — n, ita ut Va denotet distantiam foci a centro €, hineque fiet Arc. ul CN 


—. 9. Reddatur formulae hujus numerator rationalis, ut prodeat 


LL ds (1 — nes) 
Arc : Bp = [Ta Zw iyu ns 


ad quam formam ut formulae superiores reducantur, poni oportet /— 1, C — —n— 1, E=n, 
YA, G:—--—n, S— 0; quo facto habebimus pro differentia duorum arcuum ellipticorum 


[de VIE — [ay VIE — Const. + ncay 





siquidem abscissa y ex abscissa & ita determinetur , ut sit 


eva — 22) (A — nez) —2VG —e) (An), 
y-— 1 no 


iv 0=—co+-ze--yy+2ayVvV(i—cc) (1 — NCC) — ncczuyY. 


3. -Denotet IT.z arcum .ellipsis abseissae £ respondentem, ac nostra aequatio inventa. hanc 


induet formam 
Il.2—1Il.y— Const. --ncay, 


posito autem 2 — 0, fit y — c, unde Const, — — IT.c. Ergo 
| Il .c.-- ]I. 2 — Hl. y — nea... 
Sin autem samto (1 — ec) (1 — n ec) negativo, ut sit: 


— :eY (1 —2x) (1 — 22) + 2 Y (1 —0e) (1 —noc) 
7 — 4 — noczx 


ft T,y—D.ce—I.o=—ncy, sive Il.6 — (Il. — IT.) — nemy, ut ante. 

4. Ternae autem quantitates c, c, y ita a se invicem pendent, ut habita signorum ratione inter 
se permutari possint; si enim ad abbreviandum ponatur 

Y (1 — cc) (1 —nec) — €, Y(1—2z) (1—nzzc) — X, Y (1t —»y) (1 —5»») — Y. 


eXY--20— yc—eY | — HIT, 
mq —= 
1— noce” 4 —noyy? —1 now” 











erit ! y — 


ex quibus per combinationem eliciuntur sequentes formulae 


yy —er—c(yX-- vY) aX a- y Y — (necay + C) (y X-- o Y), 

Jy — ce— v (yC a- cY) cC —2X-—(nezyy — Y) (1€ —ceX), 

es —cc-—y(ce6-——eX) - eC -- y Y — (nean y + X) (yC -- cY) 
ac denique | . 


QryC-— cm-ryy—ce—necezyy 
2ey X— cc + yy —a2— nceaxoyy 
— 9ccY — ec + aom— yy — necocayy. 


"#10 '  L. EULERI OPERA POSTHUMA. . : Analysis. 
'" :8; Próblema X. Dato arcu “elliptico Be in vertice B terminato; äbscindere a quovis puncto 
‘dato f' hlium arcum fg, ut eorum differentia fg — Be geometrice assignari queit. 

, Solutié. Sint ahscissae dates CE:=e, CF==f et quaesita Cg zx.9y :erit, Agc. Be — Il.e et 
Arc.fg — 1I.g — Il.f; ut igitur arcuum fg et Be differentia fiat geometrica,. necesse est, ut sit 
: I.e — (1.9 — IT.f) = quantitati algebraicae, Hoc autem, ut vidimus, evenit si 
Y T oo: .I9= nel 


Quodsi; : ago abseissne GG rg hic: tribuätur valor, erit hne dre fn nefg, posko seilicet 
. €4 —1 et CB—k, atque n —1— Me Q. E. 1. 


V. 
€ 


' (Y + n/d ce d ee) ° 


E 
6. Coroll. 1. Poterit etiam a puncto dato f versus B achedendo ejusmodi arcus fy abseindi, 
ut differentia Be— fy fiat algebraica. Posita enim abscissa CT = y capiatur 


| [Y —e) (à — nes) —Yà—m a wn - 
= 1—nef 


me Arc. Be = Arc .fy — nef}. ‘ 


TU Gron. 2. Bft ergo quóque arcuum fy et fg differentia geonietrice ssslgnabills; habe- 
bitur enim Arc. fy — Arc.fg = nef (g — rn), Est autem 


ums . . 1 


r -y= Le VA D Am) 





€ ay ——— 0o coc TE "T CN 
sive cum sit 2fg y (1 — ee) (£ — neey — ff.) yg — ve — neeffgg et 
| +2 Y (1 — ee) (1 ne) = far yy — èe —neeffyy; : erit t. 
ee — m e g—y y — P) (i nf) 79) (1 — nfrs) 
. atque * Arc fy — Arc fg = anf (fF — $9) V (4 FF) (tn). 


st, dk Coroll 3, Gum sit 
eaae n ie, 


nef 
.t VIC * I d |o Lt. j m. , . ' ,—- ! 
. | Ya - a —  efYÀ nd (d Caf ' 
erit vu LR doin 
— Y «9 — 9f — — wfY —e) (1 — f) 
et ya — ngg) —— —Mumwf 7 
; 001 0146540 97$. eYd-ee—an--ra—faese c 
hincque SQ J, VUE g9) — 7 A14—0—f—+nef es 4e Va Loti mu 
(oc s Vin VA (b—8e) 1 — P) 4 — rj d — mar 
| (gg) — 1 —e — f[-i- neeff 


gY(1—ngg — e(1—2nfF-1- nf!) Y 4 — eo) (1 — noe + f (LL- nen) Y (à — ff) (1 — nf) 


VA — 90) de nem Ann 





— — ef One f) — HdR) + AE 00 7) Y (5 — 00) (À — 29) (5 — f) (A — Mf 
y (1—g9) (1—ngg) = tt et o D d emer) ine Yd e d sena a sn 








De comparakone atcuum. curvárum. srrechheabilium. 4n 


.Hojasnsedi' auiem : forme inventunter, ‘si: sisspliciores in verso quoque ptas alé. erit; .; :.. 


ul TE Eu "ria 0 s do 
DER dm Ly 


Arn sd coe LM), oos C uon 3 


1 
9. 





4 —oe—f--nef 
1 — Yd 7n) nn ce) n | 
tgo. BA Sn?” ns o; cime o0 s s tUa s? 


9. Coroll. 4. Has formulas ideo evolvere visum est, ut si fieri. post, ex iis ejusmodi pee 
latio inter e, f; g-determi&aretur, ut functio quaepiam ipiius j fieret aequalis producto ex functio- 
pibus similibus ipsarum e et f. Verum hujusmodi expressio, qualis pro parabola est reperta, . hie 
pro ellipsi non tam facile eruf posse videtur. Simphciores autem liarum formularum combinationes dant 


V(1 — 99) + ef V (1 — ngg) = Y (1 — ee) (1 — ff) u | 

V(1 — ngg) + nef V (1 2 gg) = Y (4 — nee) (1 — nf). one CE 

10. Coroll. 5 Ut igitur sit Arc. Be — Arc.f'3 — nefg, rélatio inter abscissas € e, f g ita 
debet esse comparata, ut sit 


— 





- e -na N + fV (A — e) (à un) 
vel gu —e) a- ner) — Y (4 — 99) (1 — 09). 
4 —^659g 
vel .e_ 214—100 A af) — Y —an d — mp9) 
1—^//gg ' | 
11. Coroll. 6. Si punctum g statuatur in vertice 4, erit g — re f =: _“ a qui est 


easus a Com. Fagnani datus. Nunc igitar hoc problema de duobus arcubus ilipseos, quorum 
differentia sit geometrice assignabilis, multo generalius est solutum, cum dato arcu ’Be,' alter ter- 
minus arcus quaesiti ubi ;libuerit, :ancipi .queat. -d " | 

12. Coroll. 7. Efhci aufem omnina mequit, ut horum arcuum differentia evanescat; ita ut 
duo arcus dissimiles ellipsis inter se aequales exhiberi queant; ut enim hoc eveniret, vel e, vel f, 
vel g evanescere deberet, unde vel arcus ‚evanescentes vel similes prodituri essent. 


13, Problema 2. Dato ellipsis arcu quocunque fa, a puncto quovis dato p alium areum pq 
abscindere, ita ut horum duorum arcuum differentia sit geometrice assignabilis. 

Solutio, Positis abscissis pro arcu dato CF—f, CG — g, et pro quaesito CP — p et CQ— 4, 
quarum quidem altera, vel p vel q, pro lubitu assumi poterit. In subsidium nunc vocetur arcus Be 
abscissae CE — e respondens, qui per problema 1 ita sit comparatus, ut fiat 


Arc. Be — Arc.fg — nefg et Arc. Be — Arc. pq = nepq. 
Hoc autem ut eveniat, necesse est ut sit 


gY à —fn nf) —1V( — 99) (1 — ngg) 
1 —/9g 


_ 4 — pp) (1 — pp) — p Y (1 — qq) (1 — nao) 
pariterque em — — — ap ^  — ^ 


e-— 
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His igitur duobus valoribes inter se aequatis determinabitur q per f, ÿ et p, uti probléma exigit; 
et quia abscissa e est cognita, erit : 
Arc.fg — Atc. pq = ne (pq — f9). 
Sicque differentia arcuum fg et pq est geometrica, et arcus quaesiti pq alter terminus ab arbitrio 
nostro pendet. Q. E. I. 
ih. Corol L Datis ergo punctis f, g et p, quartum punctum 4; seu ejus abscissa 00—4 
ex hac aequatione debet definiri 


DV — D A — m0) — LV (A — 90) (4 — nos) — epp) — np) —»Y(4 — 98) d sn), 
1— 1/01 1— npp qq 


vel, quia haec formula Don parum est complicata, quantitas. e ex hujusmodi aequationibus -simplicio- 
ribus eliminari poterit | 

. V(1—ee) — fg Y (1 —nee) = Y (1 —ff) (1—99) et V (1 —e) 9 Y (An) = = Y (1 —pp) (1—49) 
V (t —nec) —nfg V (1 — ec) — V (1—nÍf)(1—ng9) et V (1—nec)—npqV (1—ee)=V (1—npp)(1—nq9); 


unde elicitur 


Y (1—ff) (1—399) — pa V (14 —niT) (1 —ngg) = Y (1 —pp) (1 _) — fgY 1 —npp) (1—n49), 
vel etiam 


Y (1 —nff) (1 —n9g) — npa V (1 —ff) (1—99) = V(1—npp) (1—n49) — fg V(1—pp) (1—«9). 
15. Coroll. 2. Ut ambo hi arcus fg et pq fiant inter se aequales, oportet.sit pq — fg. 
Ponatur pp + qq — t, et ambae postremae aequationes dabunt 
. Ya — f) (1—39) —fg Y (t — ^ff) (1—n99) —Y(t —it-- gg) — fg (1 — nti nnffgg) 
Y (1 — ^ff) (1 —n9g) — nfgV (1 — ff) (1 — 99) = Y (1 —nt-naffgg) — nf3 V (1 — + fgg), 
quarum haec per fg multiplicata ad illam addatur, ut prodeat 
(1 — nffgg) V(1 — ff) (1 — 99) = (1 ng) V(1 —t+ ff59), - 
seu u 1— ff—gg tt fgg, ideoque =f+9= = pp -t- qq. Unde sequitar arcum pq 
similem et aequalem futurum esse arcui fg. 
16. Problema 3. Dato arcu ellipsis quocunque fg, abscindere a dato puncto p alium arcum pq, 
qui deficiat a duplo illius arcus fg quantitate algebraica, seu ut sit 2 Arc.fg—Arc.pqr—lineae rectae. 
Solutio. Sint abscissae ut ante CE=e, CF—f, CG=g, CP=p, CQ—4 et CR—r; ubi Be 
est arcus:a vertice B abscissus, ab arcu fg dato geometrice discrepans; a quo etiam arcus pq et gr 
‚discrepent quantitatibus geometrice assignabilibus. Erit ergo 


Looe— gY4—nü-^n-— [Y — 90) (A — nan), 


1 —^//9g 
T — QY (4 — pp) (1 — npp) —pY (1 — qq Ang), 
j 4 —npp9q 
— rYa- e) — 799) —4Y (4 — 7) (La) 


Hinc si primum definiatur abscissa e, ex eaque porro abscissae q et r, erit 
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| Are.fg — Arcipq = ne (pq — f9) 
Arc. fg roe me (ar — Fg), | 4 
quibus aequationibus additis habebitur | 
| 9 Arc.fg — Arc.pgr = ne (pq + qr — fa). Q. E. I. 
17. Coroll. 1. Quoniam dato arcu fg etiam -areus Be datur, spectemus e tanquam quan- 


titatem cognitam, eritque | TE 


200g p-— 4 —ne6gq 
_ IV (4 — e) (1 — nec) + eY 4 —a0) Ü-ngg) : 
3 4 — nee qe od 
unde fit, p+r= tan, | | 
n eeqq 


18. Coroll. 9. Differentia ergo arcuum 2f g et pqr hoc modo determinatorum erit 


- — des 
2 Arc. fg — Arc qr = Qne (en: em fg). 


Üt ergo arcus pgr exacte aequalis fiat duplo arcus ‘fg. oportet esse - 
fs — zéro 


4 —neeqq 


fa. 
unde definitur qq = dex Vu de 


bincque porro inveniuntur p et r. 

19. Coroll. 3. Relatio autem abscissarum e, f, g hac aequatione exprimitur 

ff gg = ee + neeffgg + 2fg Y (14 — ee) (1 — nee); | 

unde facillime duo arcus in ellipsi, quorum alter alterius sit duplus, hoc modo determinabuntuz : 
Sumta pro lubitu abscissa e, capiatur quoque pro lubitu valor producti fg, ex hinc reperietur summa 
quadratorum ff-- gg, unde utraque abscissa f' et g seorsim reperietur. Inde vero porro colligitur 
abscissa q, ex eaque denique abscissae p et r, ut arcus pgr fiat duplus arcus fg. 

20. Coroll. 4. Nihilo amen minus arcus fg pro arbitrio assumi potest, nec non alter ter- 


, 


minus arcus quaesiti vel p vel r, ex quo deinceps definiri poterit alter terminus, ut arcus pqr fiat 
duplo major quam arcus fg. Sed haee operatio multo fit molesHor, et calculum requirit, prolixiorem. 

21. Coroll. 5. Si priore operatione utamur, qua quantitatibus e et: fg. arbitrarios valoreg 
tribuimus, cavendum est, ne inde valor ipsius g prodeat unitate major, seu eo > CA, sic enim 





perveniretur ad imaginaria. "Ut autem prodeat ' q «t ' capi debet T. 3 < Vi 
fg - Vic, fit g=1, fov — e q—1; hincque E et p=r— | 
. Hoc ergo casu arcus fy in À terminatur, et arcus par utrinque circa ‚4 aequaliter protenditur, wi 


; at si capiatur. 
E - eei | 














est obvium. 


22, Exemplum. Ponamus n=< et u » ut semiaxis conjugatus ellipsis prodest CB — vi; 


altero existente C4—=1. Quia nunc esse debet fg < V3: statuatur fg — S PV. = m ac repe- 
rietur f — Jj y—25, ium vero q— Y porro autem elicitur PH et r— p, 
unde fit pr et r= 327, Hic casus Fig. 58 repraesentatur; ubi arcus fg termimus e 


L. Foleri Op. posthume T. I. 60 
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g fere in verticem 4 cadit, punctum vero ultra f versus D reperitur, at punctum r capi debet in 
ellipsis parte inferiori; ita, . ut. arcus pfyAr alteram arcum fg, cujus ille est duplus, totum in se 
complectatur. 


23. Scholion. Si libuerit alia hujusmodi exempla expedire, in quibus radicalia non inter se 
impliceutur, casus prodibunt simplicissimi ponendo. f — e, unde prodit 





qe 
g—(—aV 


wl ita ut esse oporteat 2ee < 1 + ne, seu ee > UN, alioquin 





tum vero reperitur qq = 


loca p, q, r fuerint imaginaria. Hinc itaque pro terminis arcus quaesiti pqr elicitur 


rp T. nee) (1 + ne‘) 





FPE vu — ee -1- me) — nee + ne^) 


eritque ut desideratur Arc. pgr — 2Arc.fg. Si ponamus semiaxem conjugatum 


Q (1— cé) . EE __—3+4e…, 
_CB=k= — 7-94 ? ut st n—1 HR 


pleraeque irrationalitates evanescunt, fiet enim 


pr De (1 — Dec) ^. Se(1—3e* 
f=e, g—i(— d 9 rare 
_ IeY@- —8e + 2e-- 866) 
aique = 4 — 3 + 46° 
r—p= 3e(1— e) Y (1 —166), 


| 4 — 366 +40 
Debet ergo sumi hee — 1, ne loca per fiant imaginaria. Imprimis autem notari meretur casus, 
quem in problemate sequente evolvam. m 

2%. Probbema 4. In quadrante elliptico ACB abscindere arcum f. 9 qui sit semissis totius 
árcus quadrantis Bfgd. s | 05. 


Solutio. Cum. arcus f. g duplum esse debeat ipse quadrans B4, quantitates problematis ita 
debent defini a Le pin B, et, punctum r in A cadat. Erit ergo p — 0 et r — 1, unde fit 








- — seu 1 — 20e +- ne* — , ideoque ee LY 9, Cum autem 
E _1— k | 4 
posito CB — k sit nz-1— m erit. ee — ,—. = — sicque habebimus e — q — VH Tun 


véro quia esse oportet 2/9 — pq + qr, erit 


E asd 


if mg atque ff + gg — ee + quc ey — e) (1 — nee), 


sive f$ „sr, ergo ob af HR, 6 fiet 
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52-342 AY (1 +) 5-- 3k —AY (A -- b 
(f -- g} = on et g—fr = ergo 
_ Y5 + 3k— V(9 + 14-9) _ ^34 YO -- 1E 08). 
f—V 843-8k — + s=V" 8--8Àk — 


sicque puncta f et g determinantur, ut arcus fg sit semissis quadrantis 4B. Q. E. I. 


25. Coro. 1. Quo hae formulae simpliciores evadant, ponatur semiaxis conjugatus 


1—4m d -—k 
eritque | f— orent et g—cG— Vit mtem, - 
26. Coroll. 2. Vel in subsidium vocetur angulus quidem g, cujus sinus sit Erd, 


4Ya d a 5 +34 y5:-3* 


seu sin  — — » eritque CF —f' — sin ip 14 4k et CG — g — cos ig 44- 4k 








27. Coroll. 3. Si sit k — 1, quo casu ellipsis abit in circulum, erit sin — V4, ideoque 
p—#5°, et ob yi =1, erit CF — f — sin 224° et CG — g — cos 224* — sin 674°, ita ut 
arcus fg prodeat #5°, qui utique est semissis quadrantis. 





4—+ 4k 


28. Coroll. 4. Si ellipsis semiaxis conjugatus CB — k evanescat, prae CA — 1, fiet f — 
et 9 — 1; sin autem CB — k sit quasi infinitus respectu C4 — 1, erit f — 0 et 9g — V5, unde 
applicatae Ff=k et Gg — 1k; ita ut hi duo casus eodem recidant, utroque enim ellipsis confun- 
ditur cum linea recta. | 


29. Coroll. 5. Si fuerit k— 8, prodit. f— — yi et g—YVi. At si generalius ponatur 











miim, ut sit kt fiet f — y = VE. Jam ut utraque expressio 
fiat rationalis, sit u — 1 — -2F, fietque | 
| a4—86fa- Af | Y(3— 402- 8f*) 
um IT 7 38-3 C 


Ergo f ita debet determinari, ut 3 — 10/f -- 8f^ fiat quadratum; quod cum eveniat casu f — 1, 
ponatur f — -—— eritque 


4 — 90s + 865: — Dr’ + zi 


3 — 10ff- 8f! = (4 + 2)* 


Cujus mumerator ergo quadratum effici debet, ita tamen ut prodeat f — 1, seu z affirmativum et 
unitate minus. Statim quidem apparet quadratum prodire posito z = —.- - quia vero hic valor est 


y—3 
negativus, ponatur z— = » eritque numerator ille | 
— _ .391 
1 — 90z + .86zz — 90z5-4- z! — y*— LI + LUE 39 . 
ita huj ice „WE + 391 = 8637 PL 301, 
Posita hujus radice = > ft y = 3 e ze f— € F-20027) +37" 
—_ ww 10 N | _ 10025 — 1000: +82 __ 647 
seu 9= 200 (65—1— 55) _ 200 (6s—1_-ı) 5986 
x | 
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Sicque casus exhibeti potéèt, ih quo tam semiaxes ellipsis quam ambae abscissne f et,g numeris ra- 
tionalibus exprimuntur. | | 


30. Scholion. : Simili etiam modo, si detur (Fig. 57) arcus ellipsis quicunque fg, a puncto 
quovis dato p alius assignari poterit. arcus pz, qui datum multiplum arcus fg, puta m.fg, superet 
quantitate algebraica; si enim abscissae ponantur CF— f, CG —9, CP —p, CQ—4q, CR=r, 
CS — s, CT — t, et ab abscissa CP numerando fuerit CZ — z, ultima indici m respondens; tum in 
subsidium vocando arcum Be, cujus abscissa Ce —e, ut sit 


42Y4 — n —»n- fY(1 — gg) (1 —^"9). 
1-4 


ex data abscissa P sequentes ita determinentur 
. pY (4 — ec) (4 — ner) -- eY (1 — pp) (1 ep) 


q — , 4 — noepp 
_ LAC -»d — nee) + eY (1 — gg) (A ng) 
1— ng 


— £Y — «) (4 — ne) -- «Y (f — mA — nm), 


| — neerr 


etc. 
donec perveniatur ad ultimam x, quae a p numerando locum tenet indice m notatam. Quo facto erit 
m.Arc.fg — Arc PE ne (pq + gr + rs +. . +yz mg). 


Hinc igitur quoque punctum p ita definiri poterit, ut haec quantitas algebraica evanescat, seu fiat 
| PI+g+rs+.. .+yrz= mg, 


quo casu arcus pz exacte erit aequalis arcui fg toties sumto, quot numerus m continet unitates, seu 
erit Arc.pz — m.Arc.fg. Dato ergo ellipsis arcu quocunque fg, alius assignari poterit pz, qui ad 
illum datam teneat rationem, puta m:1. Quin etiam m poterit esse numerus fractus, seu ista ratio 
ut numerus ad numerum ,4:»; nam quaeratur primo arcus pz, ut sit pz — yu. f3, tum quaeratur 
alius zc, ut sit zo — ».fg, eritque pz:so—:». Verum quo longius hic progrediamur, hae 
formulae continuo magis fiunt complicatae, ut calculum in genere expedire non | liceat. | 


| 31. Probléma 5. In dato ellipseos quadrante 4B arcum abscindere fg, qui sit tertia pars 
totius quadrantis AB. 


Solutio. Cum in genere fuerit determinatus arcus pgrs, qui sit Triplus arcus fg, dum hic 
arcus tanquam cognitus est spectatus, nunc vicissim calculus ita instruatur, ut punctum p in D, et 
puactum s in A incidat, seu ut sit p — 0 et s—1. Formulae ergo modo exhibitae abibunt in has 


9e Y (4 — 06) (A — nee) et t rY(4 — e) V — ne) «Y mem, 


= r= 
16, | 4 — ne 4 — neerr 


_ vu — es) (& — nes) — eY (& — ss) (1 — nu) 


1 — neess 





seu 4— 264 nen, existente semiaze CA—1, CB=k et n=1—kk. Primum ergo 
ex hac aequatione biquadratica definiri debet valor ipsius e,- quae resolutio commode ita succedit. 








De comparatione arcuum. curvarum irrectificabilsum. | 471 
Sit e— ut habeatur @ — 2@°+ Qnx — n=0, ac ponatur ad secundum terminum tollendum 
c —y-r-i, prodibit MEME — —— . | 
y! — 37 + ($n— 1)» — $—0, 
cujus factores fingantur yy + «y + 8 et yy — ay 4- y; eritque 00! 
$4 — 1 





De ss 5783 0 8 
B+y=aa—) y—8= et 9=—; 


unde elicimus 
(8 + N (y — 8) o*— 30? + 2 — ET 
ideoque — o*— 3a°+ 3o! — (2n — 1)’; 
subtrahatar utrinque 1, ut cubus fiat completus 
(aa — 4) «nn — &n,. ergo. «a —1 + Vin (n — 1) —1 — Yınkk et o —Yy(1 — Yınkk). 


Invento ergo « erit 








indeque — = set — Lou t 88-0 _ — M 
unde obtinetur e— ier Porro debet esse 3fg — pq +gr+rs, seu 
Bfg= (12-9 VIe, ideoque i-i 6e) VS Te 





ex quo obtinemus 


+ gg — ee + nee (1 + 6) - LA 





tz (+0) (1 — e 


Cognitis igitur valoribus fg et ff + gg, seorsim abscissae CF=f et CG—g reperientur, quae 
arcum determinabunt fg praeeise subtriplum totius quadrantis 4B. Q. E. I. 


Comparatio arcuum Hyperbolae. 
32. (Fig. 59). Sit C centrum hyperbolae, cujus semiaxis transversus C4 — k, et semiaxis con- 
jugatus — 1. Hinc sumta super ate eonjugato a centro C abscissa quacunque CZ — z, erit appli- 
cata Zz — k'V(1-1-zz), unde 


_ 4 4- (+ kk) xx ds (4 -- (1 2- Mj) 26) 
arcus Az — fa VERRE fe = Sa 


33. Ponatur brevitatis gratia {+ kk — n, ita ut n sit numerus affirmativus unitate major, 
eritque arcus hyperbolae quicunque ' 


EN ds (1 -+- nes) 
Az = [ra 


Y(8--(n--1)zs-.- nif) . | > 
Poni igitur in s XI oportet 4 — 1, C=n+1, E— n, (6 —1, G—n et €E=D. Unde si fuerit 


_ ev + zx) a + az) — z Y (4 + cc) (4 + nec) 
4 —nccoz 





habebimus [da vie IT — far yim — Const. — ncay. 
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36. Denotet 11.æ ercum abscisses c respondentem, et 17.7 areum abeciosns y respondentem. 
Quia facto 2 — 0 fit y —c, erit IT.2 — II. y — — II.c — ncay, seu 


Il.y — R.z — H.c  neay. | . 
35. Ob Y (1-1 cc) (1 + ncc) ambiguum, poni quoque poterit 


_eV( + ex) (1 + ner) + e Y (3-6 ce) (1 + mo) 
TT 1{— 10008 | 


eritque IJ. y — II. c — Il.c — nczy, secundum ea, quae de ellipsi $ 3 sunt exposita; atque binc 
sequens problema solvi poterit. 


36. Problema 6. Dato arcu hyperbolae 4e à a vertice sumto, abscindere a quovis dato puncto 
f alium arcum fg, ut differentia horum arcuum fg et 4e sit geometrice assignabilis. 
' '"molutio. Ponatur arcus propositi de. abscissa CE-—e, abscissa data CF—f et quaesita CG-—3; 
statuatur porro 
| ——. eY (1 + f) (1 -- 0f) + VA 08) (1 + non) 
| RE vo 77 SE 
eritque Il.3 — Lf — H.e—nefy. At est u 
II.g — II.f — Arc.fg et Il.e — Arc.Ae, unde Arc.fg — Arc. 4e — nefg. 
Puncto ergo g hoc modo definito erit arcuum fg et 4e differentia geometrice assignabilis. Q. E. I. 
37. Coroll. 1. Si ergo f ita capiatur, ut sit 1 — neeff — 0, seu f= abscissa CG —9 
fit infinita, ideoque et arcus fg erit infinitus, qui etiam arcum 4e excedere reperitur quantitate 
. infinita nefg ob 9g — oo. Ut igitur casus, quemadmodum figura repraesentatur, substituere possit, 
necesse est ut capiatur f — wu 


38. Coroll. 9. Sin autem sit f> a fiet g negativum, et mJ. g pariter fiet negativun: 


unde si fuerit 
eY (4 2- f (4 cn Pe (4 + nee) 
. 3g -— . *esff — 
habebimus H.e A—- H.f -—- IT.9 = MEN Af + Ag. 
Tres ergo arcus exhiberi possunt 4e, 4f.et 4g, quorum summa geometrice assignari queat. 


39. Coroll. 3. Casus hic, quo summa trium arcuum hyperbolicorum rectificabilis prodiit, 
eo magis est notatu dignus, quod similis casus in ellipsi locum non habet; ibi enim terni arcus 
II.y — I.e — II.z — — ncay (3) nunquam ejusdem signi fieri possunt, propterea quod nccax uni- 
tate semper minus existit. 


40. CoroH. 4. Horum ternorum arcuum duo inter se fieri possunt aequales; sit enim 


/ EN . __ 9e Y (A + os) (1 + nee) 
| f = €, erit 9 = a ven 1 
unde prodit 217.e+ I1.g — neeg, seu 2Arc.de-+ Arc. 4g — quantitati geometricae. Si igitur 
insuper fiat g — e, habebitur arcus hyperbolicus, cujus triplum, ideoque et ipse ille arcns erit recti- 


ficabilis, qui casus eum sit maxime memorabilis, eum in sequente problemate«data opera evolvamus. 





De comparatione arcuum. curvarum irrechficabilium. 4T9 
41. Problema 7, In hyperbola a vertice A arcum abscindere 4e, cujus longitudo geometrice 


assignari queat. 


Solutio. Posito. hyperbolae semiaxe transverso C4 — k, et conjugato — 1, ita ut posita ab- 
scissa CE — e, sit applicata Ee — ky'(1-1- ee); brevitatis gratia autem sit n— 1 -4- kk. Sit ergo 
CE — e abscissa areus 4e quaesiti, cujus rectificatio desideratur; quem in finem statuatur in 
$ praec. g — e, ut sit 


"Arr 0m) eritque 3II.e — ne*, seu Arc. de — ne? 


ideoque rectificabilis. Abscissa ergo hujus arcus CE —e determinari debet ex hac aequatione 
n — 1 —2y (1 *e) (1 + nee), quae abit in hanc 
nne* — Gne* — V (+ 1) ee — 32-0. 
Ad quam resolvendam faciamus ee — — » ut prodeat | 
m — na — &a (n + 1) e — 3nn — 0, 
cujus factores fingantur (ax + ax + 8) (am — ax+ y) — 0; unde comparatione instituta orietur 
in e + 4) 


y -t- 8 — aa — 6n, y — 8 = 


Quare cum sit (y + 8) — Œ — By — y — — tana, fiet 
' 1606 (n + 1)* 


et Ay=—Inn. 


5 12na0 + 36nn — = — {2nn, 


" a'— fno*-- können i6mn (a1): - 
Subtrahatur utrinque 6&n?, ut fiat . | 
| (oo — In)’ = 16n*(n— 1), seu aa — hn-- ViGnn (n — 1)*, 
ergo | «c = y (Fn + y'16na (n— 1)*). 


Invento nunc valore ipsius o, erit porro 


2n (n + 1) 


Bas In + ———- e y qoa 3, rd) 


et quatuor radices ipsius x erunt 


ooi ade Von — tu ED) n, 


seu cum valor ipsius a tam affirmative quam negative accipi queat, erit 
aa 4-3 54-1 
Va XY 1. E = 222 
Hic igitur valor si tribuatur abscissae CE — e, erit arcus byperbolae 
4e = Q^" Q. E. I. 


&9. Coro ı. Si loco unitatis semiaxis conjugatus ponatur —6, ut abscissae cuicunque 
CP —a > respondeat applicata Pp — ky (1 +2) erit 
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Ja y (bb (bb -i- kk) + V Ab k* (bb + kk)!) 

tumque sumta abscissa |. 

| a - 35 , 20 (+ M) 

Pc (rst ru a+) Va) 

(bb + kb) o! 
FT 


(cC 





erit arcus 4p — 


43. Coroll, 2. Si hyperbola fuerit aequilatera, seu k — 5 — f, poni debet n — 2, fietque 
.a — 9/3. et arcus .rectificabilis de abscissa prodit 


=V* + Y (8:- 273) 


CE=e— 3 


et ipsa jus arcus longitudo reperitur — | 
4e = v3 LG +93) LL ER + 9Y3) 


! 


Uer s Signa radicalia cubica 


&. Coroll. 3. Si ponatur kn (n — t) it. ut sit n n 

ex calculo evanescent; prodit enim . 
o —— V(2+ ss -- 2'y (s? + 1) — ya - — vi +3), 

unde ht (ER 


v 
f t um * u “ un -— 


=V (1-+s) +3 y( —$-—-85) -- Y (1- — tes--Y( 1 u); Pure —— T aya rt vi —1--5)) 


Y (14-5) 4-Y (4 — 5-5) Az V (A — 55 AY 4-65) 2 8 (35 2) Y (127-6) -- 9 (32-5 Y (4 —:e9) 


Sive ee = 12- Y 4 a- 8) 


45. Coroll. 4. Pro hyperbola aequilatera, ubi n — 2, si radicalia per fractiones decimales 
evolvantur, reperitur: CE == e — 178619354 et 4e— 1,4258368e, seu Árc.;4e — 2,0830191, semiaze 
transverso existente C, — 1, quos numeros. ideo 'adjeci, que veritas hujus rectificationis facilius 
perspici queat. 


46. Coroll. f$. , Casus. etiam satis simplex prodit, si,s—1 « n nt 1 + M, ita ut sit 


3 
k -yn-t , hinc enim fit 





VAL VOX 6VS) _ 


4 --. 2 iv. 


: ce =. | 

a 2 Y3) (1 2-Y3) va +3) 

77T 
‘6 


Ergo sumta abscissa CE — (1 N erit. arcus Ace 
decimalibus fit k — 0,855509, = 1,65289 et Arc. 4e — = 1 ‚81701. 


Ta fractionibus — 


47. Coroll. 6. Si sit s— 0, quo casu fit.n 4 et k— —=0, “hyperbola autem abit in lineam 
rectam CE, erit e=3 et e— V3—CE, arcusque 4e evadit —Y3—(E, uff natura rei postulat. 
' 48. Problema $. Invenire alios arcus hyperbolicos rectificabiles, 

… Solutio. Sumta abscissa CE— e, capiantur aliae duae abscissae CP=p et CQ —.q, ut sit 


eY (4 + pp) (4 + npp) + p Y (4 + ec) (1 ne), 


1= 1 — necpp 


apere—- 


De COMparakone arcuum curvarum trrechfcabilium. j 481 
erit H.q —Il.p— H.e=nepg. Quia ergo H.g—H.p=Arc.pg et II.e— Arc.Ae, erit 
Arc . pq — nepq + Arc . 4e. : 


Quodsi igitur abscissae e is tribuatur valor, qui in problemate praecedente est defjnitus, ita ut arcus 
Ae sit rectificabilis; hunc scilicet in finem posito 


a — y (kn + Vi6nn (n — 1)?) 
capiatur e— -Y. + ve— ea | (n2 D) 


Ann na 





eritque arcus de= gne. Hinc sumta abscissa p pro lubitu, ex superiori formula ita definietur 
abscissa d ut prodeat arcus rectificabilis - 


Arc.pq = nepq + Que. 


Verumtamen p ita accipi debet, ut sit neepp < 1, seu p < + cum: igitur sit ne‘ > 1, capienda 
est abscissa p minor quam e, et quidem oportet sit 


— => Y (3« 2- Y (3n — iaa + mer) 0r 2) 


Dummodo ergo punctum p non capiatur ultra hunc terminum, semper ab eo abscindi potest arcus 
pq, cujus longitudo geometrice assignari queat. Q. E. I. 


^9. Coroll. 1. Quodsi capiatur p = — ob 1 — neepp — 0, fiet abscissae q valor infinitus, 
ideoque ipse arcus rectificabilis pq erit, infinitus. 


50. Coroll. 2. In hyperbola ergo aequilatera, ubi n — 2 et e— y Y? Y0- $09 


» prior 


abscissa CP —p tam parva accipi debet, » Seu p << 0,483678%. 


ut sit p A 7576575) 
Sumta igitur hac abscissa tam parva, semper alterum punctum q assignari poterit, ut arcus pq sit 


rectificabilis. 


51. Schollon. Insigni hac hyperbolae proprietate, qua reliquis sectionibus comicis antecellit, 


contentus, non immoror investigationi ejusmodi arcuum, quorum differentia sit algebraica, vel qui 


inter se datam teneant rationem, cujusmodi quaestiones pro ellipsi evolvi; cum enim talia problemata 
pro hyperbola simili modo resolvi queant, ea ne lectori sim molestus, data opera praetermitto. 
Hanc igitur dissertationem finiam comparatione arcuum parabolae cubicalis primariae , cujus rectifi- 
cationem constat pariter fines analyseos transgredi. 


Comparatio arcuum Parabolae cubicalis primariae. 


52. (Fig. 60). Sit 4efg parabola. cubicalis primaria, 4 ejus vertex et AEFG ejus tangens in 


vertice, super qua sumta abscissa quacunque 4P—z, sit applicata Pp =, ; unde arcus dp reperitar 
dx (1-- s 
= fdzy(1 +2) = (ua 
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53. Quo igitur formules nostras huc aecommodemus, poni oportet 4—1, C—0, Et 
€ —1, 6— 0 et G — 1, ita ut sit y — kN, 


1—0022 


fdzv a + x‘) — [ayyıi + y") = Const. — cay (cc +-ayV(l + c*) + 3 ecemyy) 


quo facto erit 


sumto tam YA quam c negativo in formulis N° VII et XI expositis. 


54. Quodsi ergo tres capiamus abscissas AE — e, 4F-——f et 4G — 9, ita ut sit 


. . eY (4 4- f*) 4- fY (4 + et) 
| Te ? 
erit Arc. Af — Are. Ag = — Arc. Ae — efg (ee + fg V (4 + 6) ---; eeffgg), eu 


Arc.fg — Arc. de — efg (ee + fgY 4 + e*) + + effag). 


Dato ergo quovis arcu de, a dato puncto f abscindi poterit alius arcus fg, ut horum arcuum dif- 
ferentia sit rectificabilis. 
55. Si capiantur arcus-e et f negativi, ita ut sit ecf > 1 et 


QT -r f*) + fY (4 A- e*) 
g = T cef ns 


et arcus abscissis e, f, g respondentes denotentur per II .e, Il.f, II.9, erit 
II.e + I.f + IT.g — efg (ee — fg V (A + e") + x eeffgg). 


Sin autem sit — g— LUUD Are), 
erit | II.g —HI.f — II.e — efg (ce + fg Y (1 + e) e X eeffgg).. 


56. Cum sit hoc posteriori casa. ff -1- gg — ee + fg V (1 + e*) + eeffgg, erit quoque 
II.g — II.f — II.e — ef (ee + ff 4- gg — à eeffgg). 
Casa autem aMero pro summa arcuam, quo 


(Yu 4-f5) a- rY (4 +), 
eeff — À 


erit v I.e -- Hl. f + I.g — i efg (ee + ff - gg ——<cefigg). 


57. Problema 9. Dato arcu 4e parabolae cubicalis primariae, in ejus vertice 4 terminato, 


ab alio quocunque puncto f abscindere in eadem parabola, arcum fs. ita ut horum arcuum differentia 
fg — 4e sit rectificabilis. 


floRutio. Positis abscissis 4E —e, AF=f, 4G —9, quarum illae duae dantur, haec vero 
«Y + f*) -- f'Y (4 + et) 


ita accipiatur, ut sit g == ET > eritque horum arcuum differentia 


e 


Árc.fg — Arc. 4e = ; ef g (ee -- [T 99 — 3 eeffgg) 


A —_— 
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Verum cum data sit abscissa 4, altera abscissa f ita aceipi debet, ut sit efc t; sei f« .? ne 
abscissa AG — g prodeat negativa. Sin autem detur punètum g, inde reperitur | 
F— Yard) — Yu e gt | 
1—eegg 


unde si g tam fuerit magna, ut sit eegg > 1, seu 9 > erit 


fo eY d se g*) —- gY 4 re 
7 egg i 


simulque necesse est, ut sit g — e, ne f' fiat negativum. À dato ergo puncto f siquidem sit f <=; 
arcus quaesitus fi I in consequentia vergit; a puncto autem g, Si sit g >< — et simul g > €, arcus 


quaesitus fg retro accipietur. : Q. E. I. 


58. Coroll. 1. Cum sit applicata Ee — 3e, seu AES — 3 Ee, erit parameter 'hujus pdrabolae 
—3, ideoque unitas mostra est triens parametri. 


* 


59. Coroll. 3. Si ergo Sit e== 1, abscissa data f seu g yel debet esse minor quam 1, vel 
major quam 1; dummodo ergo punctum datum non in e cadat, ah eo semper vel prorsum vel retror- 
sum arcus quaesito satisfaciens abscindi poterit: prorsum scilicet, si abscissa data minor sit quam, e, 
retrorsum vero, si major. At si abscissa data esset == 1, altera vel infinita. vel .— 0 prodiret. 


60. - Coroll. 3. Si sit e — 1, ideoque e> 1, altera abscissarum f' vel 9, quae datur, vel 
minor esse debet quam i, vel major quam e; alioquin arcus problemati ‘satfsfaclens. abscindi mequit, 


quod ergo usu venit, si abscissa data inter limites c et E contineatur. 


61. Coroll. 4. Sin aütem sit e < 1, ideoque i» e, alteram abscissam datam vel minorem 


esse oportet quam 1, vel majorem quam i dum ergo non sit aequalis ipsi 1, quo casu arcus 


quaesitus vel fieret infinitus, vel ipsi arcui de similis et aequalis, reperietur semper arcus proble- 
mati satisfaciens. 


^ 


62. CoroH. 5. Hoc autem casu, quo e «C 1, fieri potest, ut a data puncto f in utramque 
partem arcus problemati satisfaciens abscindi queat; hoc scilicet evenit, si abscissa data intra limites 
e et rn contineatur: tum enim ea tam loco f quam loco g scribi poterit. 


63. Coroll. 6. Si arcus fg debeat esse contiguus arcui de, seu si sit f — e, reperietur 
| 3eY (4 + et). 
g—— [x 
hoc ergo fieri nequit nisi sit e — 1. Hoc ergo casu erit arcuum differentia 


|, 9e* (9 — 2et-i- 68) V (4 + e*) 
| Arc.fy — Arc.de= : 3 (4 —e*) | PE | 
: 6. Problema 10. Dato in parabola cubicali arcu quocunque fg, alium ipvenire arcum .pg, 
qui illum superet quantitate geometrice assignabili. 
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_Solutio. Sint abscissae datae 4F— f, AG=g, quaesitae 4P —p et 4Q—9q, et in sub- 
sidium vocetur arcus de, cujus- abscissa 4E — e, sitque 


VA a- f A- (Y (3 + et) t LOVE + pt) + pY (4 + ct) 
3 -— 41 — eof e q— À —eepp 


erit Arc.fg — Arc. de =  efg (ee + ff + gg — 3 ceffag) — M 
et Arc.pg— Arc. e =+ epq(ce+-pp + qq — à CepP 99) = N, 


, ergo — Árc.pq — Arc.fg — N— M. 
Eliminemus autem utrinque e, reperieturque 


- 9Y 2- f —fY + 9 _ qY (0 pt) — Y + 90) 


e 1 — fgg 1 — ppt 


unde si f, g et p dentur, obtinebitur q boc modo: 
q— [9 (1 — gg + pp — gap) V - f*) (A p*) —f (1 — Mag + sg pp — ffpp) V (1 + g*) (1 p^) 
-- p (1 — ffpp — ggpp + gs) V (& i f") (1 +9") —2fgp (ff - gg + pp + Magpp) |: 
[Gt — fas — Frp — so pp) — + ffsgpp (ff 99 pp) |. 


qui valor quoties non fit negativus, praebebit a dato puncto p arcum pq, ab arcu proposito fg 
geometrice discrepantem. Q. E. I. 


65. CorolL 3. Ambo abscissarum paria ita pendent ab e, ut sit 


ff -- 99 — ee (1 + ffgg) + 2f 9 Y (1 + e*) 
PP + qq = ee (t 4-ppqq) + 2pq Y (1 -- e*), 
unde reperietur 


0 Um) — 19 (pp +00) et va 4- e!) — Ur (A+ pp a) 


(P2 — f9) (Y — for) — 2 (pe — fo) (1 — f9p9) 


et hinc penitus eliminando e habebitur 


((& —ffgg) (pp-1-qq) + (&— ppqa) Ag) = &(1 —fg pq ((pq — N? + (f-99) (pp--q9)). 
vel ((1 —ffgg) (pp--qq) — (1 — pp qq) (f 4-99) = *(pq —f3 (1 —f9pqY + (F-+-99) (pp-4)). 


66. Coroll. 2. Hinc ergo dato quocunque arcu fg, infinitis modis alii determinari possunt 
arcus pq, quorum differentia ab illo f'g sit geometrice assignabilis. Erit autem haec differentia 


. 4 1 
Arc.pg — Arc.fg = Ze (ce(pg—fg)(1 — 5 ppqq— 5 fgpa — ag) +-pq (pp--qq) — fg (ff +99) 


— 0 — ro) (f gg + pp-- 9€ — Ep (vo 9f9) (3-99) — À fa 2p9)(pp-+99)), 
2 (1 — fgpo) 


67. Coroll. 3. Casus hic duo peculiares considerandi occurrunt, alter quo pq — fg, alter quo 
fgpq — 1. Priori casu fit pp + qq — ff +- gg, ideoque p — f et q— 9; ita ut arcus pq in ipsum 
arcum fg incidat. eorumque differentia fiat — 0. — Altero vero casu fit 
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Mag) (pp - 43) -- (1 —4,) (fF--99) —0, wu pp+ qq — 579, 


unde colligitur p et 1=7> qui est casus a Celeb. Joh. Bernoullio b. m. primum in Actis 
Lipsiensibus A. 1698 expositus. 


68. Coroil. 4. Hoc ergo casu Bernoulliano, quo p — - q ="; ac proinde pq =. et 


f T erit arcuum differentia 





P+4— 


1 — 
Arc. pq — Arc.fg = PA? (3 (ff + gg) (1-2 ffgg) — ee (1 — fgg); 





at est e(1— ffag) — 9 Y (1 4- f*) —f'Y (1 2-g*), unde colligimus 


ee (1 — fgg)! = (ff -- 99) (1 + gg) — 2 f9 Y (1 ^ f) (4 - 9^), 
quibus valoribus substitutis erit 


Ya —fY 
Arc pq — Arc. fy = EEE (+ gg) (1 + ffgg) + fg Y + PI + 9), 
quae abit in hanc formam | | 
u AP) VE) — 42-99 Y 42-99 
Árc.pq Arc.fg — qa ——— — —— gt 


quae est ipsa horum arcuum differentia a Cel. Bernoullio exhibita. 


69. Scholion. Simili modo dato quocunque arcu parabolae cubicalis fg, alii arcus inveniri 
poterunt, qui a duplo vel triplo vel quovis multiplo arcus fg discrepent quantitate algebraica: quin 
eliam hi arcus ita determinari poterunt, ut differentia evanescat. Hinc ergo proposito arcu quo- 
cunque fg, alius in eadem parabola assignari poterit, qui arcus istius sit duplus vel triplus, vel alius 
quicunque multiplus. Ex quo vicissim pro lubitu infinitis modis ejusmodi arcus assignare licebit, 
qui inter se datam teneant rationem. Ut autem duo arcus sint inter se in ratione aequalitatis, alii 
assignari nequeunt, nisi qui sint inter se similes et aequales. Quod quo clarius appareat, sit 

fg —nm, pq—r"; ff-- 99 —n et pp+ qq =>», 
erit primo ' n — ee (1 aA- mm) + 92m Y (1 4-e*), : 
tum vero y — ee (1 + up) +-2uV(l +e). 


Unde ut arcus pq et fg inter se fiant aequales, oportet esse 


ee (p — m) (1 — uu — 4 mu — À - À mm) + uv— mn — 0. 
At pro n et » illis valoribus substitutis fit 
py — mn — ee (iu — m) (+ pega + mu + mm) + 2 (p — m) (ut + m) Y (1 + e*) 


unde debet esse, postquam per 4 -——7; fuerit divisum, 


1 mm) +- 2 (1 -+- m) V(t+e)= 0, 


1 1 _: 
2ee (1 + Zu +7 mu +; 


quae quantitates cum sint omnes affirmativae, solus prior factor «—m=0 dabit solutionem, 
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eritque f=p et g—q Ad multo illustriora autem progredior ostensurus in hac curva etiam 
arcus rectificabiles assignari posse. 


70. Problema ii. In parabola cubicali primaría a vertice 4 arcum exhibere de, cujos lon-- 


gitudo geometrice assignari queat. 
Solutio. Assumtis tribus abscissis 4E — 60, AF=f et 4G — 9, supra vidimus, si sit 


eva a-f 9 -- Vire) 
9 esf —1 , 


fore I.e Hf HLg — zefg (ee + ff 4- 9g — I eeffgg). 


Statuantur nunc hi tres arcus inter se aequales, seu e — f/— 9g, eritque 


e— 9eY (4 +- et) 


A-i seu e$ — 6e — 3—0 


hincque e* — 3 --2y3. 
Sumta ergo abscissa 4E — e — v@ -4- 2/3), erit 


3 Are. de =n à (36) = e (6 — 23), 


sive Arc. de — E (3 — V3) (3 + 2y3) Y (3 e 2y3) — E (1 -- Va) v( + 2Y3). 
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XXIII. 


Continuatio Fragmentorum ex Adversariis mathematicis 
depromtorum, 


(Conf. supra pagy. 157 ad 266.) 


l. Supplementa numerorum doctrinae. 


91. 
(Lexeli.) 
Prosrema. [Invenire numeros p, q, r, s, ut haec formula 


À (pp + ss) (qu -e- r7) 
pars (pp — 33) qq — rr) 


. 
fiat quadratum. 
Soruri0. 1. Primo ponatur pp + ss — (aa + bb) (zt + yy) et 
qq “+ rr — (cc + dd) (xx + yy) 
eritque p=ar by et q = ex + dy 
s — bx —ay r — dx -—cy; 
quo facto, quadratum esse debet haec formula : 


À (aa + bb) (ce + dd) 
pqrs (p 3- s)(p —s)(g+r)(g —r) 


ll. Ut numerus factorum diminuatur, statuatur r — s, sive 


z 8 -— C. 
de — cy — bz — ay, unde fit = 54’ 
fiat ergo £—a—c el y—b-—d, 
unde colligitur p — aa — ac + bb — bd, q — ac — cc -- bd — dd et 


$ — r — ab — bc — ab + ad — ad — bc, hincque 
p n5 — da — ac + ad + bb — bc — bd, ar — ac — bc — cc + bd + ad — dd 
p —5—— aa — ac — ad -- bb -1- bc —— bd, q — r — ac -r- bc — cc + bd — ad — dd. 
Formula ergo quadratum reddenda erit 


À (aa +- bb) (cc +- dd) 
pa (p 3-3) (p — 5) (4 24-7) (q — 7) 





Ill. Fiat porro p = cc -4- dd, sive cc + dd = aa — ac + bb — bd, ad quam resolvendam statuatur d = a, 
eritque ce = — ac + bb — ba, sive 0 — — cc — ac + bb — ab, seu ce + ac — bb + ab — 0, quae per c + b 
divisa dat a + c — b — 0, unde fit c — b — a existente d — a. Habebimus ergo 
| p — cc + dd, q — (3a — b) (b — a), r — 8 — aa + ab — bb, 

unde ft p+s—a(3a—b), p—s—(b — a) (2b — a), g+r=(2a—b) (2b —a), q—r = a (3b — ka). 
Consequenter formula quadratum reddenda erit 
À (aa +- bb) 


, (3a —5)(—a)a(3a—b)(b— a)(% a)(2a 6)(2b — a) a (36 — 4a) 
a | 
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4 bb . «4 
quae reducitur ad hanc formam TENUIS — 0, ita ut habeatur haec conditio 


À (2a — 5) (3b — 4a) (aa + bb) — 0. 


Nora. Si N° III posuissemus d — — a, habuissemus ce — bb + ac — ab — 0, quae per c — b divia 
praebet c + b + a — 0, sive c — — a — b, unde porro fit 


p — (a+ b)* + aa — cc + dd, q — — (3a -t- b) (a + b), f — $ — — (aa — ab — bb) 
po s—(2b-2-a)j(b-a-a) p—s—a (3a + b), q-- f — — a (ha A- D), q — r — — (2a -+ b) (2b+-a) 
Unde quadratum esse debet haec forma 


. À (aa -4- bb) . 
— (Ba + b) (a + b (3b +- a) (b +- a) a (3a -+- 0) a (4a + 30) (3a + b) (2b 3- a)! 


sicque quaestio reducitur ad hanc formam — 4 (aa + bb) (2a -i- b) (ha + 36) — 0. Hic imprimis notatu dignum 
occurrit, quod per positionem tertiam, qua fecimus p — cc + dd, praeter expectationem, quatuor paria simpli- 
cium factorum ex calculo discesserunt. 


Conditioni tertiae p — cc -+ dd sequenti modo generaliter satisfieri potest : Quum sit 


cc + dd — aa — ac + bb — bd, erit cC + ac — aa — bb — bd — dd, sive 
(2c + a)? — 5aa — (2b — dj — 5dd, sive (2c + a)? — (25 — dj — 5 (aa — dd) et 
(2c + a — 2b +- d) (2c + a + 2b — d) — 5 (a + d) (a — d) = 5mntu ; 


unde colligitur 2c -i- a — 2b -4- d — nu, 2c + a+-2b — d — 5m et ard— mu et a— d — ut. Ex his concluditur 





= et dU 
inde vero &c + 2a — Sn + nu et Ab — 2d — 3mi — nu, unde fit 
= NE mw quo, Emme mu, 
Hinc p — [5 (5mm — 2mn + nn) tt — 2 (55mm — 2mn + nn) m + (5mm — 2mn + nn) uv] : 16 


9 = [— 5 (ömm — mn + nn) u + 6 (5mm — 2mn + nn) tn — (5mm — 2mn + nn) wu] : 16 


give p— mcm (Btt — 2tu + uu) 
q—— Omm — 2mn + ra + nn) (OU — 6tu + uu) — — (Smm — 2mn + nn) m (t — u) (5t — u) 
y — 8 == jmm — 2mn + nn (— Di + wu). 
16 
Sit brevitatis gratia CE €, ut sit 
p — € (5tt — 2tu + wm), q— — € (t — v) (5t — u, r=s—C(— 5it + u) 
eritque p c5 — — 2Cu(t — u, pP —s = 201 (5t — u) 
gt r — — 2Cv (3t — u), q — r — 2Ct (5t — 3u) 


aa + bb — C (Stt + 2tu + uu) 
quare formula quadratum reddenda est 


À (Stt +- Au + wx) 
(t — «) (5t — «) . — Que (t — u) 2t (6t — m. — Qu (3t — wu) 2t (5t — Zu)’ 


quae reducitur ad hanc conditionem : 1 (OU + 2tu + uu) (3? — u) (5t — Ju) 
À (Mt + 091 (& — v) (81 — 39) — 0; seu posit 2t — w erit À ( 
habebitur p — ww + (wo yp}?, 


=0. Statuatur y — vy —1, fietque 
www) (2w — v) (kw —3») — n, quo facto 
g — (w-—v) (3w—v) et r—s— vw — vw — ww. 

Quae solutio cum praecedente prorsus congruit 


; ex quo patet illam solutionem multo esse generaliorem, quam 
initio videbatur. 
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Hinc alius modus solvendi igitur Popatur p -i-s— 68, p -ı =, q--r—ay, q— r —en; tum vero 
q-——fi. Hime ob rcs.fit Le ideoque sumatur an — C et-e —y — f; deinde 20] — ay -i- en, ha- 


bebitur 255 — 2»y — yt — Pr et 1 Lx Statuatur ergo - But + y, a—)—t, e mt, 


À +7 
dtt — 9 9 — 9b — 
ergo p— e tem, == D, rs” : T A 
consequenter . pp -F 58 — Gi ct Gt m et 
rn immun, 


unde praecedens solutio nascitur. Imprimis hic notetur, totum negotium pendere ab his tribus rationibus: 
@:8, :y, et o: "s neque ipsas quantitates absolutas in computum venire. 


Solutio generallor. 


Maneat pag, p-ı=d, q--r-—ay, q—r-—eg, ut sit 
er: s— AP, gU. r—= 2159, 


Pay 4 mg 0 
at sit r:s—=f:g et q— A65; erit primo 
y—-a:ß—cd=rfg fañ—ft—gey—gn et a — gy) — eft —n.- 
Ponatur ergo a — ft — gn et c— ff — gy; deinde habemus - 
2M —ay-i- en — fit — 35y--ffn, «mde Ba — fr) = 7 (ft — 2n). 
Ponatur erga f — ft — 299 et y — 2A, — fn eritque 


- | a—ft—gn et se —={(f—29h){ — fm. 
Hinc ergo consequimur 


p o5 — ff — 3fg55 + 2ggm, p—s —(f[— 29h) 66 — fgèn 
atque g 4- r — 2fA5b — (ff + 29h) in -- grim. a — v — ([— 295) In — fa; 
unde fit . eh) — job am "sg (ME — fin 0m) 
q — ^ (fé — 291) | r = f |A — fên m) -.-— ' 


pp + = (f* — 2ffgh -+- 29ghh) L° — 2fg \2ff — gh) £n + 7 [fggl orm — 6fg*on* + Dein“ 
qq + rr = 2ffAhU* — 2fh (ff + 29) nr (f*4- 2ffgh + &ggh^) Lom — 2ffgèn" + Magn“, 
quae forma ut divisibilis fiat per p — (ff — gh)tt — fg] + ggrm. hae duae conditiones requiruntur: 
Primo ff--gh — 0, secundo — 3f* + ffgh +- &gghh — 0; 
tum vero quotus erit | i 
3/1^ 
At prior conditio dat gh — — ff, vel et altera conditio, quae est 
(ff + 9^) (gh — 3f) — 0, 
eo ipso impletur. . [tà ut habesmus 5 — — E, tum vero quotus erit 
pt te à Z7 | f 77] + MC. 


Deinde vero ob gh — — ff, formula pp + ss fit 
L. Eu leri Op. posthuma T. I. 62 . 
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= 5f't* Marken - Gfg' Un? + 29*0*, 
cujus factares sunt RE t sem (KFSE — 6fgit + 1399793). Quibus valoribus subetitutis formnia nostra quadratum 
reddenda fiet 
À (SITE — öfter + Bonn) ftt + ser) (Ios + A) 
Myr (94$ — fr) 
quae ut solubilis fiat, neceise eat, ut bini superiores factores 
MS tragen et (fg AN 
coalescant, quod fit ponendo ff : hh — gg : ff, quod sponte evenit ob ff — — gh, ita ut res huc redeat 


AQ — Oft Sam) y À OMS — Gto + Bm), 
MA — 2h) — gr (ft + gx) 


quae iterum a praecedente non discrepat, nisi | quod hic sit fi et gn quod supra erat £ et 7. 
A. m. T. L p. 17 — 94. 


— 





TE | 92. - 
(- ——. ( 4. Eole.) 
Turoazma. Si formula aapp + b5gq ducatur in formulam abrr + a(iss, productum erit 
aaafpprr + ana fppss + abbfiggrr +- abBBgges = ob (aapprr -- BBqqu) + aß (aappss -+- bbggrr) = 

ab (apr + Bgs)* + aß (aps -r- bgr)'. 

Hujus ergo producti forma est abxx + apyy existente | | 
amor fg e y— aps qr. 

A. m, T. L p. 130. 
NE" 


93. 
(Lesell.) _ 


Paosızua. Si fuerk a’s=a-et propanatur formula. fax -+- gx--- ^, quaerere multiplicatorem PTT +R tr, 
ut productum fiat numerus rationalis. 
Sozurio. Cum productom ait 
fpz* -i- (fq--i- gp) &* = (fe bn hp -- gg mat -t- rar 
ob c? — a, hoc productum reducitur ad sequentem -formam | 
(fr + kp + gg) xx + (fpe + gr +. hg)e + fq -- gp + hr —9 
unde — hp — 99 er M. — M — æ 


r=—— = r= 


f TR 
alque hg --'a— f'pa + fig; plis ara gs B-5—9, 
hinc p — fA — gg, q = hg — ff, r — gf — hh, atque productum quaesitum erit — 3fgh — f* — g* — RE, 
Hujas ope radices cubicas numerorum licebit ad fractiones continuas revocare. Exempl. Proponatur z*—2, 


ut sit æ— Y/2; notetur esse proxime pA et t8 ia et tune mogre comsueto fractio + in fractioncm 
continuam convertatur .... - | 
À. m. T. I. p. 176. 
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9a. 
(N. Fn) — - | 
Si fuerit = — 62z -- 1, et y — ha! — br, erit zu +yy—(z:+ 1)". At vero 
my at + la? — Gaz — +, m So tn vq 
quaé formula resolvitur it hos factores ' | E tes 
MM [zz + (2-1 2V2) x — 1] Las -- (2 — 2V2) s — 1]. 
quod si jam x-+-y debeat esse quadratum, fiat uterque factor quadratum ponendo 
3z+ (9 -- 2V2) z — 1 — (s p + qV2* 
zz -- (2 — 2V2) z — 1 — (z -- p — 9V2)* 


tem enim erit x -1- y —(zz -- 2pz + pp — 244)*. Jam evolvatur alterutra harum positionum, et termini ratio- 
nales inter se seorsim aequantur et irrationales: | 
9; — Í = 2pz + pp + 2qq 
2;V2 —2qzV2 + 2pqV2. 





Prior aequatio dat 23 — 2pz —1 + pp + 2gq, unde z — x rd ex altera autem aequatione per 2V2 di- 
visa fit z—qz-1- pq, bincque z — [D qui duo valores inter se aequati praebent „EIN, 
Si hic capiatur q— 13, fiet p — vel 18, vel = =», Poni etiam posset q — — 13, fieretque 
-— 13 2: 939 | 
PH 
hinc vel p — 21, vel = Si sumatur q— 13 et p= =, réperietur =. 


Haec methodus ad sequentem redire videtur, quae resolutione in factores non indiget et ita se hahet. Sit 
formula proposita quadratum efficienda in genere z*-1-az*-1- bzz -1- cz 4- d, cujus radix ponatur z2-+-pz-+-r, 
ita ut fieri debeat . 

. 2* + 2ps* -+ 2rzz + 2prz + rr | 
+ ppzz | 
—25— en Dir ze = 


ubi cum primi termini se destruant, termini secundi et tertii ad nibilum redigantur, unde per zz dividendo fiet 


Qr + pp — D 


(2p — a)2+-2r+ pp — b — 0, ideoque = . Simili vero modo termini quarti et quinti conjunctim 


tollantur, unde fiet (Z2pr — c) z -- rr — d —0, indeque z — > Hi duo valores ipsius z inter se aequati 
dabunt | | 
r=c+bpp ze V (era (ed — be) + böpp + acpp — App — 2bp° + pt. 
Nostro autem casu erat a— &, b — — 6, e—.— &, d — 1; hinc formula radicalis evadit 
| V (— 65 -- 16pp + 12p* -1- 2°) eive V (pp -i- 4) (p* + 8pp — 16), 
quae autem formula nullo modo tractari potest, unde patet priorem methodum non reduci ad hanc pesteriorem, 
ideoque eo magis attentionem merere. 
À. m. T. I. p. 276. 277. 
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98. 


(N. Fuss.) 


Methodus facilis bujusmodi quaestiones solvendi: Quaerantur numeri x et y tales, ut formula mz* -+- a* 
divisibilis fiat per datum numerum N. | 
Primum observandum, boc fieri non posse, nisi fuerit vel N — maa -4- nbb, vel N — ea -4- mabb. Pro casu 
priore quaeratur quadratum kk — AN + ab, quod si fieri nequeat, quaestio est impossibilis. Sin autem k inven- 
tum fuerit, erit u " 
 s$-2-«N-cap, vel etiam. z—aN-kq 
= ON + kp y = 8N + bg 
ubi «, B, p. q pro lubitu sumuntur. 

.. Pro altero casu quaeratur quadratum kk — 2mN +mab, tum vero erit ut ante e—aN+ Zap et y=PNhp, 
vel etiam z —aN + kg, y=ßN= bg. Sit m —2 et n — 1, ut formula 2x -4- y* divisibilis fiat per N—2aa+-b6 : 
Sumatur a — et b — 1, erit N — 33. Quaeratur ergo kk — 334 + &, quod fit si À — 0, eritque k — 2; erit ergo 
£g — 33a + kp et y — 338 + 2p. 


À. m. T. IL. p. 148. 149. 


96. 
(N. Fuss.) 


Dzrinirio. Proposito numero quocunque ittegro a, denotet a multitudinem numerorum ipso a minorum 
ad eumque primorum; ita erit ni —1, x2— 1, 13 —2, mk —2, z5 — #4, x6 —2 etc. Unde patet, si a fuerit 
numerus primus, fore za— a — 1." Quo magis autem numerus a fuerit compositus, eo minor erit za. Quem- 
admodum autem pro quovis numero a inveniri queat valor a, regulam quidem olim dedi, ejus vero demon- 
strationem multo simpliciorem hic sum traditurus. 


Leuwa. Proposito quocunque numero a, si formetur progressio arithmetica totidem terminorum, cujus 
differentia ad eum sit prima, ejusque singuli termini per « dividantur, omnia residua inter se erunt diversa, 
in iisque ergo occurrent omnes numeri ipso a minores, scil. 0, 1, 2, 3, 4... a — 1. 


Dewonsraurio ‚Sit p primus terminus et q differentia ad a prima, erit progressio. arithmetica 
ipod pa-3q,... p-- (a — 1). 


Quod si jam singuli termini per a dividantur, facile patet omnia residua inde orta inaequalia esse debere. Si 
enim hi termini p -4- uq et p -1- vg, ubi y et v minores sunt quam. a, idem praeberent residuum, eorum diffe- 
rentia, quae est (u — v) q, foret per a divisibilis. At quia q est numerus primus ad a, deberet u — v», hoc. est 
numerus ipso a minor, per eum esse divisibilis. Cum igitur omnia residua sint diversa , eorumque numerus 
=, in iis necessario reperlentur omnes numeri 0, 1, 2, 3 etc.... a — 1; semper igitur unus horum nume- 
rorum per a erit divisibilig : : | 


PRAEPARATIO AD DEMONSTRATIONEN. Sint 1, «, ß, y omnes numeri ipso a minores ad eumque primi, 


quorum ergo 'numerus per hypothesin = xa, inter quos ergo primus erit 1, et ultimus a — 1. Hinc constitu- 
antur sequentes series: 
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1 & ß y 5. a—1 a 
a 4-1 Ga-i-a a -- B a+y.... a—1 2a 
2a + 1 2a +- a 2a +- À 2a-1-y .... 3a—1 3a 
3a + 1 3a + a 3a + 8 3a+y....ka—1 ka 
n—-Na+1, (n —1)a-ra, n—N)a-+-P, (n—1)a- y... na—1 na 


Quemadmodum igitur hic prima series horizontalis continet omnes numeros ad a.primos ab 0 usque ad a, ita 
secunda series continet omnes ad a primos usque ad 2a, tertia vero omnes numeros ad a primos ab 2a usque 
ad 3a, hocque modo hae series continuentur usque ad ultimam (n — 1)a-4- 1. Omnes igitur, conjunctim prae- 
bent omnes numeros ad a primos ab 0 usque ad na, quorum ergo nnmerus est nıra. Singulae antem series 
verticales erunt arilhmeticae progressiones differentia a crescentes. His praemissis sequentia problemata facil- 
lime solventur. | 

PROBLEMA. Proposito numero quocunque a, investigare valores formularum 7ra°, zra?, af, et in genere za”. 

Sorvurio. In schemate superiore sumamus ^ —a, ut quaeratur za*, atque manifestum est omnes terminos 
illarum serierum, quia sunt primi ad a, etiam primos fore ad aa. Quare cum earum serierum numerus sit 
$—a, et cujusque terminorum numerus — ra, omnino habebimus a.a , cui ergo aequalis was, ita ut sit 
zaa==ana. Deinde sumto n — aa, ut sit na —a*, quia iterum omnes termini sunt primi ad a’, eorum nume- 
rus erit aarra, ideoque za" — aaza, Atque in genere si sumatur & — a" ^ !, ut fiat na am, multitudo om- 
nium ,Bumerorum ad a" primorum erit 

a” — Irre, 

Conorr. Si igitur a numerus primus, ideoque ra—=a— 1, erit 

= qm — ! (a — 1) 


Prosızma. Propositis duobus numeris a et b inter se primis, pro quibus habeantur formulae za et xb, 


za*'—a(a-—1), za'—aa(a — 1) et ... na” 
invenire multitudinem omnium numerorum ad productum ab primorum ipsoque minorum, sive investigare valo- 
rem z7tab.- 

Sorvrro. In schemate superiore sumatur & — b, ut fiat na— ab; et quia series horizontales continent 
omnes numeros ad a primos ab 1 usque ad ab, quorum ergo numerus est ba, jam consideretur prima series 
verticali, quae est 1, a-1- 1, 2a +1, 
prima ad à, numerus terminorum ad b primorum — tb. Hoc idem valet de reliquis seriebus verticalibus, qua- 


. (b — 1)a-1- 1, quae quia est arithmetica, ejusque differentia a est 


rum quaelibet zb continet terminos ad b primos. Quamobrem numerus omnium terminorum simul ad a et b 
primorum, ob numerum verticalium =na, erit —=ra.rcb, ita ut sit nab—=na.nb. 
Hinc jam tabula pro omnibus numeris condi poterit: 


z1--— sh ^ r 9—6 713 — 12 
ml ^| z6—2  s10—h  — z1&—6 
z3—2 n1—6  zn11—10  z15—8 
mh—2 'B=k  — mzi2—h n16=7 etc. 


Hinc porro patet, si fuerint a, b, c, d numeri. inter se primi, tum fore zabed — za . zb .ztc . xd. Hine 
similiter, si proponatur numerus a^iPc? d? — N, erit zzN —a*— ! za .&P— 1 zb c? re. d — md. 


| À. m. T. III. p 182 — 184. 
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97. 
(Golovin.) 

PaosLEMAa. Invenire duas superficies, quarum alteram in alteram transformare liceat, ita ut in utraque 
singula puncta homologa easdem inter ae teneant distantias. - | 

Soıvrıo. Pro priori superficie sit (Fig. 61.) Z punctum ejus quodeanque determinatum per tres coordinatas 

| | AT=t, TU-—«, UZ—v.. 

In altera vero superficie idem punctum Z déterminatum sit per ternas ‘coordinatas CX — = 2, XV-—y, VZ—z. 
Et quia per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarum variabilium, sint r et s hae 
duae variabiles a se invicem non pendentes, harumque fanctiones sint nostrae coordinatae. Nunc considerentur 
in utraque superficie duo | puncla r, s, ipsi Z proxima, quorum illud r prodeat ex variatione solius r, alterum 
vero s oriatur ex variatione sola ipsius s, ac per conditionem problematis terna intervalla infinite parva Zr, Zs, rs 
utrinque debent esse aequalia. Pro puncto autem r in prima figura ternae coordinatae erunt 


(adr (I) “dr (à); M 


Simili modo pro puncto s in prima figura ternae coordinatae erumt 


id (2): “+ à (2); v+4(2)- 


Hinc quadrata memoratorum intervallorum colliguntur 
Zr — dr® (@ + e + ©) | | | 
2 ae (4 +) | 
re = (ar GE) — à) + (ar 1) — a) + (# D - 6 D) 
quod postremum quadratum reducitur ad hanc formam 
= + 2° — 2 (@ Go) + GO ee OA) 


Quodsi jam à leo (, u, v scribentur litterae €, y. 3, habehuntur eadem intervalla pro altera figure, quae cum 
utrinque inter se debeant esse aequalia, habebimus has trea aequationes * | 


LC) +) +6) - (9 +0) +) 
ox + LOPOCOCOS 
0. ID QG) +00 + «6. | 


in quibus tribus aequationibus continetur solutio nostri problematis. Quemadmodum autem per methodos cogni- 
tas iis satisfieri oporteat, neutiquam patet, opusque maxime arduum videtur. 


Hue autem superior analysis sequenti modo traduci poterit: Sint litterae J, G, H, item L, M, N functiones 
prioris tantum variabilis r, et statuantur nostrae coordinatae . 


priores t==/Jdr+Js ^ posteriores x ——J/ Ldr + Ls 
w — / Gär + Gs y=/ Mir + Ms 
y — f Här + Hs & — f Ndr + Ns 
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unde differentialia eliciuntur (7. = J + = et G = J, sicque de reliquis. Unde tres aequationes, quibus sa- 
tisfieri oportef , erunt | | 


t (e) 62) GT) TG eor) en 


Il. J*--G* + I — I^ -- M3 .- N* 


m (re) e «(0 2) nr) (2 Qe) Qn 2) 


quae manifesto ad tres sequentes aequalitates reducuntur . 
L J*--G*-—- H* — L*-- M* -- N* 
ll. JdJ + Gd6 -&- HHH — LdL + MaM + NaN 
UL dJ*--4dG*--dH: — alt + dM? + dN? 


quarum secunda jam in prima continetur; ita ut tantum duae. conditiones adimplendae supersint. 
Quo hae formulae magis evolvantur, statuamux F+ + H* —pp, erit quoque PH NE 


Quocirca ponamus 


J=péamsinn, , G=—posmesinn, H=pcon 
L=peinusinvy, M— p cos u sin y, N —p cos v. 


Hocque modo alteri conditioni jam erit satisfactum. Pro altera autem habebimus: 


(dpsinmsinsi-1-pdmcos m sin n-t-pdn sinmcos n)*-1- (dp cos msinn—pdmsinmeinn-+-pdncosmcosn)?-1(dp cosn—pdn sin n)* — 
(dpain usiny --pdp cos p sin» -4-pdy sinu cosy)? -+-(dp COS u siny — pdusin p sinv -+-pdy cos u cos»)? 4- (dpcosy — pdv sinv)* 


- 


quae reducitur ad sequentem formam multo simpliciorem 
dp* + p'dm* sin*n + p*da* — dp* + p*du* sin*y + p*dy* 
sive ad hanc dm? sin*n + dn’ — du sin?y +- dy*. Sumere igitur licet quatuor angulos m, n et u, y, utcunque 
a variabili r pendentes, dummodo sit 
dm? sin*n -4- dn? — du? sin*y +- dv? 


sive tribus m, n et v pro arbitrio assumtis, quartus m ita definiatur, ut sit du = Y (dn? sinfn +- Ant — dy?) Vel 


sin » 
1. 
etiam introducto novo angulo 0 functione ipsius r, tantum capi poterit dm — = C7 — 29 et du — ven, 
! , "na. D # 


Quo facto ternae coordinatae 'DkO. atraque superficie quaesita erunt : 


pro priori: (t —/pdr sin m sip n -1- pesin m sinn; pro posteriori: æ — fpdr ain u ein y -4- ps sin p simv . 
« — /pdr cos m sin n, -+- ps cos m sin ^; y — / pdr cos p sin y +- ps cos p sin y 
v — /f'pdr cos n -i- ps cos n, | z — fpdr cos v -A- ps cos v. 
uhi denuo pro p functionem quamcunque ipsius t capere licet. | 
ApwoTATIO. Probe autem notari convenit hic altaram auperfcieta non pto data assunat licere, Saltem non 
patet quomodo functiones p, m et « essumi. debeant, ut prior supexficies datam obtineat figuram v. g. sphaeri- 
cam. Cum enim in utrisque forinnlis binae variabiles r et s in infinitum augeri queant, facile patet utramque 
superficiem necessario in infinitum protendi, meque ‘ranc extensionemi per quacplam imaginaria tolli "posse. 
Quamobrem figura aphgetica neque ulla, alja, figura ip spatio. finite eubsistens in his ;formulis contenta esse 
potest. Quod autem ad figuras terminatas seu undique clausas attinet, judicium de iis aliter ipstituendum vi- - 
detur. Statim enim atque figura solida undique est clausa, nullam amplius mutationem patitur; quemadmodum 
ex notis illis figuris corporeis, quse cerpora regulariä vocari solent, intelligere licet. Unde quatenus superficies 
sphaerica ‘est integra, nullam mutationem admittit. Hinc patet, eatenus # bujusmodi figuras mutari posse, quate- 
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nus non sunt integrae seu undique clausae. Interim patet hemisphaerii figuram certe esse mutabilem; cujusmodi 


autem mutationes recipere possit, problema videtur difficillimum. 
À. m. T. L p. 10 — 13. 


98 
' (Lexell.) 


Paosızua. Ex datis aliquot applicatis aeque distantibus, aream interceptam curvae proxime definire. 





(Fig. 62. I. Area AaBb — AB (= = —) 


IL » AàáCc — AC (AE) 


I, + Ada Ap (729 ZH) 
IV. .» AaE, = Ag (12300 EE c FE 


LÀ . 90 
et ita porro. Sit 


area AaXz — AX (a Aa + BBb -- yCc + 8Dd +... + Hz) 


erit L «--8--y--0-- etc. —1 
| | un 04 8 
M IL. B + 2y + 30 + ke + etc. =3”77 
4 
IL 6+2y+30+h'e+ etc. -=7 
€ 
IV. Br 2y + 3*0 + Vc + elo. 
s 
(V. B-r2'y 4- 3!0-i- Ke+ etc. = 
et sic porro. - | 
À. m. T. I p. 198. 
E | 
« 98. 
(J. A. Euler.) 


In logarithmica (Fig. 63), cujus subtangens AD — 1, ab applicata AB — 1 longitudo curvae in infinitum extea- 
Gt, Nam sit abscissa AP== 
et PM — y, erit y —e7 ^, hinc dy — — e7 “dx, et elementum arcus — daY (4 re), hipc 
BM — AP — faz (V 4-e—7?*) — 1) 
quod integrale ab x — 0 usque ad x — co extendi debet. | 
Ponatur V(1-1-e7?*) — 1 —z, fiet e—* — 2z + zz et — 2z — l (21-32); ubi pro æ —0 habemus 
z= V2 —1, et pro zo fit z—0; hinc differentiando ' ts U 


dr Kirn (4 2 5). 
Tl Hz +8. 


quae integrari debet ab z — V2 — 1 usque ad z— 0, vel nostra formula erit - 
— à (1 y) ergo integrando — xz + 1(2-4- x) + V2 — 1 — 1 (1 + V2). 


Nunc fiat z — 0, et quantitas quaesita erit 


sae BU superat axem AY etiam in infinitum productum quantitate V2 _ 1 — i 








» et formula nostra fit — 


NR -1+-R2-MUFW=N-Ar | 
| MN E A. m. T. L p. 958. 
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100. 
(J. A. Euler.) 


Paosızma. (Fig. 64.) Pro hyperbola, cujus semiaxis AC — a, posito AP — x, PM— y, sit ny=V(2ax-+-xze), s 
et ex M ad asymtotam CN ducatur MN axi parallela, invenire excursum rectae CN supra curvam AM, quando 
punctum M in infinitum promovetur. 


1 "AN PH 
Posito 2—o fit fy — x, hinc tang ACN—— et sin ACN — Var CN — cy! 0089 CN = yV (4 + nn), 
Tum vero habemus nnyy + aa — (a 4- x)*, ergo 
E _ E nnydy . 
z — V(nnyy+- aa) — a, und dz — Tv 


hinc arcus AM=fäy V (1 + mn — —# _\, Hinc 


nnyy-+ aa 


; nna 
CN — AM — fdy (Ver + 1) — V (nn +1 — a) ) n 
 Ponatur nunc Py mi) — V(nn+1 an » erit 
= 2 Van een dm 


1 w 4 
ey mrD-w aa ^ w^ ‘78° 
|... 8 qnn — WV (nn - 1) + vo 
| In $Y(m--1i)—vw 
Per logarithmos autem erit 
2ly — 2la — i (nn — 2v Y (nn +1) 4- vv) — Din — L (2v V. (nn + 1) — wv) 


* — deY (--nn)-i- ede — deY (nn + 1) a ede 
— mn — 9v y md 9» V (nn + 1) — vv 


hinc autem vix quicquam concludi poterit. 
Ineamus ergo aliam viam: Cum sit 


CN — AM — V (nn + 1) /dy (1 —y(1 M wa): 


nn--i1 nnyy + aa 


iis 1 _ — 2082, erit nnyy -i- aa — 22 
nn +1 nny-aa P Jy —— (nn + 1) cos?p 








» hinc 


aY (nn sintp — coste) 
— 7 eos p (nn + 1) 


nn 


ubi casu y — 0 erit cog p = ‘et 89 — = Von) et sin 9 — Wee ; fang p — hinc 9 — ACN, et 





pro y — co erit 9 —90?. Ergo integrari debet a 9 — ACN, vel tang 9 = usque ad 9 —90?, vel tang p—42co. 


aY (nn tang?p — 1) 


Est autem ny — — Y(w-r1) ^ Ponatur tang 9 — t et integrandum a = usque ad {— m; at sing = 


t . > EN ann tdt t 
ya cay Hine CN — AM —V (In) ve VD (1- ud vel 










—+ 1 1 1,131 1.3.54 
£— _ — (0 ——— — 
Est autem vau T =; a ‘75 4° 55 346 6° " + elc. 
. 1.3 dt .8.5 dt . . 
Erit CN— AM=na (+ fe PETE} — 55 fa (ai — 5 4 2456/3 mn” ae) Ubi notandum si 
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"EE | dt — du 6 1 o . . 
scribatur {= — » fore dent —1) 77 = f. Vn = wn] wj Are. cos — — Arc. cos x? et facto (— co. erit hoc integrale 


Li 4 . 
=> Deinde 


ld —* 
sro = [res Jess res fr [a 


etc. Fingatur [7 WD Af M "C — a + Bu^ + ! V (nn — uu), ubi terminus algebraicus fit — 0 (am si 
u—n quam si u —O, ergo ob arm erit 
ii = Er dm (Vm — wu^du 
Y (nn — A--3 JyY(m-wx) 


Cum nunc esset Vin ej T erit 


[ES A x f — widu 13,7, — "du — 1.39.5 x , te 
Y(nm — su) 2 9 Ps J Jan un) Q4 $9 , fem Sie" 2°" er. 


quamobrem habebimus 


CN — AM— — . sana 35 063 4 __1-3.5.7 1.3.5 


—  —— € GEB roms e. $ 
3 -i t qt 346 G4" aes 246" * etc.) 
Unde excessus in problemate quaesitus CN — AM pro infinito erit 


“lt _® I 2 #5 _ 159.9 7 e t 
4 9 ' $94 ER" 76 3: p.608 8^ + etc.) 


quae si n fuerit unitate minus, valde convergit. 








Sequenti autem modo hoc problema elegantius solvetur. Cum sit 


Graec Yieem a Yan sa) | 


Ann nnyy + aa 


n aa : ya 
ponatur — m et ———— — uv, erit ——— 
nn 3-1 nnyy + aa aa 





=, hincque y — — . m) 


atque 
a — wu)! 

ubi pro y — O0 habemus u—1, et pro y — co, 0. Unde fit 

du(1 — Y (1 — muu)) 


CN - AM— V ae 
— Yu — —d _ 

ubi fr -Yü =), Pro altero membro wd gen, . V (1 — muu) = V (1 — muu) .d. AS 
habebimus y » y 
MM ] — du ^na. (e) d — eem (4 — m) 

Ja er ya 
E 2 one f LY — un) | Y — m — me (nds Y d — wj 
hincque CN — AM — ( — 71 Y — mux) . 
At si u evanescit, fit V a — mus) = 1 _ E . mu, et pars integrata sponte evaneseit, ita ut jam sit 

| duY (A — se) 
CN — AM — — Vn [ya T ma . 


quod integrari debet a termino. u: usque ad u —O; sin autem dn ab «—0 usque ad « — 1f, ha- 
bebimus 2. CN AM —eYnm be — 


cujus valor per rectificationem sectionis conicae assignari potest, uti constat. Quemadmodum revera est diffe 
rena inter asyeitotam kt arcum hyperbolae. vide Nov. Comm. T. VIII pag. #34 cas. II. 
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(N. Fuss.) 


Erit enim CN — AM —aCY m — — (1 — «V m) IT, ubi II est arcus a vertice sumtus sectionis conicae, 


cujus semiparameter — 1 et semiaxis transversus — a, pro terminis integrationis supra stabilitis 


(J. À. Euler) | 


Haec formuld dwY (4 — un) 
- JY (1 — mur) 
duplici modo in seriem evolvi potest | 
1 
I. 


. T 1.3 1.3.5 
— 2 — 2,4 3,6 | 
Monus. Cum sit (1 — mm) ?—1-- g muse mug n + ele. et 


fu^ + *d«V (f — us) = 





1*1 &^duY(1 — uv) — n (0 — uu) 2 
À -- 4 I A-2-4 ’ 
ubi postremum membrum ab « —0 usque ad uv — 1 sumtum evanescit; quare cum sit n duV(1 — uw) = -" erit 
/" uudu V (1 — uu) = 1 

fatdu V a — uu) = 
Su V (1 — y) = 


etc. 





consequenter fit CN —AM= — may m (1+ i1 i 2 = CE . T ER m! + ete.)- Hic notandum si 
fuerit m — 1, fore CN — AM — aVm/du, ut fieri debeat CN — AM — a, unde sequitur fore 





1.1 144 3.3 
= 5 (++ T4448 etc.) 


ideoque haec series = —-- Alter casus, quo & — 0 et m — 0, manifesto prodit CN — AM—0 
II. Mopvs Ponatur “sin g, ita ut integrari oporteat a 9 — 0 usque ad 9 — x et habebimus 





E dp cost aYwm dp (1 + cos 29) . 
CN AM — aV m | y maig) © YO — $a) (4 — 2m Td sm [a m cal Lr) 
Sit nunc brevitatis gratia == k —— et 


_—1 

PR NAN Er 2, 
ig 

Jam vero est (1 -1- k cos 29) P—4— LR cos 2p +4 1-3 1x co8*29 — 





+ cos! + etc. Porro notetur esse 


1 1 
cos ag = +3 cos bp . 
008'2p = 006 2p + + cos 6p 


cos'29 =: cos 29 + g c08 or 16 04 109 
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cos*2op — res + etc. 





7 cos 2p + etc. 


7 — 
cos'2p = 2.5 = 5 


v 
© 
a 
sl 


+ eic. 





Deinde notetur esse /dp cos 24p — 7; sin 24p, quod casu 9 — 90° fit — 0; unde patet in evolutione omnes ter- 


minos sin 24g continentes omitti posse, unde nostra formula summatoria erit 


Jap (1 + k cos 99) 








1.3.5.7 1.3, 
M7 274.6.8 3.4" 7*5, ete.) 


— 1 CA T 1.3.5.7.9 RC 3.5 | 
2 _. am un © — ENS ——— Qo — $ .— Lee c m ] [od i 
dg cos 29 (1 +- k cos 29) —fàs ( 92 3 k 3.4.6 34" — 2.4.6.8.10 2.4. 2.4.6" ete.) | 


consequenter CN — AM — 


1 1 10,13, EA 18:57, 3.57.9 à 
17V, (i tirer *41488" 7345813, + ete.) 


casu ergo, quo ^ — co, fit k — 1, bic vero valor fieri debet —a, unde sequitur 


m (it 13 463.5 1.3.5.7 _ ce.) 





+72 47 4.4.8 4.4.8.8 


| 

. | 
Proposita autem vicissim hac serie, ejus valor ita investigari potest. Fiat k— zz et ponatur 
0134, 013 5.7 











19 8 
s=1-+ 772 +7 38^ + etc. et 
Aa LEES SUL 1.35.79 0 
= 73148? *44..849^ + 8 
ita ut s — + praebeat nostram seriem. Hinc erit 
de 1.8 5 101957, , de 
à 7747 * 44.8 
d.t 1.8 , 1.3.5.7 5. __ ds” 
d 77477448 + 96 Sr 
. ds 
hinc zd + tdz ——: Porro + + 
d.ss _ 1.3.5 m 1.3.5.7.9 
"a ota Tg “+ etc. 
ds 0. a VUES, + etc. | 85.d.5 
d ^ C 4.4 il e 77 à - d 


hinc 224 + 2tzdz — z*ds + se ds. En ergo has duas aequationes, ex quibus eliminando ds reperitur 


|— (4 —s9d  Q— Hr 
T zdx Ex 


+4(2— 2) 


= st + 12dz; 


unde resultat haec aequatio 


4 
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Q — zzddt (1 — 24) + zdzdt (1 — 52°) — 1dz? (4 + 3z*), 


A w)dt , (à— 591. 
. zdz 2 | 
Illa autem aequatio ad differentialem primi gradus reducitur ponendo ! = ep de dum erit de dz 


et ddi — e/*d* (dvdz + vvdz*), quibus substitutis reperitur 


unde si inventum fuerit !, tunc erit s— 


zzdv (1 — 2*) + zzvvdz (1 — 24) + vzdz (1 — 52°) — dz (& + 32°) = 0. 








___ . |, 49 qdz(4 — 5:9) _.; 2 2r 
Statuatur v — - d — 29! erit dv — :ü 397 ade quibus substitutis nanciscimur 
qqd: dx (4 + 39:9 
. dq + IA =) — m = ©. 
Lemma. Notetur haec reductio ferrand a — 77571 = —. = SE” ds (1 — 2") Á — 1, gi integretur 


a ; — (0 usque z — 1. 
ALIA METHODUS EANDEM SERIEM INVESTIGANDI. Quaeratur separatim series 











y, 43,4 48.57 
s—t+ Me ss + etc. 
_4,,135,, 1357.9 ,, 
et t—— ko 8^ *344.8.8.12^ + el 
Pro priore consideretur formula 
— 1 . e. » 
(1 — kkz*) opaca e 15 a! ae T RO etc. 
hinc erit 
— + 1 1.5 
fdp (1 — kkz*) *z—fdp-a-- kk fx dp + 15 NE dp + etc. 
* 3 7 41 . 
Nunc fiat Jédp=/fdp, et f dp sfr, et /z'dpo— S fz'dp, erit 
_1 | 
E TES REPRE PRAE 
8 — fü +, Miss t etc. 








ym2-3a —1d 
Ex superiore lemmate habemus f 3 = 1 — —,» unde fit 
(A st) (4 — st) 
sa = sh deinde s 2 = À z8dz -. 
(4 — £y (4 — st at 4—39*. 
. z2dz . 
Unde patet sumi debere dp — 3? consequenter erit 
(4 — 194 
szds zzds 
d _—= * r' $ 
4 —59*ü —kut)* (dt 
An 43.5, 1:3.6.7.9 36 . 
Pro altera serie t — ;* "14.8 k + 134.8 8.13 k5 + etc. Consideretur 
1 : | 
(4 — kkzt) $—41 1 ‘2 1.3 $,6 T" 4.5.9. 5,10 
—u oa. qg. tags + cce 


Fiat /z*dp =} J2 dp, Sad À /z'%p etc. Hinc dp = ur 3 , unde sequitur 
| (is) | 
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—_ı 
| — kkzt 4 — 
= [® ((4 — kkz*) 1) d: 


3 3 
kzs (1 — :€* (1 — st}t 


Hinc autem neutiquam patet quomodo haec series commodius exprimi possit. - 


A. m, T. I. p. 958 — 266. 


101. 
(N. Foss.) 
Si trianguli latera fuerint 
a — rs (qq + 0), b— qu (rr n), e — (gr + sf) (rt — gs) 


erit area — qrst (gr + si) (rt — qs). 
At si quadrilateri circulo inscripti latera fuerint 
a—f-—pqr, b —f — pst, c — f — gu, d — f — rtu 


existente f =; rer + 8) + u (qs + rt), hic scilicet est f semisumma laterum; tum vero area quadrilateri erit 


== pqritu. 
À. m. T. L p. 396. 
102. 
r (N. Fuss.) 
= Turonema GEOMETRICUM. (Fig. 65.) Si quatuor puncta A, B, €, D utcunque fuerint sita, eorumque bina 


jungantur sex lineis rectis AB, AC, AD, BC, BD, CD, inter has sex lineas talis est relatio, ut sequens aequatio 


locum obtineat: 
AB? . CD? (AB* +- CD?) — AB? . CD* (BC? +- BD* + AC? + ADS A- BC? . BD?. CD? 


+ AC? . BD? (AC? +- BD?) — AC . BD: (AB? + AD? + BC? + CD?) + AC? . AD? . CD? 
+ BC? . AD? (BC? -- AD?) — BC? . AD? (AB? + AC? + BD? + CD*) + AB? . AD?. BD? 
| ME | ) + AB* . AC* . BC! —0 
ubi in tertiae columnae quovis termino tres rectae triangulum constituentes conjunguntur, in prioribus autem 


columnis ratio compositionis est manifesta. 


DzwowsTRATIO. Sint latera AB —a, BC-——b, CD—c, AD—det diagonales AC — p et BD=g. Co 


siderentur anguli x et y, et ex triangulo ABC erit. cos y = — a, et ex triangulo ACD erit 


dd +- pp — © — 


002 — Dr 
08 CF = ß 
At vero ex triangulo ABD erit cos (2 + y) M =; 


hinc ergo erit 


A A— | | _ | 
inl y — VA, cos Ly — V +, sin iz — Vi? 2 et cos? 2 — Lt 








Fragmehtorum ex Adversartis continuatio. 903 


unde fiet sin (5) — y un 5 + a) + ya -— au 4- B) 
) | THIN — y/ 2-0) (0. 2- B) 4 — a) d — f) 
" cos (EN) = y 090-8 — ya -90—^ 














At vero ex tertia aequatione sin ( Y x) = y: i et cos (> y ) —y! = 7, unde nascuntur hae duae aequa- 
tiones | 

Ya A --«)2-V(1 —e)(1--8)—Y2(1 —y et V(1--a)(1--8 —Y (1 _ a) (1 — 8 —Y2 (1 -- y). 
Sumatur prioris quadratum et reperietur V (1 — aa) (1 — 88) — cf — y, hincque denuo sumtis quadratis : 
1 — ac — 88 — yy + 2a8y — 0. Hic igitur tantum opus est, ut pro a, B, y valores substituantur, scilicet 





quo facto et per denominatorem kaaddpp multiplicando, si termini in ordinem redigantur, erit 


aacc (aa -&- cc) — aacc (bb + dd +- pp -&- qq) +- aabbpp 
+ bbdd (bb -1- dd) — bbdd (aa +- cc +- pp + 99) + ceddpp 


-+- PPgq (pp + qq) — ppqq (aa +- bb + cc -+- dd) + aaddqq 
+ bbecqq — 0. 


Multo brevius autem hoc negotium fieri potest, posite æ + y — 2; erit cos z — cos c cos y — sin x sin y, 
ergo sin æ sin y — cos æ cos y — cos z et sumtis quadratis sin°x sin^y — cos'x cos*y — 2 cos & cos y cos z -+- cos*z 


at est | sin?x sin?y — 1 — cos*z — cos*y +- cos*x cos?y, 
ideoque 1 — cos*z — cosy + 2 cos x cos y cos z — cos?z —0, hoc est 
1 — «c — BB — yy + 2afy —0; 


reliqua manent, ut ante. Cum igitur sit 


dd + pp — cc aa + pp — bb Y aa + dd — qq Z 
= = —ı co8y — = — et cosz — = — 
C05 = 9dp - up y Sap 9ap 9ad gà ? 
. XY YY ZZ XYZ — . o 
bincque fiet t — Addpp ^ Aaapp daaià " Aaaddpp = 0 et per &aaddpp multiplicando 


kaaddpp — aaXX — ddYY — ppZZ + XYZ — 0. 
Sumto nunc (Fig. 66) in triangulo puncto quocunque, ex quo ad singulos trianguli angulos ducantur rectae e 

æ, y, z, erit ^  -—  ' amc (aa-t- 2x) — aaza (bb + cc + yy + 22) + aabbec 
| + bbyy (bb + yy). — bbyy (aa + cc + xx + 22) + aayyzz 
-- 0032 (ce + zz) — ccz3 (Ga + bb + 2o + yy) + bbxxzz 
. - | | + ccrryy = 0 
quae ita disponi potest : 

aaz* — œæyy (aa -+ bb — cc) — aaza (bb + cc — aa) -+- aabbec 
+ bby* — 2.27 (aa + ce — bb) — bbyy (aa +- ec — bb) 
- rest 2 (db ce — aa) — cexz (aa + bb — cc) — 0. 


A. m. T. I. p. 345. 346 
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108. 
(N. Fuss.) 
Paosıema. (Fig. 67.) Angulum ACB, sive ram AB in ^ partes aequales proxime dividere 


2 46; deinde in radio CB capiatur Cb — 








Sorvrıo. In AC producta capiatur Ca — — à — CB; tum per 


ds 
puncta a, b agatur recta arcum secans in O, eritque M proxime E AB. Ita si angulus debeat trisecari, ob n —3, 


erit Ca = — AC et C6 — TCB. 
À. m. T. U. p. %. 


104. 
(N. Fuss.) 


Tuzorzma. (Fig. 68.) Si arcus circuli quincunque ab in duobus punctis p et g utcunque secetur, semper erit 
sinn.ag.sinn.bp—sinn.ap.sinn.bq -1- sinn .ab.sinn.pq 
ubi pro n numerum quemcunque accipere licet. 
Hinc si fuerit n numerus valde parvus, erit 
ag . bp — ap. bq <+- ab . pq. 
À. m. T. IL p. 132. 





IIl. Analysis. 
105. 
(Lexell.) 
Criterium pro dignoscendis radicibus rationalibus aequationum cubicarum. 
Quum aequationis cubicae ternae radices ita exprimantur: 


I. epe IH .z—p— Er 2 ÿ Er 9 Yr, IM. z=p— qr 3 Va— arr» yr 


hae tres formae rationales esse nequeunt, nisi Yq et y" sequenti modo exhibere liceat : Va= s+tV —3 
et yrs — ty, — 3; tum enim fiet 
| | I.z—p-2-2s5, Il.z—p-—5s—8, Ill.z—p-—s-4-8t 
tum autem ipsae litterae q et r similes formas habebunt; erit scilicet q— u -4- v y — 3 et r—«—v y — 3. 
His praenotatis, consideremus aequationem cubicam: z? — 3fx + 29; cujus radicem constat esse 
a y (a 2- Y eg — 19) + Y (9 — Vos — f). 


Ut ergo omnes tres radices sint rationales, ob g + y/(gg — f') «c v'y — 3, evidens est esse debere 





Y (gg — f*) — vy — 3, ideoque » — y-s-f et f* — gg —3w, sive P 3 7? —q; unde concludimus, quoties 





3 — 
f 3 99 fuerit quadratum, etiam omnes tres radices fore rationales. 

Exeurrum. Sint radices 7. 2 — 3, II. —47 et II. x — 10, unde aequatio resultat =? — 79x -4- 210 — 0, 
sive. x’ — 79x — 210, ubi f=T et 9; — — 105, binc f? = et gg = 11025, ergo fF— gg = 195364, 


27 
consequenter P N LIUM et yn =, unde fit = et y zz — 105. 














Fragmentorum ex Adversariis continuatio. | 905 


Hoc idem autem in genere ita ostenditur: Sint ternae radices x — a, x — b, = — a— b, ita ut aequatio 
sit 2 — (a? + ab -3- b?) x — ab (a-1- b). Hinc fit 


a? + ab + b* — ab a +b) $05 + 3a°b + 6atb? + 708° + Ga?bt + 3ab5 + be a 
= — et ——— ff ——————— 
3 2 27 
a4b? + 93353 + a?bt —g2 . 4a$-v 19a%b — 3a4b3 — 96a*5* — 3a?b* + 12ab5 $c 
et gc, ego Df BE — 
Q0 3 2h — ab? — 988 _ 
hine vt = g'. 20 ae 2 Lo eno 2, 


Osszavari0 I. Quum f? — g* debeat esse triplum quadratum scilicet 3v», sive f*— gg + 3vv, certum 
est hoc fieri non posse, nisi ipse numerus f jam babeat formam similem mm -+- 3nn, unde sequitur, si numerus 
f in suos factores primos re&olvatur, unumquemque fore formae 6c -1- 1, cujusmodi numeri primi sunt 7, 13, 
19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97; unde statim ac numerus f factores involverit vel 5, vel 11, vel 17 etc. 

cerium est aequationis omnes radices non esse rationales. 
| Osservarıo II. Sit igitur f numerus hujus formae «a + 368, et quum sit 


(aa -4- 388) (pp + 39g) = (ap + 389 +3 (eq + Bp)", 


erit (aa + 388)? — (aa + 388)* + 3 (B = Ba)” — (aa — 388)* + 3 (2,)* 
porro (au + 388)* = (a? — 3o88 = 6088)* + 3 (2aaß F ap + 36°} 
ideoque vel (au -+ 388)? — (a? + 3a BB)? +- 3 (za +- 38°)? 

vel (aa + 388) — (a? — 9o88)* + 3 (3aa8 — 36°). 


Hinc quum sit = gg +- 3vv, erit g2- + (a — 9088) et v — + (3xaf — 36%); quare si in aequatione 
a = 3fx + 2g fuerit f — «x +366 atque insuper g — + («" — 9aBB), tum omnes tres radices erunt ratio- 
nales, et nisi simul fuerit f — ea + 388 atque g — = (a? — 9058), omnes tres radices rationales esse non 
possunt. 

OBseRVATIiO III. Sin autem f et g tales habuerint formas, ut sit z* —3 (aa + 385) x + 2a (ax — 986), 
radices certe erunt rationales, quippe quae erunt æ—2a, x—— a+ 38, et x—— ax 38. Hinc igitur ve- 
ritas nostri criterii ita est stabilita, ut non solum praesentia criterii tres radices rationales indicet, sed etiam 
rationalitas radicum ipsum hoc criterium involvat. 

Ossenvario IV. Videamus autem, quoque, quomodo hoc criterium ad formam generalem aequationum 
cubicarum applicari debeat. Proposita igitur sit forma generalis + Pz? + Qz-+- R==0; primo ergo ad for- 


mam praecedentem revocetur ponendo z — x — 22 et aequatio resultans erit 


+; 


a+ (Q —-., P!) s-- À P — 3 PQ-- R—0, 
sive | s—(IP-Q)s—izP-uP9—B 
unde pro criterio nostro habebimus = p-— 3 Qetg—— E P + erg unde fit 


(—w 1 1 s _ 
3 5 PPQQ 81 Q° — ap R+ is 1 POR "RR 
ergo per 324 multiplicando, criterium nostrum postulat, ut sit quadratum sequens forma 
P!Q* — AQ! — APIR-H-18PQOR— 21R —=0. 
À. m. T. I. p. 109. 110. 
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Continuatio. 


Sit cubica aequatio z*— fx + g omnes radices habens rationales, quae sint a, 8, y; quia earum summa 
s— 0, erit y — — « — f. Jam sint c, ff radices hujus aequationis zx — pz -4- q — 0, ubi propterea erit pp — kg 
quadratum, haec ergo per z-- p, hoc est z-i- a -4- f multiplicata, ipsam propositam producere debet, quae ergo 
fit z*! -i- (q — pp) z+ pg — 0 sive s! — (pp — g) 2 — pq; quocirca erit f=—pp — q et g — — pq. Quum igitur 
sit pp — &kq— D, quaeritur quomodo eadem haec conditio per f et g exprimatur, quae est quaestio peculiaris 
naturae. Multiplicetur pp — kg per quadratum p* -+2appg + &agq, ita ut etiam productum 
p* + (2c — À) p*q + (ou -— Sa) ppgq — &oog! — O0 esse debeat; 


manifestum autem est similem formam nasci ex formula f?-+-ßgg; prodit enim p* — 3p*q-4-(3 +- f) prq—17— =D; 


pro identitate igitur litterae «, £ sequenti modo definiuntur: a = 3 ‚= =, qui valores etiam Lim 


membra identica reddunt, ex quo pro rationalitate trium radicum hoe criterium requiritur, ut sit f* — S green. 


De hoc autem- criterio duo sunt notanda: 1? f? — - gg debet esse quadratum integrum; 2^ hujusmodi aequa- . 
tiones v* — &fv + 8g ad formam simpliciorem ponendo v —2x debent reducl z* — fx + g. 
À. m. T. L p. 113. 115. 





Paopızma. Si habeatur haec series 


4 1 1 gi: 1 a 
1 1ro id ^ 1-—3a tiré ie 


ejus quadratum s* commode per seriem exprimere. Erit autem 


tr ar Aa Ar ee 
— Are dr (rd 7 
2 9 Q 
ira rat rod — etc. .... (= — 24) 
2 9 Q 
Chee) eade T oae ete. sv. (2 ++ 2B) 
ar ete... (= — 20) 
1.4 + 30) TS re re re we. 
etc. 
Erit vero As + A _ 1 ete. 
EU (2-a)(12-2a) * (1--32) (4 + 3a) 
1 1 1 1 
sive À — 


1 Tira fire 12-30 1 + 9a MIN e) 


ergo À =" «1. Similiter 


T + ira Ara  1--9a  i--4a " 1-+3a " 


ergo B=} " + « Eodem modo 


. Fragmentorum ex Adversariis continuatio. 


1 4 1 1 1 1 1 


—39aMV1 +3 ira ira  1--9a Irre | 1--3a 1+6a ^ 
4/145. 1 4 . 
ergo € = (+ ere + rs) et ita porro. Quocirca fiet 


1 


2=1+ Bi 
m “ +02 (A ud "t 4 2-3a) 


—t etc. 
— —31-r- (+ > — (4 + + 17, 1 sx) + etc. 
$e 1+a 3a M1 ira 1+% 
cujus partis posterioris valor ita investigetur: dus 














92 Qz* /4 
= ir Tr Er (+ EE Le etc. 
: d  — 9 22 2x? 1 
ent da a" 1+— PRES "RPM + etc. 
zd: — 2x +2 
| do ^ —4,'1 = (1o) T etc. 
adeoque dese NE RE etc 
eoq dv a  a(i—+a) a(1--20) j 
Ponatur z — y^, ut habeatur | 
y) _ 2 | 256 27%" 
ay — idy a Ta >) ala) etc. 
(A+ y) ds _ 92y , +1 — 99i 
seu Pig 770073 Faro £3. € (le 
FR ds 
LN My __ — 9,12 sa — 2 
dy = — 2 + 2y° — 2y*5 -1- 2y MEA 
(y) ds — dy — 9y^ —*dy 
d ar eg À UM AK 
y^—3dy r dy 
a=-2f 1 + y? 


- Posito ergo y —1 erit quadratum quaesitum 


s$* —1 + + eic. #2 


1 1 
(cap * Tr) 
Hic vero occurrit casus memorabilis, quando a — 2, ideoque 


1 1 1 - 
=1-53+77+rd=7 
E _ 9 | 2... zz 
tum autem fit | Zz—=— [a em, = (Are. tang y) = 1’ 
unde tandem oritur mn" —1 PL 1 + 1 + etc. _" 
16 8? 755 7? 16 
adeoque IH rar etc. =". 


Sin autem fuerit a — 1, ideoque 


$1 — 1,1 1. elo, -log.2 


23 4 
EE dy dy __ — oftylo. (13 -- 
vum = a+ = 2 f y --y) 


et ponendum erit post integrauenem y —1, erítque - 


— 2 — 1 4 1 ‘ — log. (1+ y). 
= (log . 2) =1+ stoytat 0€ 2f 


907 


etc.) 


a , consequenter 


À. m. T. I. p. 169 — 164. 


* 
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107. 
(N. Fuss.) 


Taronkma. Proposita serie potestatum quacunque 
P —1 2-27 a xP aa? a- x) etc. 


ejusque sumatur potestas exponentis À, nempe 2^, in qua evoluta occurrat terminus [n] x”, ejus coëfficiens [n] 
ita pendebit ab aliquibus praecedentium, ut sit 


+ la + etc 


= S I an — 6] nm T7 jin—ni À 


quae expressio eousque est continuanda, quamdiu numeri n — a, n—f,n— y, etc. non fiunt negativi. 


Demonstaarıo. Ponatur P^ — S, erit (S — XP et =) hincque PdS — ASdP, quae aequalitas ita 





e 
repraesentetur P. = = ÀS. zu Cum igitur sit P — 1 + x^ + aP + 27 + etc. erit 
zdP B 8 | 
. us 70x e Pal + gay + Ox + etc. 


Jam in serie S occurrat terminus [n] x”, praeter quem considerentur eae potestates, quae per = multiplicatae 
producere possunt potestatem x”, qui termini ila repraesententur | 

S=..... [^] z^ [a — a] z^ — ^ [a — 8] 2^ — 8 etc. 
Hinc ergo erit 


15 — 1a [n — o] 2^ a AB [n — Bla" + Ay [n — y] 2^ + etc. 


Deinde cum ex iisdem terminis sit 


n [n] z^ -- (n — a) [n — o] z^ 77 -- (n — B [n — 8] z^ + etc. 


quae in P ducta, pro potestate x" praebet sequentes terminos 
5 [n] z^ 4- (n — e) [n — o] z^ 4- (n — 8) [n — pla -- (n — y) [n — y] z^4-.— ete. 
Hi igitar termini z" utrinque debent poni aequales, unde erit 
n [n] 4- (n — a) [n — a] +(n — 8) [n — 8] -- (n — 5 [n — y] 4à- ete. = 
Aa [n — a] H- A8 [n — 8] -- Ay [n — 7] -- 22 (n — 0] 4-. etc. 
unde conficitur 


= old g^ — 1 yn — 1 eis Q. E. D. 


ConozLanium. Cum in serie P exponentes ipsius x sint 0, c, fj, y, 6, etc., in serie S — P^ aliae potestates 
non occurrunt, nisi quarum exponentes sunt summa À terminorum hujus seriei 0, a, 8, y, 6, etc. unde si in hsc 
serie S omnes plane potestates ipsius x occurrant, id erit indicio omnes plane numeros reduci posse ad sum- 
mam À terminorum islius seriei 0, &, 8, y, 0, etc. At si quaepiam potestas x” non occurrat, tum ejus coéffi- 
ciens [n] aequabitur nihilo. Manifestum autem est, nullum coëfficientem fieri posse negativum. 


A. m. T. L p. 335. 336. 


Fragmentorum ex Adversarits continuato. 


Lu Ses Q ta rn 108. 
^ ) 
fl ) (N. Fuss.) 


TeorEma. Sams hujus seriei S — 1 — 3 (1 — 3)* 3 (1-5 ++) 4 _ $ + — 


— FR — 2 
est S — 13 +3 1 (19) 
Demonstaatıo. Colligantur primo ultimi termini eujusque meinbri, qui erunt: 


teda hola ete. =. 
3? 4 6 


e . e e . . . . . . La 
Deinde his terminis exclusis, colligantur denuo termini extremi cujusque membri: 


His deletis colligantur denuo ultimi termini, qui sunt 
1 1 1 1 1 1 
13*34*35*467* 97 -g(t*3) 
Simili modo ultimi sequentes erunt 


— —, —— — ———,— etc ——3(13 3) 
e Li . 7 3 9 3 


Eodem modo sequentium summa erit 4 (1 ++ ++ 


1 1 1 1 1 
=1-5(1+3)+3(1+3 +3)- 4 (1333) etc. 
erit S — ed — 1. Jam istam seriem postremam ita reete 
| a? IN =! 1 1 
moe (13) r4 3 )-3053 += ; 3)+ etc. 


unde sumto x — 1 nostra series t prodit. Nunc autem fiet 


-- 1) sicque porro. Quare si statuamus 


_ 1 1 4 s ı 1,14 
—1— s(1-- 5) 7 (18-3 +5) -2 (1-33 3) etc. 


unde termini primi singulorum terminorum juncti dant 


1 


1— cc ra — ar etc. =>" 
+2 





Colligantur porro secundi — Y (@—2æ+a—xt+ etc) = . 





Tertii dabunt + 3 (xx — at mat —x+ etc) — 


4 4 
ze +zE® 


Cuz Tag etc. Quamobrem erit 


Sequentes erunt 


1 4 1, 
dt 1- zarzu— .® —+- ete. 


dz 4-2-2 


| 18 2- a) 
— z(--a) 


I 


NE - | 1 
fractio, cujus numerator = — { (1 + x), sicque 7. Cum igitur sit Ur = zx 


partes erit 





909 


1 
+) + etc. 
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dz 
dt — (+ zx) — 1, 025. 
cujus posterioris membri integrale est — 3 (+ x) — — + (125*. 


Pro primo membro f = [(1+ x), id erit 


JE zm Q 5 ne etc.) 
z 2 à 4 5 j 





——t ctm + etc 
77 R | 
Unde facto x — 1, erit haec pars . 
4 4 4 
1—4773 —16* etc — i2" 
Consequenter habebimus (— 1g —' 1 128, ergo summa seriei propositae. 
s=7 +7 1 19). 


Turorezma. Sequentis seriei 


s=1-4(1- 2)++ (1- 3+3)-4 (1-5+3-4)+ etc. 





. dom 
summa erit S — 39 
DzwowsTRATIO. Colligantur hic iterum ternsini postremi singulorum membrorum: 
12-1341 + et. =. 
2 5 7 708 
His deletis reliquorum ultimi termini colligantur, qui sunt 


Sequentium ultimi dant + EA + 35 + etc. - (1 + zy sequentes erunt 


1 1 1 
7i? 3.9 Bu etc. =-z+(1+5 +35) 


AR 
et ita porro. Hinc erit $—— — t, existente (imd -7(1+ 3)** 6 (+ ++) etc 
æ* æ 
i= 31-7 7 (1-3) (tes +3) - etc. fietque 
u __ — m? 1) ( 1 1 - 
Fri Au (1+3 + X 1-3 +5) ete. 


cujus seriei primi termini collecti dant z — x? -1- z* — c" + etc. 





—1 7? —. Secundi termini: 
+ 20 





a a a! 1 c? 
$3*373^* etc. ——3' II 
| 1 = . . 
sequentes dabunt + 5 ‘is *5cqme ent 
4 94. 1 4 
ze — a es = — y! 
do THE Te + OC. are tang 


D PPP 
dz | 4 -—-22z ^ A+ 


dz d e. 
consequenter { — f. peer f. T ss cujus integrale t — y (Are. tang x)*. Hinc sumto x — 1, erit 


4 mmo mm _ mm __ Inn 
=; 16 — 394^ Consequenter $—— — 33^ ^73 


Analysis. 


. Statuatur 





Fragmentorum ex Adversariis conlınualıo. 311 


ConocLansium. Inventa hac summa si ipsam seriem propositam ita tractemus: 


s=:-5(1- 3) (t- -$*$5)- "* 

















° dS 1 
ut fiat tes (1— 3)*7 (1 —-3* 5) — etc. 
termini primi dant 1-1 +2 ar et —.— 
+22 
. 4 zx x* . as dz 
secundi: ep? tertiis prr ideoque = ie 
1 4 z | 
Est vero dire) ^ Aoc) ergo | 
dz de do dz 
. s=- [fi 12-z2jJ1— 2m 
. e . dæ 3 4 1 5 1, 
Cum igitur sit fi geee.7 +78 +72+ etc. 
erit FEIZ- peer 4. etc 
| «Jia 25 T 
Posito ergo x — 1, erit 
fs f dm gay iii, et =. 
zJ1—as 2 5 mJ "8 


. da . 
Quare cum s—°77 » erit = ——— fa f Ta’ unde sequitur 


33 | 
f. cdz f do à xm 
ram 3 
quem valorem non video quomodo directe erui posset. 


Prosızma. Hanc seriem, secundum numeros primos progredientem, 


4 1 4 4 1 1 1 1 
$ IL ———— Tri am rn” etc. 


ubi numeri primi formae 4n — 1 habent signum +, reliqui formae #n-+ 1 signum —, in seriem convergen- 
tem convertere. 
Sorurıo. Hoc duplici modo fieri potest. Cam enim primo eit productum - 


x À 4 8 142 12 
1335701 0 etc. == 1, 


ubi denominatores sunt numeri primi, numeratores vero pariter pares, unitate vel majores vel minores, sequi- 
tur fore 


=1-5+3(1-5)+ 3 z-1)+7(1- xL 2)*u(t- EIL 7 + etc. 


x 9 6 6 .10, 14 
Deinde cum sit 4's'$' T0, 2 etc. — 1, hine sequitur fore 
z 4 /9.6 x 2.6.6 L1 
=3-1-5(3-1)- (1-33 ILE 9 —1)— ü 3.5.1 9 -1) 
2.6.6.10 = | 
-5(1- 3.5.5.4 3) À 


quae ambae series manifesto valde. convergunt. 


Taxzorema. Potito >= q, si summae sequentium serierum ponantur: 


- 
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1,4 1 
stp tp pt te —4^ 
1-11, 1,1, + eic 2B 
gg tntg.atwg Ti . 
1 1 1 1 
l—gsta nt qust etc = 4 Cq 
1 + lad daba etc. —8J24* 
gt  5* 7* 94 11* 
etc. 
coefficientes ita a se invicem pendent, ut sit 
AC -- BB AD + 9BC AE 
A-—1, B=i, cH, pf, E— 2%, pre, etc. 


unde colliguntur isti valores 


61 H — 17 


N . 5 2 _ 
A —1, B —1, (=— — 1 E —3 F= 7» =.’ 315 


9 = 3? etc., 
ubi insuper litterae seorsim per 1, 2, &, 8, 16, 32 etc. multiplicari debent. Hinc istos numeros ulterius con- 
tinuavi, quos ergo cum potestatibus ipsius q sequenti modo repraesento. Prior columna valet pro potestatibus 


imparibus, posterior vero pro paribus: 








Aq —=1.q Be = 1.94* 
C =. kg D* = —.8gq* 
Ep — + . 164° Fo —.2.394 
8.3 3.5 
7 — À eu s T ; 
Tu; 94 Hg =; 1289 
977 2.31 
9 — . 9 10 —. e 10 
Ss 2969 Kan, 5129 
19.2659 n 12 — 2.691 A 12 
Lj — gió 81.957" 1024 Mq — ai-35.7.11 ^ 20988 
etc. etc. 


Quodsi litterae posterioris columnae ordine dividantur per hos numeros 2.3, 2.15, 2.63, etc. prodeunt meae 


fractiones 1 » — 1 
6 x 945 ? 35 


Supra habuimus haec duo producta 


x 4. 4 8 3149 12 #7 2 6 6 
4 g'b5'1' lui etc. —1 et 9'3'5 7 M 13 etc. = Î ; 


— 3 eic. 


. ous 4 8 19 19 16 90 a la: 
horum prius per posterius divisum dat: 1 » STD en 1. Hae fractiones invertantur 


et sumantur logarithmi, eritque 


- 


6 $ L 
1 


4 — 





1 
Cum igitur sit / T = | — $$. RT 7 , etc. evolutis logarithmis semissis dabit hanc eequationem: 
A 4 — * 1 + T Pd 
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4 4 - 4. 4.1 À: 4 . 4. T 
st !|wtugtwtg'. 
(08.45 d ld 1,4 
(7 383 "V 8&8 7.7 7 _o 
_1_1.1_1.1_-1.1 «e 
11 3 11-5 115 7 4| u 
4 4014 4 1 4 1 
PET pass Ta N 
Hinc ergo erit | 
4 N 4 1 N | 
FT Tu te ta e | 
1 (1 Lt. 1,4 ete.) 
+; rca uncta 490857 777) 90 
41/4 1 1.41, 4 
aisi in ete.) 
| ‚etc. - er]. Turn. \ , 
Hinc porro : = 
1 14141. 11, etc —s— 1 B 
875.65 17 141 13 17 067.78 
+ 1/1 371,4 A t 
‚#70 7057 (qp 74g ,5 ete.) 
RC t 
ss 75 qu Miss m etc.) 
1 /4.. 4 1 - 14 1, 
| + (Fr - mtr ete. ) 
etc. | 


Unde sequitur nostram seriem S aliquantillo majorem esse quam E " | P | Bu " 
Ossenvario. Per similes rationes inveni, si omnes numeri primi in duas partes dividantur unitate diffe- 
rentes, ac pro numeris primis formae 85 -1- 1 vel 8n -1- 3 partes majores pro numeratoribus, minores vero pro 
denominatoribus sumantur; pro his.autem numeris 8n— 1 vel 8" — 3 minores pre .numeratoribus et majores 
pro denominatoribus sumantur, productum: omnium harum fractionum erit == 1, hoc est à | 
9 9 3. 6 6 9 10 BEEN 


9 — 9 — $ — 9 —- 0 9 —— etc — 


1 8.4 5 7 8 9 1 


met _ A, 1.1, 14 | | 
COROLLARIUM, Transformatio seriei TT $'t*tT7-utii-mnu + etc. etiam hoc modo referri 
potest : | ] Br 
| ‘4 4: 1 1 
s=7+ ;( (+ 35) (1 5) (+4) Qi. —1+ 54m 96) 
| 231 4, 4 
Sida (1— 59 (1-79 (etc. —1+5-7+ 7m cte) 
1 1 


++ AH (127 )) ) (1—52 (1-7 3) (ete. Ar 


ubi >=), Q— "n" R—64Gg", etc. 
| À. m. T. ML p. 104 — 107. 


€ 
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IV. Calculus integralis.' . 
0 Q4 4 | , ,. 
(J. A. Euler.) | | 
Si ponatur y= x erit 1 dec E N ideoque | 
Var a Con += 0 (pe — rép) 
rn 7 ma er te 


_ (Pda — qip) Y (aa - 8) . 
Hin enge : : 
c fit 7 (ap + bg) V pp — de) --- ours 77 


fi — ein) Y (aa — i) — À dp + og. 

; (ap + *g) Y (pP — 99) : T Fig 0. 4| 
l — — " de Y (aa — bb) |o Ann rl b--am : 1 [1 

L Sit p—1 et q— c, erit raum Ur mbi e nj 


Il. Sit p—1-c- zx et q— x V2, erit pdq — qdp — (1 — xx) dz y 2 et pp — qq —1#+ z*, unde fiet 

bi zz) +arv2 

a(i--ax)--bgY3 , ., 
MO TT, Aem. TT gs 9238. 





dz (1 — zz) Y9 (aa — bb) — Arc. sin 
[a ( + zz) + bzY 2) Y ARN 4 


. ” - -- "--- . 
. * m " . ^ . 
.f M [u 110. 
: e 


. , I 1 
6, ? mM ut TU :P ; 7 Q A." Euler.) * 


... Specimen meihodi facilis Análysih infinitorum indeterminatam tractandi. 
‘4 a . na 4 84 . 


1. Sit propositum problema de inveniendis curvis algebraicis, quae sint rectificabiles. 
Sint coordinatae hujusmodi curvarum zc et y, quae ergo quantitates algebraicae esse debent, eritque arcus 
curvae —J/'V (dx* + dy*), qui etiam quantitas algeliraica. esse debet, quae sit — 5, atque habebitur 
| oaov daa sno. Vdd re dy ad ine dat +de, rss. 
, & Penatur ergo. does et. dA. de sin ip; dbi sing et’cosyp algebraice exprimi debent, Ponatur 
E cx 84048 € -I- p. et iita sin -4- q, atque-ut linc flát dir — de cósi g et dy — ds uin: ; non obstante variabilitate 
- quantitatum p, q et q, hécessd est at sit L ado sin pur dp — 9: ét sdp cos 9 -+-dg = 0; nde patebit , quomodo 


ae 


TI BT ing’ quae posterior aequalitss 


he quantitates a se invicem pendere_ debent, flabebiqué ergo &— 


hend dp cos  — — dq sin 9, hincque impo À ! 


"8. Sumta ego "inter" quels p et q relatione quécunque algebraica, ita ut sit vel q fanctio ipsius p 


vel p functio ipsius q, erit etim = quantis algebraica: capi ergo d debet (ang y = = — Ta: ungle tam sin p quam 


, ideoque etiam s erit quain algebraica , uti re 


u 4p 7 _ dp 
| dar, T7 dep 
qurituT Te Te Ten EE 


k. Invento autem 4 habehimus „pro chrva quaesita: q s cof p + p eb ys sin 9 4- 4. Sicque ex aequa- 








cos 9 definitur, tum veró accipi debel s— 


tione algebraica quacunque inter p etq pro lubitu àssumta semper curva älgebraica rectificabilis deduci potest. 
(LexelL) | V.) EN 0r. PE DERE HY AN b) c f 


5. AC si: éerva desideretur algebraica, eujus rectificatio a data quadratara pendeat, solutio ita institui 
poterit : 
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Ponatur dz* +- dy! — ds*, ita ut jam s non debeat esse quantitas algebraica, ac statuatur dy — ndz, eritque 
ds — day (1 + nn), integralia vero statuantur y — na + p et s — TVA am) +4 atque habebimus adn + dp =Q 
dp dq Y 4 + in) VA nn) — dp 


nada 
et amt dq=0, unde fit es —4à. 777 wm hincque porro er EO obtinebimus 
n= dE s et V (1 en) = Ze Quo valore ipsius n invento pro curva quaesita colligimus. 
= — 7, yo nz po Pa y Lf UP e = Pre) 


6. Hic ergo q non debet esse quantitas algebraica, sed tameu ejusmodi, ut quantitas z fat quantitas al- 
gebraica. Ad hoc praestandum sit / Pdp quadratura illa, a qua rectificatio pendere debet, ita ut ne Pdp 


— 4 
non sit quantitas algebraica, ac ponatur q— 9 Pap, unde tamen fiet a hinc autem fi er et 


va rm yp; ; et nunc curva quaesita his" formulis definitur 


DE 0Q—PRPS _ Pdp (1 — PP | » 
= 90 )* y—— eu PP) 4-p | i 


quae sunt quantitates algebraicae; at vero arcus curvae prodit 
| |. dp(1— PP) 
im SPI fp 


7. Haec solutio adhuc generalior reddi potest; sumta enim pro 7 functione quacunque algebraica ipsius 
p, si copiater qz T/ Pdp;.tum A ac propterea etiam n fiet quantitas algebraica, ac proinde etiam x et y, 
| dp Y (A + nn) : 

8. At solutio adhuc generalior reddi potest, si pro v accipiatur functio quaecunque algebraica ipsius p; 
tum vero Ÿ ejusmodi fanctionem algebraicam ipsius v denotet, ut f Yav quadraturam praescriptam involvat; 


problemati enim satisfiet ponendo q-— T-+-/ Var. 


at vero pro arcu habebitur s — — 


9. Si insuper haec conditio adjiciatur, ut non obstante, quod curva non sit rectificabilis, tamen unum, 
vel duos, vel tres, vel quotcunque volueris habeat arcus absolute rectificabiles. Hic scilicet totum negotium 
huc redit, ut in postrema solutione /'Vde certis casibus evanescat, seu exhiberi debet ejusmodi curva alge- 
braica, cujus area in genere sit /'Vdv, quae tamen certis casibus evanescat. 

10: Quadratura proposita est area certae abscissae respondens, ac pro abscissa — z designetur area per 
II : z, ita ut sit IT : z — / Zdz siquidem Z applicatam denotet. Aream autem ita definiri ponamus, ut sit I1:0—0. 
Quodsi jam area desideretur, quae casibus p — «, p—f, p—y evanescat, tantum capiatur Z—(p—o) (p— 8) (p—y), 
quocirca in solutione superiori postrema sumatur y — (p — a) (p — B) (p — y) etc. vel generalius 


v=(p— a)(p— B)(p— y) etc. P; 


tum enim sumta pro V tali functione ipsius v, ut proposita quadratura obtineatur, tum curva ibi descripta ab- 
solute erit reclificabilis casibus p —— 6, p— 0, p — y, etc. 

His expositis aggrediamur simili ratione problema nostrum principale, quo debet esse dz'sin*y + dy? — dr?, 
ubi litterae x, y et r sunt arcus circulares, quorum sinus cósinusve demum fiunt quantitates algebraicae. Nunc. 
autem analysis nostra ordinem retrogradum teneat. Incipiamus igitur a poaitione dz sin y—dr sin et dy—dr cos @; 
quia autem non y, sed siny vel cos y debet esse quantitas algebraica, posteriorem aequationem ita referamus: 
dy sin y.— dr cos o sin y, et integrale debet esse algebraicum. Quod ut fieri possit statuamus 


cos Q sin y — p cos r -1- qain r, 
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et sit? c | 07 | dy sin y — pdr cos r + gdr sin r 
Cujus: integrale ponamus p sm r — j cos r — — cos y, aut cosy — qcosr — pin r, esseque debeat 


ec. 7 ' e 


sinr. dp — cosr. dq—0 seu tang r — 7f. 


Deinde ob cos y inventum etiam sin y innotescit, unde ex facta hypothesi cos o sin y — cos r + qain r obtinemus 
cos © — m. (Si haec cum superioribus comparentur; videmus esse g= 080, p — — sind cosy, 
unde pulchre sequitur 
ol | cos 0 sip r — sin 0 cos r cos y 

’ COS (9 = —— 

sin y 

EN dq . 4 sin 0 B 
, Mngr— p ^ din cosy) 


, 


deinde etiam eleganter consentit valor 


prorsus etiam ut supra.) 
Videamus nunc etiam quomodo pro altera parte dx ratlocinium prosequi debeat: Erat autem 


. . dr si 
dx sin y—drsino, unde fit dz — u. 
at jam invenimus 

cosy — gcosr — psinr et siny — V(1 + 2pqsinr cosr — qqcos?r — ppsin’r) et con, 


Y(4 — pp — qq) 


"na D. qq n dr . . . . . 
unde sin. © — Sag atque dg = Ta =» = (Consulamus iterum primam solutionem , ubi erat 


dx — d$ +- dg eritque dp — t jam autem invenimus . 


as 
tang y sin 


p — — sinÜ cosy, q— cost, sinü — Y (1 — qq), = 


Bu p VA — pp — qu __ YO —pp — 0 
cup yq Lu ti — yg tuy c my 0, 00 


eorisequenter 
eut 1 u] FEN - pdq 
dp — (1 — 99) VU —pp- a 


quo valore substituto colligitur 
% 


de do E. _pdg 000 daddp 1. (pd? -- pdptdg — daddp + qgdg.ddp 
Eb dp yu s ia) (ex d eaa) o.) 


mM VU — pr? — 19 
quod novimus esse differentiale arcus £ cujus cotangens est 
| . 4p,,. 

— (f — qq) + 
d (f — qg) P 
.Y — pp — M)-- 
Quarum formularum evolutio nimis est difficilis ) 


ÁLIUD TENTAMEN. Quum esse debeat ds Te 





; ponamus de == + dy, eritque 


dr sin o 


O04 dz —dp— sin y 





—64p, . 
ubi £ et 9 sunt etiam arcus, quare dividatur per sin*£, ut habeatur ^ 


ts ""' gt Eu drsino dp B 
' ' sín*£ : sin y sinté sint?! | 


quod ergo integrabile esse debet. In hunc. finem statuatur 
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sin o CE otf 
————. € , - T7 
sinysintd  sinfir 5|. mc. 


ubi s non involvat r, simulque integrale fingatur T coté — «cot r +1; unde differentiando fit 
db — wir wdr 
in 77 =, dé cotr Edi DI — dE 


sicque erit du cot r — di — E Ex quo colligitur dp — = (du cotr — di) sin*£, quia cot £ d : hinc 


.. TN .. iin v t “con — t sin r 
E ' Go y nn C08 7 Y (sinir + (« cos r — tsiar)?) 


| sin o # 
Jam vero posneramus snysaM — nr’ ubi loco sin £ valorem substituendo 


sin © (uu cos’r — 2tu sin r cos r + (1 +- 4) sin^r) — w sin y . 


Y — pp — 99) 
sin y 

(nu cos*r — 2tu sinr cosr +- (1 +- 1f sin*r) (1 — pp — qq) — «sin^y — uw (1 + 2pq sin r cos r — pp sin*r — qq cos?r) 

ex qua aequatione relatio inter p, q et 1, « debet definiri, ubi imprimis notasse jnvabit, has quantitates p, q, 1, « 

angulum r non involvere debere; unde sequitur aequalionem illam aeque subsistere, sive ponatur r —0, sive 

r—90°. At positio r —0 dat wV |1 — pp — gg) —uvw(1-— qq) et «— y altera positio r — 90? 

praebet (1 + 1) Vi — pp — q4) — 9 (1 — pp), quae in illam ducta dat 


(+4) (1 — pp.— 99) — (1 — pp) À — g9) 
| LL pq . 
unde RE TETE 
Sicque t et « definimus per p et q, atque jam omnibus conditionibus problematis est satisfactum, praeterquam 


quod adhue valor anguli o debet determinari. Verum supra invenimus 


dq — (du cot r — di) sin*£. 


at vero praecedens operatio praebuerat sin 9 — » qui valor substitutus dat 


At cum sit 
cot£— “or tsinr _ (4 — qq) coe — pg sin 
mm sinr ... siarY(1 — pp — 49) 
_ pdp (4 — qq) + qq (— 1 + 2pp +09) 
(1 — pp — go 
de = — ede d — 99) — pda (1 — pp) 


a — pp — «oi 


du 


praeterea. est sin CETT et and erit ergo 


P d 
4 


— Pdp* (4 — qq) — 9 qdpiq (1 — pp — 20) + pág? a — pp) 
dq (1 — pp — 99)? 


In superiori tentamine omnia manent usque ad valorem ipsius t, qui cum inventus sit ex aequatione quadra- 





du cot r — 


tica, sumi debet = — ya — pg unde statim prodit 
du cot r — di — dq , P997 A — qd) — q eot r A — 2pp — qq) --q cote (A — qq) +» (4 — pp) 
: (1 — pp— qq) 
quae posito dp — dq cot r abit in. 


du cot r — dt — pdq (pm en iem pO m dan 2pg cot e p (d — N) . 


(4 — pp — qoi 
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(4 — qq) col r pq . 
Ya 


' i— —, 99 
- sin zm d — ei) pp + pg coi rr (1 — qq) eor) 


Cum vero cot£2 «v cotr —1— 


unde denique fit 


pd 
4p — = - PP —.99) 

Ubi commode usu venit, ut solum differentiale dq hic insit, alterum vero dp una cum tangente r ex calculo 

excesserit; hanc ob rem non p per q ita definiamus, ut haec formula ad arcum circuli reducatur, sed potius 

relationem inter quantitates q et sing tanquam cognitam spectemus, quam adeo pro lubitu assumere licebit; 


tum igitur = erit quantitas algebraica et vocetur 2 = —s, atque ex aequatione s-— 


minemus quantitatem p; quia enim Y (1 — pp — qq) — 


Er ET ,9 deter 


—P . t — c— —— Po. Tr 
:( — 9) TRUE ga we reperiri 


potest p et sequens solutio completa concluditur: 


1. Constituta relatione quacunque algebraica inter sing et q, positoque == s, quaeratur quantitas p 


: ie =? __. 
| ex had aequatione VERT 
2. Inventa hac quantitate p sumatur tang r — 3, atque hinc porro 


EE 1 — 99 | 
‚ya i7 Tu et. 


3. Deinde quaeratur arcus y, ut sit coöy=gcosr — p sin r. 


4. Hinc porro angulus 5, ut sit cot £— u cotr — 1, quo angulo invento habebimus x — £-1- 9, sicque 
problema expedite est solutum. 


NB. Hic autem etiamnunc desideratur criterium, ex quo pateat in formula dp — (du cot r — di) sin*£. quan- 
titatem cotr ex calculo tolli; in hoc ipso enim. vis methodi consistit, ut r ex calculo excedat, propterea quod 
tang r per dp et dq delerminatur. Ad hoc ergo criterium, ob 
. 2 — Dt 4 
sin = 1-8 (€ - 9tu cot r -- au cot?r 
requiritur, ut ostendatur ex expressione : 


dp — du coLr — dt - 
(^ weenir — cr + 1 + tt 


omnino tolli cotr, propterea quod sit tang r = = » hinc enim etiam ratio differentialium dt et dw quantitatem 
cot r involvet, sed quomodo? Supra invenimus wu — pp — qq) -:1— qq, (14-1) (1 —R— 4) —(1 — pp) (1 — gd), 
(1-4) V(1 — p — a) —« 1 pp), LÀ tm, Gom a pp, ppt NE, 
1 — pp — qq —= rte Cut), 1 27 it — gg (1-1- t + uu) — 1 —29g—+- gt, unde pro determinando g 
haheretur haec aequatio 


g* — qq (Í — tt — uv) — tt 
‚Unde patet praestare loco i et uw valores per p et q introducere, uti fecimus, ubi ob dp— dq cot r &tatim se 
prodidit criterium quaesitum. 


Notatu etiam dignum est, quod prodeat dg = — id a m ubi jam neque p neque « ; inest, ita ut ex re- 


latione d s habeatur ( — — sq (1 — gg). 
| À. m, T. L p. 37 — 4i. 





Supplementum ediü A. MDCCCXLII- Commercii epistollet 
(Correspondance mathém. et phys. St.- Pétersb. 1843. 8°. T. I. H), 


varias ipsius Ill. Euleri litteras, postea detectas, ac bucusque ineditas, continens. 





A. Sex litterae ad Nicolaum Bernoullium Il, Basileensem, J. U. D.*) datae 1742 ad 1745. 
4. 


LU 


Viro. Consultissimo atque Amplissimo Nicolao Bernoulli S. P. D. Leonhardus Euler. 


Cum acutissimum ingenium Tuum semper plurimum sum veneratus, tum me Tibi, Vir Celeberrime, 
maxime obligatum agnosco, quod non solum olim insigni me benevolentia sis complexus, sed etiam mea qua- 
liacunque inventa mathematica digna judicaveris, quae examini Tuo exquisitissimo subjiceres. Ne igitur graveris 
gratiarum actionem debitam, etsi séro, tamen. ex animo officii plenissimo profectam benevole accipere, vehe- 
menter etiam atque etiam rogo. Ad hoc peropportunam occasionem mihi praebuit Vir Clarissimus Hagnauer 
J. U. D. qui hinc in Patriam reversus a me lilieras commendatorias petiit ad universitatis nostrae proceres, 
praecipue Jureconsultos: quem itaque Virum Tibi, Vir Consultissime, tantum commendo, quantum mea com- 
mendatio valere potest. ZEE : 

Profundissima Tua. investigatio summae: seriei 1 +7 : da ni^ 3 +; : jg * 916. quam sextaoti quadrati ipsins 7r, 
denotante 1: rationem diametri ad peripheriam, sequen: Garenzreim, non solum me maximo :affecit gandio, 
sed etiam universa Academia Petropolitana auctoritatem..Commentariorum plurimum amplificari est arbitrata, si 
illud schediasma Tuum insereretur: id itaque Tomo IX esse inseñtum aegre haud feres, cujus Classis Mathe- 
matica, cum Petropoli abirem, jam typis erat expresa. : Sins dubio jan imspexisti. methodum. meam, qua sum. 
mas hujusmodi serierum altioris cujusque potestatis paris definivi, quamque ex divisoribus aequationis infiniti 
gradus derivavi. Interim tamen fateri cogor, nisi consensum summarum illarum cum veritate aliunde essem 


expertus, me non ausum fuisse eas pro veris venditare. Cum enim aequationis illius infinitae 


$i s5 
TS — 6 * 19 . ete. 


inter arcum circuli s ejusque sinum x, a posteriori infinitas radices ipsius 8 cognoscerem, dubius iamen hae- 
rebam, an ista aequatio non alias radices imaginarias , praeter. assignatas , involvéret, quod si usu veniret, 

summae inventae cum veritate consistere non possent. Quamquam autem nunc quidem demonstrare possum, 
hanc expressionem ; m 


t , t l 
1 4 E . 


* . u . -— i E . +- .. . - 
*) Filium Nicolai, sommeram geometrarum Jacobi et Johannis fralris, adetórem tractatus De Arfa oonjectandi In 
jure, natum d. 10 Octobr. 1687, mortuum d. 29 Novembr. 1759. 
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(quoniam ad hoc binomium 





reducitur, existente n numero infinito, atque hujusmodi binomiorum omnes divisores assignari possunt), esse 
productum ex his factoribus 
u... - #8 ^ -- | 88. 08 
| ft = s 1 t 3) (1 — 3) (1 7 16% -) ec. 
unde in genere hujus serie — ur Ä 


1 1 
1 47 37 m + 3m am mt etc. 


summa, si m fuerit numerus par, exhiberi potest. Tamen huic methodo aliam magis genuinam, a me nuper 
detectam, praefero, quam sublimi judicio Tuo, Vir Amplissime, omni observantia submitto. 
. Quaesivi per solitas integrationis regulas integrale hoc 
mE | | u zP—ldz 
1+29 ? 
idque partim a logarithmis partim. a à quadratura circuli ita pendere deprehendi, ut si 1 addatur 
I —P— ldz | 
EE d 
in v integrali summae partes. a  logarithmis pendentes se mutuo destruant, eae vero, quae quadraluram circuli 
postulant,  duplicentur: Investigavi igitur integrale hujus formulae 


| zP—1 Im 


1 —27 
ita sumtum , ut evanescat posito æ —0; quo facto, posui x — 1, atque inveni integrale hoc casu ad hunc valorem 
| - 
q sin À T 


reduci, ubi x denotat circumferentiam éireuli cujus radius — 1, in quo eodem circulo sinum arcus ri accipi 


oportet. Simili: modo demonstravi integrale ‘bujus formae : 


Zi — a PP —1 d 
Ti ren 


eodem casu, quo post integrationem ponitur z — 1, abire in 
x cos A?” 

in À py 

qsin À — 
Quodsi ergo illae formulae per series integrentur, atque tum ponatur æ — 1, prodibunt duarum harum seri- 


eram summae: | 
x 1 1 1 1 4,04 An 





Ä ume 4. : ro ek: 
| nat Pr ap J+P 29 —p "4p 3q—p dr gr en 
TA 
7t cos A— 
4 4 
—-—1__ı"2__”7”7_.2___[1_,2__I2_. etc. 


APT D o qQ—p q--p. Bump. 39-9 Bar du-rp. Amp. 
q . 
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Si igitut ponam 1 — z, quicunque valor tribuatur ipsi 2, semper hae summae"erunt veritati consentaneae:" 


. 
P ‘ EM . ’ : . EP . ) 1 





x 1 1. 1 4 140 4 | 
sinAxr =. T4147. dai on Ts etc, et. . : en 
mcobAm 4 . 4 1 4 t. 4 . a. . » 
sin Ars.  & 1-z 1+s a_-, "Ir: 3=: ^ elc. 


Cum veritate ergo consensus manebit, si differentientur quoties libuerit. Quare cum sit 
d.sin Arz—ndz cos Anz, et d.cos Anz — — ndz sin Anz, 


prodibunt, divisione per dz utrinque facta, sequentes series 


ATH COS Anz — 1 4 4 3 4 + 4 _ 4. — ete 
(inam) =  (0—:9 Asp QG Grp Gp °° 
TT — IL 1 ot + 3 + 3 + 1 
(sin Amp Ta A — =? ra + 0-9: (+ DT G—:} + elc. 


Inventis hoc modo summis serierum reciprocorum quadratorum, secunda differentiatio ad summas cuborum de- 
ducet, atque reperietur E 


z? m*(cos.4ns) — 1 1 1 1 


b 
2 sin Anz (sin An)? ^ — st ü—35 ^ 44-33 Q—3:) * G3: + etc. et | 
9n? cos "P 1 1 1 1 


a QG Pt T 97e 
sicque ulterius pergendo ad summas quarumvis altiorum potestatum progredi licet. 

Si haec, Vir Celeberrime, examine Tuo digna. judices, id Te maxime rogo, ut me respohsionb dignari ve- 
lis, quam vel Magnificus Vir Patruus Tuus, vel Filius ejus Celeb. ad me expedire haud gravabitur. Sin autem 
mihi sperare liceret, Tuo commercio directe frui, me Tibi devinctissimum agnoscerem. Unicum adhuc Te, Vir 
Celeberrime, rogatum velim, «quoniam novi Claris. Wenzium Tibi famitiarem esse, ut ex ipso sciseiteris, 
utrum meam professionem Petropolitanam vacantem accipere: non dubitaret: equidem jam de hoc nil certi pol- 
liceri audeo, quia nondum mihi constat, quantum praesentes perturbationes Academiam affecerint. De cetero, 
si maluerit in aliqua Universitate Regia provinciam Juris vel Matheseos obire, mihi persuasum habeo, me ejus 
commendatione apud nostros Academiarum Protectores magnam gratiam esse initurum. Me autem potissimum 
Tuo favori ac patrocinio plurimum commendo. Vale, Vir Ampliesime, mibique fave. Dabam .Berolini d. 16 Ja- 
nuarii À. 1742. 

(Responsionem vide Corresp. T. II. p. 681.) | 


Viro Consultissimo atque Celeberrimo N. B S. P. D. L. E. 


Nihil gratius mihi esse poterat, quam litteras meas per Drm Hagenauer ad Te datas tam benevole a Te 
esse acceptas, mihique tam luculentum insignis Tui ergh me favoris testimonium comparasse. Quamvis autem 
profundissimae Tuae meditationes de summatione seriei 


tt 1 + etc. 


pariter ac de integratione formulae differentialis | 
Pa —P—i 
1% 79 ‚de 
L. Euleri Op. posthuma T. I. | 66 
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summo me gaudio affecerint, temen vehementer doleo Te, aliis negotiis tantopere obrutum, tam parum temporis 
ad res in mathesi absconditissimas excolendas impendere posse, neque nisi rogatur, cum otium fueris nactus, 
quicquam suscipere solere. Quod si autem rogationes tantum aped Te, Vir Amplissime, valent, equidem de 
scientiae amplificatione maxime mereri videar, si Te frequenter rogarem, id. quod lubentissime facerem, nisi 
Tibi rogator importunus videri vererer. Ego vero Te rogare non cessabo, quoniam tanta praemia in scientise 
augmentum redundant, et ob hanc causam confido Te institutum hoc meum non aegre laturum, tantumque ro- 
galioni meae tribues, quantum voles et quantum otium permittet: ego cerle quicquid a Te impetravero, lautis- 
simi muneris loco habebo. | 
Quod igitur primum ad methodum Tuam summandi seriem 


1 4 - 
+++ ete. 


attinet, quam Petropoli sum nactus, atque ob summum acumen communi Academiae suffragio Commentariis in- 
serendam curavi, equidem nihil omnino invenire potui, quod contra eam objici posset, neque adeo causa erat . 
nobis dubitandi num publicationem aegre sis laturus? Majoris autem erat momenti objectio, quae mihi facta 


est contra meam methodum ex serie 


0s + " eíc 
— 6 120 . 


petitam; quam etsi statim praevideram, tamen aliter initio tueri non petui, niei meastrando, summas hac via in- 
ventas cum summis, quas varii approximandi modi suppeditant, apprime convenire. Omnino antem cunctse 
objectionss tolli mihi videbantur, si demonatrari posset, aequationem infinitam, 


: "eL s 


alias radices in se non complecti, mási quas natura circuli indicaret. Quodai emim. fuerit 


(— gw oe (1-2) (1-1) (1-57) ee. 


120 un 4xxr Osxx 
seu 1— 5 - etc. —-(1—z) (1 — 12.) (1 — 32.) etc. 


eerte coëfficiens secundi termini — T aequalis ease debet summae ooéfliciemtiem ipsius ss im singulis facteri- 


1 1 1 1 
bus, seu € "xa "dun Or 5 etc. 


atque coëfficiens tertii termini +- _ aequalis erit summae factorum ex binis terminis seriei 
1 1 


an Ann In” etc.; 


hincque si hujus seriei duplum subtrahatur a quadrato seriei 


B U id a. ete. 
. zx Ann 


remanebit series quadratorum singulorum terminorum 


I, 1, 1. tc 1-21 seu niai ig tc. 
pat gua ct 90. 73677439 50° SS Iran 


, Sin autem expressio 


Litterae ad. N. Bernoulli datae, 


523 


praeter hos factores indicatos, alios factores in se Icompletteretut, jd quod in serie pro ellipsi mihi usu venire 
videtur, tum hoc ratiocinio nullae verae summationes obtineri possent. Quamobrem nulli dubio locus super- 


esse mihi videbatur, si demonstraretur expressionem : 


esse productum ex his factoribus 


| (72) (LA) ee 


Demonstrationem autem hanc tandem ita sum adeptus, ut ostenderim hanc expressionem 


83 s. 
94 790 


qua cosinus arcus $ exhiberi solet, esse productum ex his factoribus 
4 ss 4ss Ass 
(1-2) (1-52) (1-55) ete. 


van +1 (1 B FAN, 


atque generatim hujus binomii: a” -1- b" omnes factores sint contenti in 


+ ete. 


natum. Cum enim sit 


1—5 55 a etc. — ; (+ 
—9"*3 7% — 3 





aa — — 2ab cos 


siquidem pro k omnes numeri integri substituantur: fat 


a—1-4- "7-71 et 1-74, erit rg et 9a) — 2, 9^ 
" "n nn 





hincque factor generalis formae . 
Sk — 1 


1 — T, 
Lid “ 





ss s se . Br bs 
3 Tai 730 * etc. ent 1-2 (142) 0084 


seu ad formam 1 — pss, cujusmodi omnes factares.esse debent, reducto, erit 








) 


1+rcsA 71, 
1- - 
en 1 m cos À 3k — 1 
. eme . . . e . 9k — | s 

factor generalis illius expressionis, posito ^ 2—«co. Quia vero est n=o, erit areus ——— # infinite parvus, et 
idcirco | | TN 

— — 1n — 

1 — o4 tl, T —_ @k - Dam et 1 -i- cos A ?* lr— 9. 

5 Sun 

unde factor ille generalis et 1 — nen Quamobrem loco k substituendo successive omnes numeros in- 


tegros fiet 


BEER etc. = (1-25 (1— 25) (t — a.) etc. 


. 1 . 
ideoque g 77 summae terminorum 


E = summae factorum ex binis his terminis; 1 — summae factorum ex ternis, etc. unde summae potestatum 


' 790 
cujusvis exponentis integri eorundem terminorum, sett seriei 
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nr un it de: 'u En mE TI 2, m Le 4: ‘4; d. 
mE 2 Ung gg t ign 


Md . 
. etj , 14 H * . b. 


poterunt exhiberi. Possum itaque summas harum omnium, serierum 


+ etc. 


4 
D EN get +. etc. 


ac proinde etiam harum 
Iran 1 potato s etc. | 


invenire, si quidem ^ sit numerus par. Sin autem n fuerit numerus impar, nunquam affirmavi me series has 


% 


ad summas revocasse, quod ideo moneo, quoniam vidi Te, Vir Amplissime, in ea versari opinione, quasi eliam 
summas hujus seriei, si n sit numerus imper, assignare me; .posse.putem. Hocque ipso dubium, quod circa al- 
teram meam methodum attulisti, sponte evanescet. Praebet enim haec methodus _utique pro omnibus potesta- 
tibus summas, at si exponentes fuerint impares, tum numeri tantum impares in denominalores ingrediuntur, at- 
que signa alternatim sunt affirmativa et negativa, Scilicet omnes: series, quas hoc modo summavi, in hac forma 
0 generali: Ww a v " | | 
she (es) +) + u) + ete 
continentur. Seriem ergo u 03 E | 5 | I 
4 1 4 


Li 
lists uu 


3 p gi elc. 


adhuc ad summam revocare non potui, “etidmei jam pridem in hoc negotio elaboraverim ; tantum quidem mihi 
constat ejus summam per ? exhiberi non posse, et suspácor fere /2 ejusve potestatem insuper ingredi. Multum 


b. 


quoque in hoc gsurm versatus, an summam seriei 
l 


ru 
at - An" 


"v | "m INE INPS etc. . ] 
art ' 


aliis casibus praeter £x +1 eruere possem: unicum vero qoa=z 1 adhuc sum nactus, invenique esse 


à 


N ^, ps aT — - 4 - .; 3 .. 


T a 1 i . 
1 1 1,4 1 4L +4 i ' 


Maxime autem sum admiratus operationes Tuas, per.quas integrale formulae 
gp —1-a$—P—! = 
1#a7 dz 
Gui iA genre tum casu ‘x + 4, ;jevenisti, quas, sane difficillime. 2omprehendere. potuissem, misi ipae. tantopere 


in hac investigatione elaborassem. Si Integrada sit formula differentialis wie, in qua M et N functiones quss- 
D. © 


cunque ipsius c rationales ' denotent, praecipuum ' quaestionis caput in eo versatur, ut fractio = in ejusmodi 


‚sinpliciores resolyatur,,, ,quarum “denominatores. sint binomiales formaè «-1- - s, numeratores vero constantes. 
Quam resolutionem ita instituo: Si p<+ gx factor denominatoris N, nempe N — (p + ge) $; sitque pars fractio- 


M P 
nis — ex hoc fa orta =+ : — — 
is oc factore . ria : - = ia pars alter& reliqua = 5’ 





N n u. " - 
. P M A . M(p--gx)— AN M — AS M — 4$ 
er Sy p + m Nora) S(p-r-qz)' ideoque P— p+qr 


Quare cum P sit quantitas integra, erit M+—:AS divisibilis per. p+ gx. Posito ergo 


M _M(p-+.«) 
une DO eu, og fiet M-45=0, ideoque A==-— — 


Hujus autem fractionis, facto —=— tam numarator quam, denominator ,evanegcet , ex quo erit 
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ond? 


REN a (p + ge) 4M + qui” Calc UU 


. d . | = 
Co. r.i s uS n OM. cL axP—lma$—P—, 0c TRE 
Sit igitur | | Ww oma ; . TEL ot . 


et denominator babeat factorem 1 4- ax, qui praebeat fractionem integrantem Eee erit . 
"m tn Aa der) dM + «Más AN tL a ot nu t Hj 
u an ? | | 


posilo =" ; ideoque erit =: 


aA aM Er | a (te | y) 
a -- a ° 7 (bs 


Hoc igitur, modo inventis pro singulis fractionibus integrantibus . numeratoribus  integralis partes clicui, quae 

cum essent imaginariae, binis colligendis ad quadraturam circuli sum deduetus. Videtur autem mihi omnis 
aequatio älgebraica non solum radicum imaeginariarum numerum parem habere, sed etiam has ipsas radices ita 
comparatas, ut binae.in se multiplieatae productum reale praebeant, qu&e proprietas mihi quidem: verissima 
videtwr, etiamsi eami generaliter demonstrare.non valeam. Theorema nempe ita se habet: Ut omais expressio 
algebraica a +- fx + yz* + 0x + etc. quotcunque fuerit dimensionum , si non in factores simplióes p-i- qx 
omnes reales resolvi queat, , ea sallem in factores trinomiales pq +ras, qui omnes sint reales, semper 


f 


resolubilis existat. 
Probe autem agnosco, si aliunde demonstrari posset, esse 


sin Á . zz — 712 (1 — zz) (1 - 52) (1-5 =) etc. 2 
tum tanto apparatu integrationum non esse opus Ad: serierum memoratarum summas investigandas, sed eas im- 
mediate ex hac formula deduci posse. Inveni quidem jam pridem hanc ipsam expressionem pro sin A. nz; at 
hoc ipsum ex summis illarum serierum jam cognitis concluseram: , averem igitur methodum videre, qua ista pro 
sinu expressio independenter a seriebus his possit inveniri, quam ut' mecum berievole communieare velis etiam 
atque eliam rogo. '.Usus aulem sun his expressionibus 


| sin A. zz —zz(1 - xz) (1 -i 22) (1 E zz) eto. 


et UE cos A mz s (1 — 7 22) (1— 3 2) (1-5 2) etc, 


ad logaritbmos sinnum et cosinuum commode exhibendos, ipsis sinibus etiam incognilis, Dum autem baec scribo, 
video totum negotium huc reduci, ut demonstretur esse 
ar — lan ._ | (m 
: (b ay! 7 vin Anm 
si post integrationem ponatur z — 1, id quod mihi..demonastratu. facilius vidétur. lnvent enim cemplures non 
inelegantes formularum ‚ifferentialium, quae «alias inter se comperari non ;possunt, relations casu quo post in- 


tegrationem. ponitur" L^ =1. 'Sic productum larum duarum formularam 


soute utr e tl | af tar a+ sta 
DEEP a * J[^va-em "Mr 
si in utraque ponatur æ— 1, erit = 1%: hinc pro curva elastica erit productum 


M I, LES 17 7 . | ' : | \ i 
* , 


ardz L 4 


doa i ot. fs Rs = 4 


Simili modo hoc theorema latius patens 
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a — lan + mb — 10. et — dx gA - nb — y 
[= Im m rer ler in [a 
semper locum habet, si post integralionem ponatur 2—1, qaícunque numeri loco a, b, m, #, substituantur. 
Cum ante aliquot annos considerassem modum ex secantibus arcum circuli vero proxime investigandi, incidi 
forte in expressionem, quae circumferentiam circuli x, cujus diameter — 1, proxime praebeat, neque tamen, 





id quod' magnopere mirum videbatur, absolute erat veta. Denotet a numerum pro arbitrio assumtum integrum, 
ac ponatur | 





96 da 4a da da 9a 
5— 4a * aa-1 * aa--4 tt 2a--9 * 7777 * eae (a — I* ‘are | 
dico fore proxime | 
1 4 1 5 1 35 1 43867 { | 
mir 7 Te 6 33347 6 355.034.2299 DT TE 
"P" 1 76977927 4 


— 75 340941332 " 3 375443374 "^ 


neque ehim, elimmei haec series in ifmitew continuelur, sd veritatem pervenitur; sed tamen, quo major acci- 
pitur numeres a, eo propius valor ipeiwe x reperitur. Caeterem fractiones illae, quae irreguleres videntur: 
E i v est. sunt alternae ex hac fractionum serie 
4 1 1 3 95 691 35 3617 43867 19292977 854513 1181820455 76977927 
$3' 6” 6' io 6' 310' 3' 30" 43 7 Mo "^ 6 ' 56. 3 "' ‘le 
cujus seriei usum multifariam sum expertus in summalione serierum. 
Ex his autem fractionibus formari possunt summae seriei 


1 1 


| 
1 7 gs + „tat etc., 


si ^ fuerit numerus par quicunque. Hae namque suthmee ita progrediuntur 


001/14 A4 rt 1 41 1 1 9% 
4-434304 -- etc. — $9 . 4.9 3’ Iira+ gi "M etc. ^— 6 1.33.45' 
0414 __ 4 952 0045.1 3 27» 

+ ss + as + 3 + etc. — 6 13... 1-77 ast 3st q8 etc. — 10 '1.3....9 


Ope harum ergo fractionum summae istae ad potestatem 26 continuari possunt, atque ulterius continuari possent, 


si haec fractionum series magis produceretar. Legem autem progressionis harum fractionum non nimis diffici- 
lem inveni. 


Deinde etiam hae fractiones occurrunt ih expressione generali, qua summam cujusque seriei ex termino 
generali assignari docui. Sit enim series quaecunque proposita 


Abate bas. fies 
seriei scilioet, cujus terminus indivi x réspobdema est z=.X, zumma erit . 


ser ! xi. jy _1, x 4 ar o 3 4I dx 
Kur Ir as 6 13:3.4.549 * 6 1.3... T4! — 19^ 1.3. ‚Ne + 2. das e 


Dum autem hic de'lege progressionum sermo est, non possum quin Te, Vir Excellentissime, consulam super 
serie quadam, quae in natura concinnam progréssionis legem observare videtur, interim tamen ab aliis serie- | 
bus adhuc tractatis plurimum abhorret: 

41 -+1n-+2n? + 3n! + 5n* + 7 85 4- 10 n5 + 1567 + 220° + 300° + k2819 + 5601 + etc. 
cujus quilibet coéfficiens indicat, quot variis tnodis exponens ipsius # per additionem produci possit. Sic coëf- 
ficiens ipsius n° est 7, quia 5 septem diversis modis per additionem resultare potest, nempe 
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5—5$—4--1—3--2—3--124-1—2-2-22-1—2-4-1-- 12-122 1-- 1 Hl 2-1 2-1. 
Oritur autem haec series per divisionem, si unitas dividatur per | 
(1 — n) (1 — «*) (1 _ n?) (1 — 55 4 —n 5 etc. 
quad produelum, si actu evolvatur, dat hane expressionem 
1 —5— 8! 4- n5 4- n! — nit al pont ph RP elo, 


in quam quemadmodum exponentes progrediuntur ex natura seriei perspicere non potui, per inductionem autem 


N Pr = , . "P 
conclusi alios exponentes non occurrere, nisi qui in formula t = contineantur; hocque ita, ut potestas ipsius 





& habeat signum -4-, si ejus exponens ex numero pari pro & substituto nascatur. 
Deinde etiam nuper ad hoc theorema sum deductus: Si fuerit 


a aa a? a* 
8=—= 1 + — 


a5 
n--i ^ 3a--1 ! In+i Ti nr + etc. 


erit - 

ss 1 a .1 aa 1 1 a 1 1 E 
Sera) malt) a tm tac) tee 
cujas veritas quidem per probationem, sed tamen difficulter. elucet. Demonstrationem vero nonnisi per diffe- 
rentialionem et integrationem adornare possum. Posito enim a — £^", quia est 























+ toner net t À 
. 1 g^ 4 g^ 1 4 
sit 7—3 "4x3 (1-4) + litt) + etc. 
. zr em --2 1 atn+2 4 4 
erit RE + n +9 (1-4) + (++) + etc. 
| d.zzz — +! 1 ° An + 1 1 1 ) an + 1 | — 
erg —> zm (1-- —À) es ++ + X (4 +etc.) etc. = 
4 1 
ni 2n + 1 $n + 1 
Tivi ar“ +77 Te £2 
1 — 2^ 1a 
an +1 eg? ^ +1 
At ob cat ani etc. , 
. d.e —— en __ 4 do — 
erit us 7710" + a^ + etc. ner seu Q—2 74. 
sxd | 
Ergo dati o7 9m. 
et integrando | arx = go" = ergo => 


De Clar. Wenzio ab Academia Petropolitana nihil etiamnum accepi, neque enim Imperatrix adhuc restau- 
rationem Academiae confecit; et Curatores Regiarum Academiarum, qui me rogarunt ut ipsis viros in mathesi 
versatos indicarem, ex hoc tempore nihil amplius requisiverunt: dabo autem operam ut Ipsi mea commenda- 
tione utilis esse possim. Vale, Vir Amplissime, mihique favere perge. Berolini die 1 Septembr. 17842. 


(V. respons. Corresp. T. IT. p. 690.) 


Ld 
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3. s 
Viro Celeberrimo atque Amplissimo N. B. S. P. D. L. E. 

Quantopere me non solum delectent, sed etiam erudiant litterae Tuae acutissimis meditationibus refertae, 
verbis Tibi; Vir Celeberrime, vix exprimere possum; quamobrem quo majores Tibi debeo gratias, eo magis 
Te oro atque obsecro, ut ne graveris litteras meas frequentiores benigne accipere, meque profundissimis Tuis 
responsionibus exhilarere. Qua quidem petitione id tantum vereor, ne Tibi importunus videar, hincque roga- 
tionem meam repeto, ut plus mihi non tribuas, quam otium concesserit , Tibique persuadeas, etiam ea, quae 
Tibi levissima videantur, apud me plurimum ponderis habere. 


Ac primo quidem non satis capio rationem, cur neges seriem 


s? s? . 
5— 6 "i397 etc. | 


aequalam aestimari posse sinui arcus s, vel producto 
$ (1 —*) (1 — 7) etc. 
. mm Ann 
nisi simul ejus convergentia demonstretur. Cum enim haec series 
$— — + —— etc. 

per legitimam integrationem inventa sit — sin s, heec certe ejus erit summa, sive sit convergens sive divergens: 
P 

sat etc. mihi quidem recte videtur sinum arcus elliptici s denotare. etiamsi sit 


6c & c4 
divergens. Longe alia autem est quaestio, si quaeratur an series - 


sicque altera illa series s — 


NL — + i — etc. aequivaleat producto s (1 aed (1 S | etc 
576 130 q P T —)- an) er 
hic enim non sufficit monstrasse | 
1— —, 1 — LI etc. esse divisores ex ressi nis 8 E Ld etc. 
m E pressions UT. Tm > 


— 


. &ed simul doceatur necesse est, eam alios divisorea seu factores praeter bos assignatos non continere. Ita alte- 
rius expressionis ex ellipsi natae : 


3 
8 88 43 
$— — + etc. concedo factores esse 8, 1— —, 1 — ——, etc., 
6c 0l. zx Ann 


sed nego in his formulis omnes omnino illius. expressionis factores contineri; scilicet. meo judicio praeter hos 
factores alii inerunt, ut 1 -1- ass, 1-4- Gss, etc., ita ut sit 


6c* Anz 
atque ob hos factores incognitos perperam inde concludetetur 


4 4. 4 DE 
= — +: 


$-— f a. etc. —^5 (1 =) (t 2) ee TT rom) (1 + fs) etc., 


cum ex natura aequationum revera sit . 
v 4 1 1 


unten BET o— 4 —[ -—7-—.eltc., 


neque hic, si a, f, ys etc. essent cognitae, absurdum sequeretur ullum. Atque hoc modo non divergentia seriei 
se? 


s — i + etc. , sed ignoratio plurium, ac fortasse infinitorum factorum in causa est, cur non similia consects- 


ria circa summationem serierum inde deduci queant. Quod caeterum haec series 
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$— € * 129 —- efe. ^ 
aequalis sit producto 
Le "s .» oc . -- 9 . 038. ' , 14 . 
| (a— 2) (17125) etc. 


jamdudum mihi constitit, ejusque demonstrationem habui cum innixam theoremati Cotesiano, tum secus; sed 
ita tamen, ut ipsa demonstratio mea hujus theorematis veritatem evinceret. Rogare itaque Te volui, Vir Cele- 
berrime, annon magis popularem sique ex solis .edlouli integralis principiis petitam habeas demonstrationem? 
video autem Te simili modo banc transformationem ex factoribus binomii 


i mE (a+ +7" - a7"). y — 1 





elicere, sine subsidio theorematis Cotesiani, quo ego sum usus idem subsidium, vitans. Habeo enim metho- 
dum universalem factores trinomiales, seu duarum dimensionum ex qualibet expressione. proposita eliciendi, quae 
simili fere negotio absolvitur, quo vulgo aequationes algebraicae tractari solent. "Sit quantitas 


:A+Bs -- Cx? -- Dar) -—. etc. 


cujus quaeritut divisor trinomialis, quem quia potissimum ad ejusmodi divisores respicio, qui divisores simplices 
imaginarios involvant, pono f—- 2 xy fg. CORP + gua, quo nibilo aequali. posito, si brevitatis ergo fiat 2. 





guy. fit - ETE sing, .. hend ind, z? — 0" cog 39 + mpi 
et generaliter" BN ' ! | 


* , . . 
* s ‘ 41 P . . 4) 
a . 


g^ — a" cns ng s y. pain ng. 


Quodsi. ergo bi valeres pmhigni à in quantitate proposita, suhstituantor ,. ea evanescere à dabebit: fiet .ergo ob aigno- 
rum ambiguitatem. tam 0: A -+:Be cos 9 + Ca’ cos 29 -4- etc., quam 0 — Basin p,+- Ca* sin 29 4- eic., ex 
quibus duabus aequalionibys saepe satis expedite coéfficieng c et angulus g definiri possunt, ita ut omnes di- 
visores tripomialea, innotescant. .. Sit. v. g. proposita: haec quantitas a” + «^, £ujus factor trinomialis assumatur 
f — 22V [g .cos 9 ri- gx, sen ag. Dax cos p-+- zw. Habebuntur ergo hae duae aequationes 0 — a" -1- a^ cos ip 
et 0— a"sinny, seu sin np0, unde erit np — 2üx vel ny — (2: — 1), denotante x arcum 180°. Priori 
easu fit cos ng.—ct- 1, posteriori :c0s 49 — — b ex quo prior aequatio fit 0 — a" — a”, = 


MEM nn ideoque - g—a et p Ron, a 
. fe: 
quamobrem formulae a” + a” divisor erit . mE 
(—1 s 
| aa — 2az MEN ram, 


sumendo pro i numerum infegrum quemcunque. Cum Tibi ante ecripsissem, Vir Celeberrime, omnem expres- 
sionem algebraicam quotcunque dimensionum, si in factores simplices reales resolvi nequeat, eam saltem sem- 
per in factores trinomiales Q + fe + yzz reales resolubilem esse , expresse addidi me perfecte demonstrationis 
compotem non esse, sed tamen de hac propositione tam certum esse, ut de ejus veritate non dubitem. Demon- 
strationem tamen habeo rigorosam, si summa polestas quaternarium non excedat, quare cum exemplum quan- 
titatis z* — kat -4- 2xx + ki +4 huc pertineat, a priori certus eram, eam in duos factores quadraticos esse 
resolubilem, quos etiam ex radicibus aequationis z* — &z* Heer ker, quae sunt . 


I.2—1-- y 2--Y —3). II .x —1 —YyQ-4-y —3, III. x —1--Y (2—YV —3), 


| IV.2s—1-—Y(à8—y—3) ; uo 
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elicui. Sunt enim J et JIT, itemque II et JV ita comparatae, ut earum tam summa quam productum fiat resle. 
Nam est 
I4- II1—2 4- Y Q4 y —3)-2-V(2— y —3)—2-- y (& 4- 2V7), 
et I. HI—1-- y (& a-2V7) 2- V1; 
sicque expressio z*— ka! -4-2zz-.- bz -- & hos, habet factores reales. 
cu | au (26 y 6n 2Y Toe YT 4^ y (&4- 2V7) 
et zr—(2—Y EHEM e t yT— y (&-- 2Y7). 


Si ergo similis resolutio perpetuo succedat , certum quoque foret, quod affirmavi, omnem formulam differentia- 
lem rationalem ' E concessa circuli et hyperbolae quadratues integrari posse. Cum igitur illud theoreina, quod 


circa resolütionem cajusque expressionis algebraicae rationalis in factores trinomiales reales proposueram, tanti 
sit momenti, magnopere Te rogo, ut nonnihil temporis in id impendere velis, vel ejus veritatem evicturus, vel 
falsitatem ostensurus. A Mathematicis Gallis ante aliquot annos celebratum est theorema analyticum, quod ab 
auctore mox Bouguerianum, mox Fontanianum appellabatur. Declarabatur autem in eo singularis proprietas for- 
mularum differentialium duas variables continenfium , quae quidem sinl ortae per differentiationem alicujus quan- 
titatis finitae, at theorema quidem variis modis proponi potest; sic autem enunciabo: Si ex differentiatione quan- 
litatis finitae, seu fünctiomis ipsarum m. wi. $5 prodierit Pdz + Qdy, erit semper difierentisie ipsius Pdz, posita 
sola y variabili, aequale differentiali ipsius Qdy, posita sola x variabili. Cum igitur de inventione bujus theo- 
rematis utilissimi inter se certarent, meque.de ee certiorem facerent, statim quidem respondebam, hoc theo- 
rema jam pridem mihi notum fuisse, cum id jam in Tomo Comment. VII inter alia inseruissem, gloriam inven- 
tionis temen non tihi, sed Tibi, Vir Ampliégime, deberi. Memimeram enim, Te olim, cum: de trajectoriis ortho- 
gonalibus disceptäretur,' verum bujus theoremetís: fandamentum exhibuisse. Cuni enim quaestio esset. de diffe- 
rentiali ipsius Pax, si praeter x etiam a (tanquam parameter) variabilis ponatur, Tu demonstrasti differentiale 
quaesitum fore Pdz +: da/Rdx , existente Ras differentiali ipsius P sumto x constantí, quod jam .est id ipsum 
theorema, de cujus imrentione Domini Bougüer- et La Fontaine inter se certabam, aliis tantum verbis ex- 
pressum. Posito enim /Rdk — Q; ut différentiale quaésitem sit Pdr -4- Oda, érit differentiale ipsius Pdx (posito 
a variabili tantum) — Ndadr, et differentiae ipsius Qd (posito z varmbili tantam) erit — Rdade, gaoque ob 
Q—/Rdz. Consequuntur autem ex hoc theomemate, quod Tibi acceptum, est referendum, plurima insignia sub- 
sidia in calculo integrali, quae Ipse vel jam nosti vel facile prospicies. 

Plurimum autem me delectarunt, quae de partitione numerorum (sic enim appellabat hoc problema Clar. 
Naudaeus, qui id mibi primum jam Petropoli proppsueret) Mesum communicare voluisti. Per solutionem enim 
hujus problematis deductus sum ad seriem, 1 + In + 29* + 3n° + 5n°<+- etc., cujus occasione mihi tam prae- 
clara et profunda perseribig. Problema autem mihi geminum proponebatur: L Invenire quot variis modis datus 
pumerus N in n partes inter se inaequales dispertiri possit; vel quot variis modis datus numerus N possit esse 
summa ^ numerorum inaequalium infer se. Sic numerus 50 dispertiri potest in 7 partes insequales inter se 522 
modis diversis. Alterum problema ita se habebat: IL. Invenire quot variis modis datus numerus N dispertiri 
possit in ^. partes, non exclusis. partibus aequalibus. Sie. numerus 50 in septem partes sive aequales inter se, 
sive inaequales distribui potest 8916 modis. Ad solutionem prioris problematis formo expressionem 


-^ - * - 


vol (1 0 m2) (1 + m "z) (4 m^ (1 + mz) etc. 


quae per multiplicationem actualem explieate débit sequentes series - 
-q un | 
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rm erziehen 
m mt 232m 2*4 2m* s? -4- Sent. treten 
m s? -— m! 3 a QmP Ei 3m*. 29 à m0 ee: 
+ thi Og mi! a* + 2m! *e* 4. 30045 init ete. 
ete. 
hic ex natura genesis coéfficiens numericus cujusque termini indicat, quot variis modis expenens ipsius m in tot 
partes inaequales dispertir possit, quot exponens peine 3 conlineat unitates. Est vero - 
1 1 22144 ten te. 4 i—- Lu eue m" m | | 
(1 + mz) (1 + m?z)41 mis) | z)e + T ü cw -a5 t G—yd—-5ü-—sa5 etc. 
quod ita ostendo. sit (1 + mz) a 4-m *g) (1 + mi) (1 + m*z) etc. — 1 +02 + Ba’ e ys? + 67 + etc. Jam 
loco z scribatur mz eritque (1 + m*z) (1 -4- m*z) (1 -4- m*z) etc. — 1 + amz + ßm?’z* + ym!z? + Óm*z* + etc. 
quae ergo per 1-i- mz multiplicata priorem seriem 1 -+-«2-+- Bz° -+- etc. reproducere debet, unde valores coëf- 
ficientium a, 8, y, 6, etc. determinantur. Cum igitur hoc pacto diversi exponentes ipsiüs z segregentur, pro- 


blema prius pro quovis partium numero solvetur. Scilicet i - - si evolvatur in 1m + 19* + 1m?! -- Im’ + 





etc. quilibet coéfficiens 1 ostendit exponentem ipsius m unico modo ex una parte oriri, quod manifestum est. 

Simul vero indicat quemlibet numerum unico modo ex unitatibus meris produci posse. Expressio 
as ont edo! 4 2n! 2p! Ba ete. 

hujus, quilibet coéfficiens ostendit, quot variis modis exponens ipsius m in duas partes inaequales dispertiri pos- 

sit; simul vero indicat, quot varijs modis idem numerus ternerio multatus ey his binis numeris 1 et 2 formari 

possit. Atque factore ipsius z*, qui est 


m° 
( (—)àd —»ü [--5 )- 


evoluto in 1m! + 1m’ -1- 2m? +- 2s? Hm e etc. .coëfficiens cujuslibet. termini ostendit, quot variis modis 
exponens ipsius m dispertiri possit in tres partes inaequales, seu quot veriis modis idem ipsius m exponens 
senario multatus ex numeris 1, 2,.3, componi queat. Generatgn ergo problema de numero N in n partes in- 
aequales partiendo resolvetur per explieationem formae 
u ' n (n -+ 1 
^ . 

(1 — 9) (( —m5)...0 — m^?) 
donec ad terminum vm" perveniatur, cujus coëfficiens v quaesitum partitionum numerum monstrabit. Hinc plura 
sequuntur compendia hos partitionum numeros expedite inveniendi, et ex jam cognitis simplicioribus componendi, 
Sie si haec scriptio (N)^) sumatur ad numerum partitionum indicandum, quem numerus N in n partes inae- 
quales admittit, erit (N)() — (N — s)? 4- (N — nn)" — 9, unde quilibet numerus ex additione dnorum jam 
cognitorum oritur. Est autem (NF 1, et si sit 


NL, era. (y^) si, sim antem Nm u, erit. (N)9) 4. 


Soluto hoc problemate priori solvitur et posterius, quo partitionum numerus in partes sive aequales sive 
inaequales postulatur. Evolvatur expressio . 


x 


.. 4 2M 
(4 — mz) (4 — m35) (1 — ms) (1 — mis) etc. 


et prodibit 
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ma te + mie + m'a + mis + ms + etc. 
pm + Ms Amt! e 2m? 3m 3m. etc. 
+ m'as mit -4- 9m*s? 5 Amir am Et mr eto. 
mt mit + 2 m*a* 2 3m? 5* + Bmist-Gny2zt + etc. 
etc. 
ubi coëfficiens cujusque termini indicat, quot variis modis exponens ipsius m dispertiri possit in tol partea, quot 
exponens ipsius z continet unitates. Singulae autem series horizontales seorsim inveniuntur ex eo, quod 


04 —1 Mmz ms? mis! te 
4 — mi) (4 — mis) (4 m’) ete. Tim C mt 2!) *ü-seü-mwü-—ma)* © 


quae aequalitas eodem quo ante modo ostenditur. Hinc si quaeratur, quot variis modis numerus N in » partes 
distribui possit, evolvatur expressio | 
m”? 
Em eur 
donec .perveniatur ad terminum vm", cujus coëfficiens v-quaesitum parlitionum numerum indicabit. Cum igitur 
haec expressio eosdem praebeat coéfficientes numericos , quos praecedens, sequitur numerum N tot modis in ^ 


partes sive aequales. sive inaequales distribui posae , quot modis numerus JV PI in n partes inaequales 


distribui queat. Atque si per hanc scriptionem (N)? indicetur modorum numerus, quibus numerus N in » : 


partes sive aequales sive inaequales dispertiri possit, erit (V)? — (N — s)? + (N — 1)(^ — 1), unde tabula, 
qua hi partitionum numeri contineritur, expedite duousque lubuerit continuari potest Utrumque ergo problema 
reducitur ad, inventionem harum serierum 


I m m m v vi vo vit IX X 





1-7-1--1--1--1--1 -- 1+ 1-- 1+ 1 
1+1+2+2+3+3+ EE BE 5+ 5 
1 2-1 2-2 2-3 2 & a 5 + 7+ 8 + 10 + 12 
1 -—1--2--3-2—75-- 6 -- 9+ 11 + 15 + 18 
1-61 -2-2 4-3 +5 +7 + 10 + 13 + 18 + 23 
1 --1-- 2-- 3 -- 5 +7 +1 15 + 20 + 26 
1-42-1-2-2-4-34- 5 4-7 + 11 + 15 + 21 +28 
1-2-1-2-24-32- 5 4- 7 + 10 2 15 + 22 + 29 
1 -:1- 1 -1- 2 343- 3 4.5 +7 + 11 + 15 + 22 + 30 
etc. 


: ootNg9 ae win = 


Härum serierum plurimae leges progressionis dantur, uti attente eas inspicienti mox patebit. Continuavi autem 
eas facili negotio eousque, ut affirmare possim numerum 125 in 12 partes inter se inaequales distribui posee 
64707 modis. Series autem 1 -+- { -+- 2 4- 3 4- 5 4- 7 +- 14 -4- 15 + 22 + 30 + 42 + etc. el inter horizontales 
est infinitesima et oritur terminis diagonaliter addendis. Observavi autem aliam proprietatem, cujus ope singulae 
series horizontales sine superiorum ope formari possunt ex seriebus quarum terminus generalis est 


g (2 3- 1) (z -4- 29) (x +3) 


1.2.3.4 etc. .., 


nempe ex serie 1+2+3+4k+5+6+7+ etc. 
' oritur 1 --1-2-2--2-4- 3-- 3-- eto, 


ubi bini termini inferioris seriei additi dant terminum superioris. Et ex 
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1346-10 + 15521 4-28 + etc. 
oriuntur . 1 +24 6+ 94-12-1- 16 +: etc. 
ll. 1--1--2-- 3-- &-- 5+ 1. etc. 
ubi bini termini seriei I additi dant terminum superioris, et terni termini seriei II additi dant terminum seriei I. 


Ex serie 
14-10 --20-+- 35 + 56 -i- 8E + etc. 


oriuntur L 1+-3-+ 7+13+22+344-50-+ etc. 
IL 1+2+ &-- 7+11+16+23+ etc. 
IL 1+1+ 2+ 3-- 5+ 6+ 9+ etc. 


ubi bini termini seriei 3 additi dant términum superioris, et terni termini seriei II additi dant terminum seriei 1, 


et quaterni termini seriei III dant terminum seriei H. . 
Quod expressio (1 —2) (1 — a*y (1 = n°). a — n*) "etc. evolaté det seriem 1 — nn? + n5 4-9" — etc, 


der tn 


in qua alii exponentes non occurrunt nisi qui"contineantur in g ^ per legitimam inductionem mihi equi- 





dem conclusisse videor; interim tamen demonstrationem nullo pacto invenire potui, etiamsi non parum temporis 
in id impenderem. Inveni autem expressionem (1 — n) (1 — n?) (1 — n?) (1 — n*) etc. quoque in hanc seriem 
transmutari posse | Ä 

OP 017 nf 


TE 
1—i—-2*tü-eü-a^ü-—9ü-—25ü-—aa* etc. 


cujus adeo valor aequatur summae seriei 1 — n! — n* -1- n* -- n? — n!* — nl5+ etc. Quare cum lex progres- 
sionis hujus seriei sit cognita, hinc alterius seriei .1 + 1n -t- 2n° + 30° + 55* -1 n5 + etc. indoles ita de- 
&cribi polerit, ut sit recurrens, habens scalam relationis hanc | ' 
4-1-1-1-0--0 — 1-0 — 1-20-1-0-21-0-24-0 -— 1-0 21-04- 1 170 2- 0 -1-.— eto. 
cujus ope facile cóntinuatür. Quae mihi scripsisti, Vir Aerplissime, de investigatione potestatum seriei 
a Soc gom ns | 


n +1 Fini Tai ete. 


.1--—— 


satis declarant, quantopere methodus Tua a priori procedens praesiet alteri illi a posteriori, « qua usus sum. Ex 
serie enim, quam pro cubo hujus seriei exhibuisti, difficillimum foret a posteriori ejus summam invenire; eo 
majores igitur Tibi habeo gratias, quo. majorem fructum me ex. ea methodo capturum spero. Caeterum occa- 
sione illius seriei À — n — nen -- a! — n!? — n!5-4- etc. mihi in mentem venit, quot veritates in mathesi 
soli inductioni acceptas referamus, praecipue circa proprietates numerorum." Cujusmodi sunt: omnem numerum 
esse summam quatuor pauciorumve quàdratorumi; ‘item, omnem numerum primum formae kn +- 1 esse sum- 
mam duorum quadratorum; item, summam duorum cuborum'non posse esse cubum. Simile theorema quoque 
nuper occasionem praebente Cel. Goldbachio detexi: henc expressionem Anab — a-— b duadratum esseopsse 
nunquam, siquidem litterae a, b, et n numeros integros affirmativos designent.. 

Quae in superioribus litteris de investigatione factorum scripsi, non solum insignem habent usum in inte- 
gratione formularum differentialium rationalium , sed etiam integrari posspnt infinitae aequationes differentiales 
eujuscunque gradus, quae quldem continentur in hac forma 

0— LE E + ++ etc. 
posito dx constante. Ad valorem enim ipsius y in quantitatibus finitis expressum inveniendum resolvatur haec 
aequatio algebraica 0 — A -t- Bz + Cz? + Da? + Ez -i- eic. in factores, et quilibet factor dabit partem valoris 


e 


ipsius y quaesiti, hoc modo 
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si factor fuerit | erit integralis pars 
(f -& s) ae * ^, ubi e est numerus, eujus logarithmus — 1 
(f + z)* (a + Ba) * P 
(f + 2) | (e + Pr + yex)e Fr 
etc. etc. | 
ff — 2fz cos 9 + zz ' ad "9 sin À . fe ain + Me 9? cos A. fi sm p 


(ff — 2fz cosp + zz)! (a + Ba) 9 sin A . fe sing + (8 + Da) ^ °F cos A. fa sing 


hujusmodi enim valores ex simgulis factoribus orti conjiciantur in unam summam , sieqne prodibit valor ipsius y 
quaesitus, qui tot quantitates arbitrarias constantes compleetetur, quoli gradus fuerit aequatio differentialis, wi 
integrationis natura postulat Hinc expedite integrari potest aequatio differentialis quarti gradus ydı* — a*d*,, 
- qua exprimitur natura curvae, quam lamina elastica inter oscillandum (si fuerit muro infixa et ad motum vi- 
bratorium incitetur) induit. Cum enim sit 


0— y — As 


oritur haec aequatio resolvenda 0 — 1 — a*;*, cujus factores sunt 1 — az, 1 + az, 1-t- a*z*, ex quibus obtinetur 
x x 
y-—ae?-r. fe °-+-yeinA. — + 8084. — 
ob cos p=— 0 et sin 9 — 1, tmde sequitur tempora singalarum vibrationum esse in retione duplicata longitudinis 
laminarum, caeteris paribus. 

His, cum epatium supersit, adjungem methodum fscilem resolvendi omnis generis problemata, quae ad 
problema Isoperimetricum referri solent. Quaeratur scilicet inter omnes curvas ea, in qua expressio quaepiam 
integralis /MdN sit maxima vel minima, ubi M et N non solum ipsas coordinatas x, y, sed etiam earum diffe- 
rentialia quaecunque involvant. Ponatur dy — pdz, dp = gdx, dq — rdz, eic. atque formula integralis proposita 
abibit in ejusmodi expressionem /Zdz, in qua Z erit functio ipsarum x, y et p, g, r, etc. Differentietur Z, 
atque sit dZ — Mdx + Ndy + Pdp +- Qdq +- Rdr + etc. et sumto dx constante formetur hic valor 


y-N-—^ mt etc. 
quem voco valorem differentialem formulae propositae integralis /Zdx. Atque hic valor differentialis V nihilo 
aequalis positus praebebit aequationem pro curva quaesita, in qua /Zdz erit maximum minimumve. Sic cum 
auper mibi Celeb. Patruelis Tuus asiguificasset in curvis elasticis f = minimum esse oportere, ubi ds elemen- 
tum curvae et r radium esculi significabat, statim per hanc metbedum problema resolvi. Sumtis emim x et y 
pro coordinatis curvae quaesitae, positoque dy — dz et dp-——4de, erit | 
m ; . 
-d=deV (1-+-pp) et etm, unde ft Z—- — U, 


| ( 2 op? 
hincque differentiando 


M=@, N—9, PP à go. ; 
dpi (1 + sp 
ita ut sit dZ = Pdp + Qu. Erit ergo valor differentialis 








—_ 4P y 0 
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et pro-curva quaesita seqastio Ô.= ddr — iQ, quae integrata dat Ad + dQ'zz Adr. Multiplicetur per q, ob 
dp == qdz , erit Pdp — qdQ — Adp; 94 ex: sequatione: dZ mm. Pdp -9- Qdg est Pép dt Qué, quo valdre suhsti- 
tuto babebitur dZ — Qdq — qdQ — Adp, quae denuo integráta dat 


Z—04—4p-pB——H—. 39. M, 
Gp) urmi qw! 
Erit ergo mutato constantium signo \ 
A. + m 
ergo 
de = 2 — ie 
m et = ——_ ) 
(4p-i- B) (L2- pp (4p + BR (1 + pp) 


unde cognita jam aequatio pro curva elastica elicitur. 

Si non absolute inter omnes curvas, sed tantum inter isoperimetras, vel eas, in quas certa quaedam ex- 
pressio integralis y) Z da aequaliter competit, quaeratur ea, in qua sit 9 Zdx maximum minimumve, tum eadem 
methodo quaerantur valores. differentiales formularum SE dz et f. Zdx, qui sint V' et V, erit aV -- BY —90 ae- 
quatio pro curva quaesita. Sic non impeditur haec mea methodus, etiamsi in formula integrali /Zdx praeter 
.differentialia coordinatarum x ét y, quoque earum differentialia secundi, tertii, aliusve altioris ordinis insint, 
cujusmodi casus dubito an per solitas methodos resolvi possint. At vero si jn Z praeter quantitates x, y, p, q, r, 
etc. etiam formula quaepiam integralis, puta /3dx, insit, tum neque consueta methodus, neque haec, quam 
modo exposui, solutioni inservit, sed sequenti modo erit procedendum. Cum Z sit functio quantitatum z, y, p, g, f, 
elc. et insuper quantitalis I1 — f/3dz, sit dZ — LT + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq -1- etc. atque | 

d3 — Mar + Ndy -- dp + Qdg—+ etc. 
Tum sumatur / Ldr, cujus valor posito & == a flet H, sitque H—/Ldr==T, erit differentialis valor quaesitus 


—N_RT— ru „weten ec. 


De problematis autem huc pertinentibus notandum est, eà non instar priorum absolute resolvi posse, ut 
curvae portio quaecurique praescripta maximi miuimive indole sit praedita; sed longitudo abscissae simul debet 
assignari, cui haec conditio satisfaciat. Sic si iste modo inventus valor differentialis ponatur —— 99, aequatio pro- 
dibit non pro curva, quae inter omnes alias absolute habeat /Zdr maximum minimumve, sed quae inter alias 
omnes pro dato abscissae valore x — a (cujus ratio jam est habita in 7) maximum minimumve ipsius /Zde va- 
lorem exhibeat. Quare si haec abscissae magnitudo a immutetnr, alia curva problemati satisfaciens reperitur; 
qua cautela in problematis privris generis non erat opus. Ulterius processi, et casus evolvi, cum etiam 3 denuo 
formulam integralem = /'3dx implicet.' Proposita enim formula /Zdx, si sit 


dz LAIT + Mdz + Ndy + Pdp + Qdg+ etc. 
existente II — — Bde, et d3 — tar + Mar + Südy + Pdp + Dig + etc. existente 


cz —/3dx et d3— mdx + ndy + dp + qdg + etc, 


Semetur imegrale / Làv, quod sit —— H casu quo x — a (ubi « est magnitudo absciesae x illa determinata, cui 
wworimus valor Alius /Zex respoudere debet) sitque H— / Ldz — T. Tum sumatur integrale / {Ti ,.quod fat 
c posito ad, itque 4 -—/9?Tdxr-1. His praeparatis erit valor differentialis formae / Tin bie 


N-- &T-4- ux — CET D M Q + ÈT + D | etc, 


N 
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Ex his agtent quousqüe libuerit ultra progrédi,.atque abstrusissima-prablemate reasirere licebit. Qua de me- 
thodo quid sentias, Viv Amiplissime, etiam 9tqme eliam rogo ut mibi indicare velis. Vale, Vir Celebesrime, 
mihique favera perge. Dabam Berolini d. 10 Novembr. 1742... — - 2. 

(Responsionem vide Corresp. T. II. p. 701.) 


. * 
HE . - N 


a. EE 


Viro Celeberrimo atque Amplissimo N. B. S: P. D. L. E. 


« 


Quoniam ex litteris Tuis maximum semper fructum percipio, eo majores Tibi me debere gratias agnosco, 
quo minus Tibi suppetit otium ‘ad litleras meas respondendi. Quamobrem Te, Vir Amplissime, etiam atque 
etiam rogo, ut frequentiores meas interpellationes benevole excusare velis. 

" Quod primum de seriebus divergentibus scribis, earum summas dari omnino non posse, quoniam licet in 
infinitum continuentur, tamen .exhauriri nequeant, non mediocriter jam 'pridem dubitavi, atque etiamnum am- 
bigo. Interim tamen hoc dubium mihi quidem eximi posse videtur, si ad distinctionem inter numerum infinitum 
determinatum, atque infinitum sbsoluium attendatur. Quamvis enim statui non possit 


‚4 
‘ pes mltata T" 


quia hic numerus. terminorum etsi infinilus, tamen famquam definitus spectatur, atque adeo series revera ter- 
minari censetur ; tamen sine erfore > mihi quidem : statui posse videtur v0 


A 
"U*g-z 


1" 


—1 Harte ® +2’ + etc. 
in infinitum, hoc: est seriei nusquam ulle termino eonstitutd. Sic falsum foret : : 
)6—4 — 34-5 — 12-9 —.... 5 (2 o 2 1). 


at omni fieitionis idea etiam cogitatione . sublata, sine errore affirmari potest esse 0— 1 — 3 + 5 — 7 +9 — 
in infinitum.. In:hac autem opinione. eo: magis -confirmor, quod nullus mihi adhuc obügerit casus, in quo ejus- 
modi serierum sumtmatio me in errorem deduxisset. | | | 
Quod nunc :assertum meum circa radicum imaginariarum proprietatem non selum probas, sed etiam de- 
monstraüonem mecum communicare voluisti, maximas Tibi ago gratias. Concedo enim lubentiagime, quod postu- 
Jas, ompem radicem imaginariam aequationis quoteunque dimensjonum, etiamsi forma -ejus penitus sit incognita, 
iamen considerari posse tanquam functionem hujusmodi expressionum a + Y — b. Interim tamen si quis de hac 
veritate dubitaret, fateor me nondum videre, quomodo hoc Tuum assumtum demonstrarem. Me quidem in hoc 
asserlo non parum confirmavit singularis modus resolutionem aequationum altiorum graduum absolvendi, similis 
fere Cartesiano. Sit proposita aequatio at + pz? + qaa HH 0, quam resolvi pono in has 


"grx-rüra-—0 et ax+yr+8—0. 


Sint autem «& et y radices hujus aequatiohis zz.+pz-+-u=0, et f tum 8 radices hujus zz -4-tz -4- s —0, est 
enim a-+-y:z=p et. Bö==s. Per lias aequationes erit ay — vu, (3 -t- 6 —:(. Comparata vero aequatione proposita 
cum factoribus asswmntis etit: p — € -t- y, q— 9 3-0 -4- ay, r— 0 -i- By et a— fd, seu q—t-- v; deinde ob 
r — a0 + 87 erit eliminando rr — pré + ppt + ttu — bou zx: 0. Sunt autem incognitae ( el «, quarum altera u 
sublata dat ? — qu — (pp — pr -- s) f— rr -i- &sq — 0. Definitur ergo incognita { vel « per aequationem cu- 
bicam, ideoque semper unus datur valor realis pro ! el pro « Praevidere áutem licebat has incognitas I et v 
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per sequationeim cubicam definiri debere, quia aequatio biquadrata tres tantum diversas: resolutienes admittit. 
Sint enim a, b, c, d radices quatuor, erunt tres ipsius t:valores hi: «b -1- cd, ac-+- bd, ad -+-hc. Suinilà modo ai 
proponatur aequatio sexti gradus z*-4- px’ + qz * + rat -4- etc. — 0 ejusque factores ponantur 
| ax +ax +8, mmx--qgx--0, ar rec, 

atque ut ante a, y, € ponantur radices aequationis z*-1- Azz -1- Bz + C — 0, et patebit ex varia sex radicum 
combinatione quantitatem € quindecim diversos valores induere posse, unde resolutio pendet ab aequatione 154 
gradus. Generaliter vero resolutio aequationis 2» dimensionum pendebit ab aequatione 1.3.5...... (2n — 1jei 
gradus, qui gradus cum sit impar, una semper dabitur resolutio realis. Neque vero hoc ratiocinium adhuc ve- 
nitetem evincit; iaterim tamen viam ad demonstrationem apodicticam fortasse parare potest. | 

Plurimum autem Tibi, Vir Celeberrime, me obstrictum agnosco pro demonitratione elegantissimae Tuae con- 
siruclionis trajectoriarum orthogonalium, quam in Actis Lips. 1719 publicaveras. Eqnidem jam pridem in illius 
. demonstratione eruenda desudaveram, neque tamen alium casum elicui, praeter eum, quo 


Ya. d pp fit functio ipsius parametri a tantum. 


Quanquam enim quaesivi quantitatem s, per quam aequatio 


divisa integrabilis reddatur, tamen in mentem mihi non venit, in investigatione ipsius n ipsam aequationem pro- 
positam in subsidium vocari posse. Hac igitur methodo Tua plurimae aequationes differentiales expedite inte- 
grari possunt. Sit enim proposita aequatio 0 — Pdx +- Qdy, in qua sint P et Q functiones quaecunque ipsarum 
æ et y, ita ut sit dP — Raz + Ldy et dQ — Md» + Ndy. Quaeratur functio R, quae illam aequationem multi- 
plicans reddat integrabilem, ita ut 0 — PRdz +- QRdy integrationem admittat. Debebit ergo diff. PRdz, posito x 
constante, aequari diff. QRdy, posito y constanti, Sit dR — Tdz +- Vdy, erit 
PVázdy -- LRdxdy = QTdxdy + MRdzdy = — PTiz*-.MRdzdy, ob Qdy= — Paz. 

Ergo erit Pdx (Tax -+ Vdy) — Rdxdy (M — L) — PdxdR, ideoque 

4R — Mdy — Ldj  M^y | Lis — Mis Ly  — àdQ  dP Ndy , Fr 

R P P Q Q P^ 90 P Q. P 
Quoties ergo ex bis formulis functio R definiri potest, aequatio proposita integrari poterit. Sit porposita aequatio 
dy + yXdx My" Vds — 0; i qua X et Fa sint functiones quaecunque ipsius x, erit Q—1, Pes 4- y" V, 
ideoque 





| M=0, N—0, gp UE HY, L— X--aVy'-t. 





Quare erit 


mot Q den deo Kin "M nXde et IR—(t— n) / Xie — nly 
QU c n) fie | 
D et R= a 
Integrabilig ergo erit aequatio | 





(4 — nm Xie u — 9) /Xiz E _ | 
’ | : "E + + e (1 n) Xie riso 
integrale enim est . 
| ND -9/Xi» (4 — x) f Xe 
(8 — n) jy + fe Var = Const. 
L. Euleri Op. posthume. T. I. | 68 
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Quae ietegretio etsi jam satis est cognita, tamen surnmem segulae Tune utilieiem luenlenter declaret. Vale, 
Vir Auplissime, mibique favere perge. Debem Berolini d. 14 Meli 1743. 


(Responsionem vide Corresp. T. II. p. 708.) 


5. 


Viro Consultissimd et Excellentissimo N. B. S. P. D. L. E. 


Quanquam desiderium meum a Te, Vir Exeellentissime, proficiendi summmm est, tamen tanta erga Te est 
. veneratio mea, ut nisi otium Tibi suppetat, nulles a Te lieras exigam, quoties autem lubuerit mihi respendere, 
pro hoc insigni mmnere Tibi gratias maximas habeam. Exquísiissima sunt monita Tus, «uae cirea summas se- 
rierum divergentium affers, Tibique awnc prersus assentior, eo:modo, quo serierum convergentium summa si 
quantitas quasi asymtota, ad quam, quo plures seriei termini sctu colligantur, eo propius accedatur, ita ut 
tandem discrepantia omni assignabili quantitate minor evadat. Scilicet si habeatur series convergens quaecunque 
a -4- b -4- c -i- d A-. etc., concipi potest Fig. 69. linea eurva ebode etc. super axe AS ita deseripta, ut ejus appli. 
catae ad aequalia intervalla axis constitulae sint 

Aa = a 

Bb—a+b 

C=e+b+ ce 

Di=ari mern d 

etc 


quo facto manifestam est hanc eurvam habiteram esse esymtotam TV axi AS peréilelem, eujus ab axe distantia 


veram seriei in infinitum continuatae summam repraesentebit, Sin autem series proposita feerit divergens, quo- | 


niam hoc casu nulla datur asymtota oxi parallela, nequidem hujusmodi serierum summas eoscipere licet, atque 
adeo ipsi ideae summae contradiceret, qui quantitatem fiaitam tanquam summam assignare vellet. Cum auiem 
omnis expressio sive fracta, sive irrationalis, sive etiam transcendens in setiem infinitam evolvi queat, etiam 
vicissim concedendum est, proposifa quacunque serie sive convergente sive divergente, dari expressionem quam- 
piwn finitam, ex cujus evolutione illa ipsa series oriatur. Quare si a naturali vods summae significaliqne ita 
reoedere-velimps, ut emjusvis &eriej summam appellemus. non aggregauum omnium terminorum, sed valorem 
illius quantitatis finitae, ex cujus evolutione illa series resultet, non solum consuetum summandi modum, qui 
alias contradictionem involveret, fueri, sed etiam, quemadmodum summatio serierum divergentium in errorem 
non inducat, explicare poterimus. Quoniam igitur definitiones vocabulorum sunt arbitrariae (saltem nisi sibi 
ipsae pugnent), si hac definitione utar, ut dicam seriei cujusque summam esse valorem ejus expressionis finitae, 
ex cujus evolutione illa ipsa series oriatur, omnis dubitatio atque repugnantia funditus tolletur. Hoeque adeo 
sensu sine ulla contradictione affirmare licebit esse 1 — & -+- 9 — 16 + 25 — 36 + etc. — 0, quia haec series 


oritur ex evolutione expressionis a Ip — 0; similique modo erit 1-1- 2 -1- & -1- 8 4- 16 -1- etc. — — 1. Ce 
terum vero notandum est, quoties series fuerit convergens, tum novam istam summae notionem cum coneueta 
congrüere, ex quo nulla confusio ex introductione hujus novae ideae erit metuenda. Hoc posito, quaestio non 
erit absurda, si quaeram summam hujus seriei maxime divergentis 1 — 2 +6 — 24 -1- 120 — 720 + etc.; de- 
sidero enim valorem quantitatis finitae, ex cujus evolutione ista series oriatur, et cum ista quantitas sit transcen- 
dens, sufficiet ejus valorem tantum proxime assignasse. Inveni autem hunc valorem seu summam fore — 0,604.78, 


sicque minorem quam semissem unitatis. Contra hunc concipiendi modem nihil aliud mihi quidem objici posse 
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videtur, nisi quod ante demonstrari debeat, eamdem seriem ex pluribus diversis expremienibno finetis oriri non 
posse, at vero hoc mihi extra dubium positum videtur. 

Si coneedatur, radices imaginarias aequa tionum considerari posse tanquam funcliones binemiorumss hujus- 
modi &-1- Y — b, tam utique necessario sequitur, aequatiomes imparium dimensionum semper umam ad mini- 
mum habere radicem realem, ac proinde numerum radıcam imaginariarum perpetuo esse parem. Veramtamen 
nondum perspicui quomodo, si posterius concedatur, vicissim et prius consequatur: posterius enim mibi de- 
monstrari posse videtur, nullo habito respectu ad formas radicum imaginariarum. Sit enim proposita aequatio im- 
parium dimensionum quaecunque æ&°°# 1.4 au?” + Bar! etc. :— 0, ponoque 


gn 1-4. g^ Hai etc. —z, 


atque manifestum est, si slatuatur x — © fore =, sin autem ponatur 2 — — co, fore z— — co. Tri- 
buendo igitur ipsi æ successive omnes possibiles valores’ inter limites + oo et — co contentos, littera z induet 
pariter omnes possibiles valores inter limites + co et — co contentos. Dabitur ergo valor loco x substituendug, 
qui litterae z valorem inducat — 0, isque propterea erit radix ipsius æ pro aequatione proposita, Cum igitur 
hoc summo rigore demonstrari possit, optarem, ut simili modo forma functionalis radicum imaginariarum, quam 
statuis, demonstrari vel ex hoc ipso fonte derivari posset. 

Pro emendatione errorum, quos per festinationem in resolutione aequationis z* -t- px’ + qx* -3- rz -à- s — 0 
commiseram, gratias ago. Ceterum, uti prebe mones, realitas factorum trinomialium multo commodius methodo 
Cartesii, tollendo secundum terminum, docetur, atque adeo meo judicio hanc demonstrationem perfectissime ab- 
eolvisti. Quanquam enim aequationes altiorum dimensionum, ad quas pervenitur, actu resolvi nequeant, tamen 
ad institutum sufficiebat ostendisse, illas aequatíones semper babituras esse unam ejusmodi radicem realem, ex 
qua prodeant factores trinomiales reales, etiamsi hi rarissime assignari queant. Aequatio enim 


gon. mt etc, —0 
uti egregie mones, pro divisore habebit aequationem 
a* + aa! — 14. fat — 2g. ete, ==0, 
ad quent inveniendum coëfficiens a determinabitur per aequationem tot dimensiottam, quot hoc productum con- 
tinet unitates 


2^, m 2"7.m —- 1 25.4—32 2^(n—1)--1. 
2^ 9^ —1 29 °° 1 


Primum autem patet hoc productum semper exhibere numerum integrum; tum vero quaelibet fractio, siquidem 
m est numerus impar, reducitur ad ejusmodi formam, ut tam numerator quam denominator fiat numerus impar; 
ex quo tota expressio evadet numerus impar, atque adeo valor c, cum definiatur per aequationem imparium 
dimensionum, poterit esse realis: reliqua vero, quae hinc deducis, Vir Celeberrime, negotium, quod agitabam, 
prorsus conficiunt, Tota enim res perducitur ad resolutíonem aequationis 


a? get —534a-rz! —3-- ete —=0 


in qua secundum terminum jam deesse pono. Quodsi ergo hujus bini factores ponantur 


—1 —1 —1 -— 
ai + ax” 1... etc. et zt ao —1+ec —0 
quis est & dggregatum 2°! radicum prioris aequationis, defimietur & per aeduationeni tot dimensienum, quot 
sunt unitates in hoc numero 





pp de 


| 
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donec ultimus denominator sit — 1. Patet autem hunc numerum fore impariter parem, totidemque « habebit 
radices, quot unitates in'isto numero continentur. Quia autem inter has radices quaelibet habet sui negativam, 
omnes potestates impares ipsius « in aequatione deerunt; ullimus vero terminus absolutus, propterea quod est 
faclum ex omnibus valoribus ipsius «, inter quos bini inter se sunt aequales et alter alterius negativus, erit 
quadratum negativum, cujus radix assignabilis erit per co&fficientes g,r,s, elc. Definietur ergo c per hujus. 
modi aequationem 
o1 -4- TI... vu —0 

quae semper unam saltem radicem habebit realem; quod sic ostendo: Ponatur a = co, fietque illa expressio 
qim + fo?" —2.,..,.,— uu — co. Tum ponatur & — 0, fielque eadem expressio — — «v. Tribuendis ergo 
ipsi & valoribus mediis inter 0 et co, expressio ipsa induet omnes valores possibiles medios inter co et — ww; 
dabitur ergo valor loco & substituendus, qui reddet expressionis valorem — 0, isque erit radix ipsius c, Casus 
tantum excipi debet, quo m — 1, sed non dubito, quin ista demonstratio ita adornari possit, ut nihil contra 
excipi queat. 

Non perspicio, quam ob causam dubites, an bujus differentialis PRdz + QRdy integrale exhiberi queat, 
etiamsi sit diff. PRdx — diff. QRdy, illa scilicet differentiatione ponendo x, in hac vero y constantem. Quodsi 


enim hoc criterium locum habuerit, integrale non solum mihi videtur assignari posse, sed etiam revera id sal- 


tem ope quadraturarum exhibere valeo. Integretur enim differentiale PRdz spectando y tanquam constantem, 
ila ut integrale evanescat ponendo x — 0, quod integrale sit — Z. Tum in differential QRdy ponatur x — 0, 
atque id integretur, ponaturque integrale — Y; quo facto formulae differentialis PRdx + QRdy integrale erit 
— Z + Y. Demonstratio per ea, quae Tu, Vir Excellentissime, docuisti, est facilis, namque differentiando Z-4- Y 
Tua methodo, iterum prodit differentiale propositum. Jam dudum autem perspexi hanc speculationem penitus 
incidere in solutionem problematis: Data aequatione differentiali dz — pdy incompleta, invenire ejus completam 
dx — pdy-1-gda, quod a Te primum fuisse solutum admonui D*"* Clairaut aliosque Geometras Gallos, qui 
hanc inventionem sibi vindicare voluerunt. Interim tamen non dubito, quin hice adhuc insignes proprietates la- 
teant, quae si essent cognitae, ingens lumen in analysi accenderent, cujus rei, ut nullus dubitandi locus relin- 
quatur, communicabo Tecum solutionem problematis cujusdam mechanici, cujus evolutio universa ad hoc genus 
pertinet; neque, antequam natura hujusmodi formularum differentialium completarum uberius examinetur, ad 


finem optatum perduci potest. 


Problema hoc est: Catenae uniformis ac perfecte flexilis, si super plano horizontali politissimo jacens utcunque 


projiciatur, assignare situm, figuram et motum ad quodvis temporis momentum. Solutio. Fig. 70. Sumto in plano 


horizontali recta quacupque OZ pro axe, pervenerit elapso tempore { catena in situm AMB. Sit longitudo ca- 
tenae AMB —a, positaque ejus portione quacunque AM — s, ducatur ad axem applicata MP, voceturque 
OP = x, PM — y. Perspicuum jam est x ét y esse oportere functiones binarum variabilium s et t, pariter ac 
angulum AMP ‘qui vocetur. — +. Sit igitur differentiando dx — ds sin 9 -1- Mdt et dy — ds cos p +- Ndt, quia po- 
silo { constante esse debet dz?-1- dy* — ds*. His positis erit primo, ponendo # constans, 


Qa zz ot + B — pr, Aa — 4t 4- 0 — JE, oy o + ga. [Tr 





‚ot menti [t 


posito post singulas has integrationes s— a. Porro, si fuerit posito s constante dM — Pi et aN= Qdt, erit 


= — {Pas nn n 


— f9a' 
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spectando in his integrationibus: tantum s tanqnam variabilem. Aequationes has suppeditaverunt praecepta dy- 
namica, iisque problema perfecte resolvitur, ila ut natura curvae AMB in aequatione 

| sin me — J'Pds > 

7 JQds 

contineatur. Interim tamen hanc solutionem ad usum accommodare non possum, ita ut hinc motum catenae, si 
imitio figuram quamcunque datam habuerit, ipsique datus motus impressus fuerit, reipsa determinare mihi lice- 
ret. Pendent autem M et N ac propterea quoque P et Q ab angulo o, quia differentialia illa dx et dy expri- 
mentia sunt completa. Deinde si { constans sumatur atque elementum ds invariabile statuatur, ultima aequatio 
evolvitur in hanc differentialem secundi gradus 


Pddp cos 9 + 2 Pdp* sin p — Qddy sin 9 -4- 2 Qdg* cos o — dPdy cos o + dQdg sin p — 0. 


Hac igitur de re ut mihi sententiam Tuam aperire velis, etiam atque etiam rogo. Ceterum solutionem proble- 
matis huic affinis, quod mihi Celeb. Patruelis proposuit, quia spatium superest, judicio Tuo subjiciam. In lo- 
cum catenae superioris problematis, substituit filum inertiae expers tribus aequalibus corpusculis ad aequalia 
intervalla positis onusti, cujus motus. requiritur. Sint Fig. 71. intervalla corpusculorum AB — BC —a, atque 
tempore elapso —1 pervenerit filum propositum in situm ABC, unde ad rectam OZ pro axe assumtam demittan- 
tur perpendicula Aa, Bb, Cc. Ponatur angulus ABb — 6 et angulus BCc— 1, sitque r —$-r 15 et s—t —1, 
quibus positis ex theoria motus elicui has aequationes | 


dd VIE qa aeLpay. 2-9 


9a — B-1- a coss ( + cos s). . HN. 


Ope quadraturarum ergo ex tempore { definiuntur quantitates r et s, ex quibus porro erit 





u (= et 1= 
Denique vero - | | 
- Oa — At 4- B— À a sint — <a sin; Aa — Ct-- D — À a cost — + a c08 1; 


Ob — At + B ++ a sin — + a sin 1; Bb — Ct 4- D-- -a cost — + a cos; 


Oc — A+ B ++ asin Ë + + a sin gj; Ce = Ci-+- D + a cos +2 a cos 1, 


Hoc idem problema resolvi quoque, si plura corpora filo fuerint alligata; tum autem separatio variabilium et 
constructio, uti hic, mihi nondum successit, Ceterum has qualescunque meditationes, ut benevole accipias etiam 
atque etiam rogo, mihique f favere pergas. Vale. Dabam Berolini d. & Febr. 1744. 





Litterae, quibus Bernoullius ad Euleri epistolam supra datam respondit, cum in nostra collectione 
non reperiantur, etiam in Commercio (Correspondance) a nobis editio desunt. Sed ipsarum primum auto- 
'graphum, idque curiose scriptum, inter hasce. exstat. Ewleri epistolas, quas Bibliotheca. Basileensis ex he- 
reditate. Bernoulli acceptas. conservat. et. nobiscum liberalissime communicare voluit. Ut jam nexus mutui 
hujus epistolarum commercii elucescat, pro argumenti gravitate, gratum lectoribus id fore confidimus, quod 
el responsionem Bernoullianam hoc loco damus, adjecto etiam postscripto, quod a Bernoullio serius 
Euloro missum est, in epistola Daniclis Bernoullii inclusum, — Editores. 


*) Vide infra responsionem Cel. Bernoullik 


942 


L. EULERI OPERA POSTHUMA. Varie. 
Viro Celeberrimo Leonhardo Eulero S. P. D. N. B. 


Ignosce quaeso quod nondum respondi ad ultimas Tuas litteras ante annum et quod excurrit 
scriptas. Repeto excusationem jam aliquoties a me allatam, cui et hoc addere debeo, quod per loa- 
gam desuetudinem ita hebes factus sim, ut vix quicquam proficiam, quando Te in profundis Tuis 
meditationibus sequi volo. Ne autem diutius in mora sim, postulat donum, quod mihi naper D, 
Bousquet jussu Tuo misit, consistens in egregio tractatu Tuo de lsoperimetris, pro quo Tibi msxi- 
mas ago gratias. Hunc librum avide sed obiter inspexi im plagulie adhuc solutis, attente autem 
perlegam postquam illum a compactore ligatum recepi. Tantum jam perspexi, ut non possim nom 
Tibi impense gratulari et applaudere de inventa elegantissima et genuina methodo hoc problema in 
latissimo sensu acceptum tractandi. Ego quoque olim observaveram, methodos ab aliis usurpatas in 
hoc deficere, quod restrictae sint ad eam hypothesin, quae supponit, minimam curvae particulam 
eadem qua integer arcus maximi vel minimi proprietate gaudere, quem defectum Tu optime sup- 
plevisti. Hac occasione Te rogare audeo (quod tacitum apud me servabo) quid sentias de priori so- 
lutiene directa Patrui mei, quae extat in Commentariis Academiae Regiae A. 1706. Sane ea mihi 
videtur esse paralogistica, imo nulla. Casu incidit in solutionem veram problematis íi, dum posuit 
di- constantem, quemadmodum etiam casu inventurus fuisset veram solutionem problematis 28i, si ibi 
non dt sed dx posuisset constantem. Analogiae, ad quas problemata 1 et 2 reduxit, non sunt verae 
proprietates curvae quaesitae, sed quibusvig curvis competunt, prout alia atque alia differentialis pro 
constanti adhibetur; vel potius nulli eurvae competunt, quia hae analogiae dant aequationem ex ter- 
minis heterogeneis constantem. Deinde Taylorus recte objecit, inepte sumi angulos OFy et OgF pro 


. dimidio angulo curvedinis in punctis F et 9. Praeterea ipsa hypothesis, per quam duo elementa 


FO + Op, et duo elementa Fo-1-o9 ponuntur isoperimetra, deducere videtur ad absurditates, ita 
ut non possit consistere cum inaequalitate seu variabilitate angulorum OFJ et oFJ; mihi enim ex 
conditione Isoperimetri sequi videtur rationem FJ ad OJ sive angulum OFJ fore constantem, contra 
hypothesin, quae supponit angulum OFJ mutari posse in angulum oFJ. Altera Patrui solutio, ut et 
Hermanniana, quae ambae extast in Actis Lips. A. 1718, quoad fundamentum et methodum conve- 
niunt cum Fratris Jacobi solutione, nec ab ea differunt, nisi quod in illis prolixus Jacobi calculus 
eleganti compendio concisnior redditus fuerit. Caeterum doleo Jacobnm a Fratre nimis inique nota- 
tum fuisse, quod plures absurditates et contradictiones in solutione sua admiserit, cum tamen omnia 
quae Jacobus dixit sano sensu explicari, et apparentes contradictiones conciliari queant. Ex. gr. cum 
dixit, in omnibus aequationibus Tabulae suae litteras p et q augeri minuive posse quantitate qua- 
eunque constante c, id intelligendum est de maximis vel minimis /pdy, j'pdt, /gdy, etc. in quibus 
p vel q significant ipsas ordinatas curvarum, quarum areae debent esse vel maximae vel minimae, 


| z, f fe ete. 


cum enim illa transeant in haec ponendo "E vel T pro p et 9, petet in hie non p vel q, sed " 


non vero de maximis vel minimis 


aut E posse augeri vel minui quantitate constante c. Neque etiam eadem assertio ita dccipi debet, 


ac si aequationes, quae maximum aliquod vel minimum suppeditant, post talem mutationem semper 
etiam maximum vel minimum respective praebere debeant ; possunt enim per talem mutationem 
maxima degenerare in minima, et vice versa; quamvis ipse Jacobus, sicut ejus frater, ex inadver- 
tentia hoc non observaverit, Ex. gr. quamvis aequatie . | 


CA 
* 
D 
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__ pim 
dy — vica — pp) 


: praebeat maximum /'pdy, attamen baec aequatio - 


Lo, Pie — ola 
4y — Vas — (p - cf) 
potest praebere et maximun /pdy, et minimum /pdy, prout p major est vel minor quam c, Sic 
quoque aequatio 


du — edo 
J — V(bb + bp + pp — aa) 


potest. dore marimum Spa, etiamei. erescente æ decrescat p, quicquid coniradieat Johannes, quo- 
tiescunque nempe De ? est quantitas- af&rmetfiva. Ita etiam, quamvis eequatio 

) . qdt 

9 = Va qi 
satisfaciat maximo /gdy, tamen aequatio generalior , 
gdt i- edt 
Y(aa--4493-2eq72- €) — —dy 

potest dare et maximum et minimum /'gdy, illud nempe si q-t c fuerit quantitas affirmativa, hoc 
si q-tc fuerit quantitas negativa. Ad hes praedictas ires aequationes gensrales, quae exhibent 


" maxima vel minima /pdy, /pdt, /qdy, Patruus meus Jacobus potuisset reducere omnes 11 aequatio- 


nes Tabulae-suae. Sed aalis de his. Attingam nunc paucis quaedam ex Tua ultima epistola. Gaudeo 
Te nunc mihi assentiri circa ea, quae dixeram de seriebus divergentibus. Gratum facies, si mihi in- 
dicabis ipsam formulam quantitatis transcendentis — 0,40478, ex cujus evolutione oritur series 


1—2-1-6—25*-1- 120 — 720 + etc. 


.Ipse modus concipiendi seriem divergentem, tanquam ortam ex evolutione quantitatis alicujus finitae, 


. nil quicquam habet absurdi, ut contra eum aliquid objici possit , et si vel maxime eadem series ex 
pluribus diversis expressionibus finitis oriri posset, hinc non sequeretur ejusmodi concipiendi mo- 


dum esse absurdum; sed hoc sequeretur, ejusmodi expressiones non posse appellari summam, seu 
valorem seriei divergentiá, et hoc magis confirmaret sententiam meam, qua statuo, seriem diver- 


'gentem nullum babere valorem, 


Ego vicissim Tibi assentior in eo, quod attinet ad integrationem aequationis PRdx -1- QRáy = 0. 
Si paulo attentius considerassem eg, quae in penultima epistola ipse scripsi, non amplius dubitassem, 
sed facile vidissem, demonstrationem. ibi a me allatam inverti posse. Verum quia aliquis haerere 
posset in sumtione igtegralis quantitatis PRdx in casu x — 0, mallem ego hunc modum integrationis 
praescribere: Sit S nota integrationis, quando y ponitur constans, et c nota integrationis, quando 
& ponitur constans, Distinguatur PRdz in membra, in quibus y non reperitur, et in ea, in quibus 
y reperitur; vocentur illa Xd, haec pdæ. Pariter distinguatur QRdy in membra, in quibus c non 


| reperitur, et in es, in quibus = reperitur; vocentur illa Ydy, haec gdy. Eritque 


f PRdz + / QRdy — / Xdz + / Ydy + Spdx = f Xdx +- f Ydy -4- oqdy — constanti. 


Quod autem sit Spdx = ogdy, sic facile demonetro : Sit (Vig. 72.) AE — CF-—— dx, BE — pdz posita 


constante; per consequens AG — Spdx. Sit AC — FE — diff. AG posita x constante, diff. AC positis y 


et dy constantibus — DB — AC— DB — FE — DF — BE — diff. BE, seu diff. pdx positi x et dx 
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constantibus. Sed per hypothesin est quantitas R ita comparata, ut diff. pdx positis x et dz con- 
stantibus, debeat esse — diff. gdy positis y et dy constantibus, ergo AC — dy, per consequens 
ogdy — AG = Spdz. 0 | 

Ad ea, quae dixisti de radicibus imaginariis nihil habeo quod reponam, nisi quod existimem, 
ideam quantitatis imaginariae sive impossibilis involvere ideam radicis quadratae quantitatis negativae, 
quia eae quantitates sunt impossibiles, quae neque affirmativae esse possunt neque negativae, qua- 
rumque quadrata aut ipsa sunt impossibilia, aut saltem negativa. Problemata, quae in fine subjanxisti 
de projecta catena vel filo tribus corpusculis onusto, nimis difficilia mibi visa sunt. Malo fundamen- 
tum solutionis ex Te discere, quam ingeniolum meum hebetatum .eorundem examine diu torquere. 
Quod superest Deum O. M. rogo, ut luctum ex B. Parentis Tui obitu conceptum minuat, Teque cum 
Tuis quam optime valere jubeat. Dabam Basileae. die 20 Apr. 1745. 

P. S. d. 1 Maji 1745. Postquam misi nuperam epistolam, cupido me incessit examinandi s0- 
lutionem Tuam problematis de filo tribus corpusculis onusto. Scribis Te ex theoria motus elicuisse 
has aequationes 


au Va de V 23-9; 


Qa;— B + «coss (8 + cos s). ... 


reliqua in denominatore, quae a sigillo epistolae Tuae obtecta sunt, non possum legere. Mihi vide- 
tur has duas aequationes ita constituendas esse ' 








EN À — (cos s)* BE 2 — cos s 
di— ds $a — BB + a coe s et dr — Bd V en ram 
ut sit B a = T (2+ cos 4) + (2— coss), et B — (2 + cos d) 


Disquisitiones, quae jam sequuntur de problemate illo mechanico Joh. Bernoullii, in superiori 
epistola Euleriana memorato, manu ipsius Nicolas conscriptae leguntur in margine. primi. autographi, 
quod postscriptum illud jam ante ad Eulerum missum. exhibet, ed co magis. mentione dignae sunt, quod 
nunquam ad Eulerum pervenisse videntur. | Editores. 


(Fig. 73.) AB — BC — ab — be zz1 
AD=I, BE=p 
BD=n, CE=q 
Ur-mm—=1=pp+g, ldl — — mdn 
|  pdp=— qd. 
. angl. ABD —0, angl. BCE —=1 


Aa=dxe, aa—=dy, Bf -dr-td, bB=dy-ı.dm, Cy — de -- di 4 dp, cy — dy + di + dq 
tempus per Aa, Bb, Cc — di. Ob motuum corporum À, B, C', et centri gravitatis tempusculo dí uni- 


formitatem est 


Aa + BB -- C7 


: he. de+ dd Ad hino 224A --B— Tip 


pariter ELA h. e. dy -i- + den + + d = Cit hinc y=Ci+D— Em — 31 
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| velocitas secundum 4D — = = = — #34 tr, vis acceleratrix secundum AD — al 





PEN — dm — À dg H 
D AE a dt NM , a AF=am 
(0p, da--dla-op — Adt-- [di $dp . u 
. , =; > d — Fr s vis retard. secundum CG — bp 
e) — dy + dm + dq o Cdt +- } dm + > dq | _ 
, » CH = dt = dt 2 c CE — bq | 


Posita di constante est 


incrementum velocitatis secundum AD — i-i — aldı 


hinc war — 0o — dm 

o $ddm—]ddq | 2ddm+-ddg m di 

® » » AF — T d. agentem amdı 
— } ddl — 3 . 

decrementum , , Cy A queo bpdi . | 
| dt hine ddi--9ddp — p ^ —dq 

. "E . ca mL, dim--2ddq ^q ^ dp 

dt . ' 


Praecedentes aequationes reductae praebent . | | 
RUE APE Ro mai 0 Fm Pn Mi 0 
dpddl +- 2 dpddp +- dgddm -+- 2dqddq = 0. gddl -+ 2qddp — pddm — 2pddq — 0 
Priores duae additae et integratae praebent di? -+- dm? -1- dp* + dq* + dldp -+- dmdq — Const. seu 
di? 4-dr*- (didp + dmdg)— (ob di— mát, dm— — idt, dp — qu, dq— — pen) d(*-À-dz*-- (pl-4- qm) ddn— 
dé? -4- dy? + (d$dn cos (| — 5); — Const. Ponendo 


bar, $—)-, seu =>, =: 


habetur | | 
2 
Zar? + Dis? + cos (dr^ -i- ds?) >= s (ar^ -1- de?) — const. h. e. dr*(24- cos s) + ds? (2 — cos $) — adt*. 








- Posteriores duae aequationes additae et integratae praebent 
2mdl + mdp — 2ldm — ldq-1-qdi -1-2 qdp — pdm — 2pdq — 2mmdt +- mqdr -1- 2 dé + lpdr -A- mqdi -4- 2 qqdn 
+ ipd A-2ppd —2 d, 4-24 + ([p 47 mq) (d5-1- dr) — (d54-41]) (2+-cos (Ê—7))—=dr (2+-c0ss)—Const. 8dt. 


EN 


Viro Celeberrimo atque Amplissimo N. B. S. P. D. L. E. B 


Etsi litterae Tuae, Vir Celeberrime, maximo gaudio me afficiunt, summumque mihi fructum afferunt, tamen 
quoniam non ignoro in aliis diversissimi generis studiis Tibi plurimum esse elaborandum, ne Tibi sim molestus, 
frequentiores a Te litieras exigere non ausim, sed hoc tantum a Te etiam _aique etiam rogo, ut meas benevole 
accipere, ad easque non nisi cum 4atis otii fueris nactus, respondere velis. Gratissimum mihi fuit ex Te intelligere 
opusculum meum de Isoperimetris, vel potius Isodynamis Tibi non displicere; argumentnm mihi quidem ita com- 
paratum. videtur, ut in eo non errare sit difficillimum. De solutione: Celeb. Joh. Bernoullii, quae extat in 
Comment. Academiae Regiae Parisinae 1706, Tecum plane sentió, neque etiam dubito, quin ipse Auctor, si sen- 
tentiam suam aperte declarare voluerit, sit dissensurus. Cum. autem ejus defensionem semel tanto ardore susce- 
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pisset, mirum non est, quod. errorem profiter? nunquam voluerit. Ob eandem autem causam omnes occasiones 
data opera evito, meam sententiam de ista solutione indicandi. Tibi antem, Vir Celeb., maximas gratias babeo, 
quod Tuum judicium cum tam egregiis animadversionibus mecum communicare volueris. Saepenumero certe dif- 
ficillimum est dignoscere, utrum formulae cujuspiam inventae valor sit maximus an minimus, praesertim si plu- 
res quantitates indefimitae in eau ingrediantur. Tanta est enim affinitas inter maximum et minimum, ut eadem 
quantitas seu functio V, quae formulam A -+- V reddat maximam, eadem hanc formulam solo signo mutato À — V 
exhibeat minimam. Sic cum aequatio 


dy — par 
Y (aa — pp) 


praebeat maximum /pdy, vicissim haec aequetio 


dy — = Vias — pp) 
quae quidem in illa ob signi radicalis ambiguitatem jam continetur, /pdy faciet minimum, quod clarius patebit 
si, uti fecisti, pro p scribatur p 2 c. 

Quod ad valorem seriei divergentis 1 — 1 -1- 2 — 6 +-2k — 120 -1- etc. attinet, puto equidem dari lineam 
curvam, cujus abscissa si fuerit — x, applicata esse queat 

y— x —1x+ 2x" — 62* 4-98 05 — 12074 ete. 
unde si in hac curva ponatur abscissa x =—1, applicata y exhibebit valorem seriei 
1—1-24-2—6-1-24 — 120 + etc. 

Potest autem natura hujus curve per aequationem differentialem exprimi. Cum enim ait - 


——1—2x+ 6x — 242° + 1200 — 720x°+ etc. 
erit ob utriusque seriei similitudinem 


— dz 
c uo su el 


.quae est aequatio differentialis pro curva quaesita, cujus integrale, si e denot&t numerum, cujus logarithmus 
— 1, erit | 


1 
Ey Fan 


quod integrale ita sumi debet, ut evanescat posito x — 0; erit ergo hinc 


1 
L he %, 
y = 6 d f —— , 
hujusque proinde expressionis falor facto z — 1 dabit valorem seriei propositae. Erit ergo summa seriei propositae 


— d 


x — 9 ds 








| (—4 | B 
pesite post integrationwm s—-1. Ponatur e ” ==; erit posito $—0, 1— 4, et posito 4 — 1, # = 1; unde 
summia seriei erit = f integrali ita sutnto, ut evanescat posito z — 0, deinde vero facto z — 1. Sit porro 
un "EN — dt 
z = 1 t, ert summa seriei = [aa 


"t integrali ita sumto, ut evanescat posito {—1, tumque facto 
(—0. Jam ob u | 

4 1,04 

N-j=-1-ZU- zz — tete. 
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habebitur summa seriei 


| — dt 
= EE 


it —ı _- 2 
Sit ia = 1 ++ ft +y +" + etc. 
erit integrale 
= —1— Lot — Li Im — etc. Add aul 82- y++8+ etc. 
Fiat jam (—O, erit seriei divergentis 1 — 1 + 2 — 6-+- 24 — 120 -1- 720 — etc. valor 
1 1 1 1 
=i+çso+ + y+ + etc. 


Est vero series haec valde convergens ob 


Q os... .. sors = Î 
B—-a—i ps .. ++ 
y=—p—sa—+ ...... eco o n .. ..=-3 
= -7—- 4ß-.—4.. . en ‚=+3 
e——4—ir—-gfÜ—494—q. o ——u 
=: 5°-517-40-70-:... am 
nt tof states 
eic. 


ergo seriei propositae 1—1+2—6+ 2, — etc. 


4 1 1 1 7 19 


3 
valor —1-—3*'s- 137 30 360 * $590 — 560 etc. 


. . 1 1 4 1 1 1 11 
mae — _ -—— 
differentiae 1 9' 3° 1 3) 7 84’ 5040! etc. 
differentiae 24e 3 1 x , 366" etc. 
etc. 


hujus autem seriei non difficulter summa vero proxima invenitur, prodibitque fere 0,593521. Ceterum non me- 
diocriter gaudeo, Tibi meum series divergentes congiderandi modum probari, sic utigne rectjus dixerim eaae 
0,59521 valorem illius expressionis finitae, ex cujus evolutione series divergens 1 — 1-1- 2 — 6 -1- etc. nasca- 
tur. Vix autem crediderim ullum dari casum, quo eadem series divergens ex evolutione plurium formularum 
diversarum oriri queat. - 

Fundamenta solutionis meae problematis de motu catenae, seu plurium corpusculorum filo connexorum lu- 
. bentissime judicio Tuo, Vir Amplissime, subjiciam. Utor ad hoc lemmatibus quibusdam, quorum ratio ex dy- 
namicis facillime constat: | | | 


I. Si corpus secundum rectam AB motu quoounque feratur, cujus massa sit A; si tempore 4 elapso 


confecerit spatium AP— zx, erit ejus celeritas in P — C^, et vis id in P secundum PB sollicitans 


dt 
=, posito di constante, 
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II. Si (Fig. 74) corpus in linea curva EM moveatur utcunque, atque tempore 1 elepso versetur ia M, 
quod punctum determinetur coordinatis AP — x, PM — y, corporisque motus resolutus concipiatur se- 


cundum directiones Mp et Mm, ipsia x et y parallelas, erit celeritas in directione Mp — a et iu di- 
rectione Mm — =. Tum. vero si massa corporis sit — À, erit vis sollicitans corpus secundum 


Mp — 2 a ‚ et secandum Mm — e . 





His jam praemissis sint (Fig. 75) tria corpuscula L, M, N, filo connexa, quae super plano utcunque moveantor. 
Pervenerint ea elapso tempore t in situm, quem figura exhibet. Sumta recta AB pro axe, ad eumque demissis 
perpendiculis LP, MQ, NR, vocentur AP — z, PL — y, AQ — +, QM — y, AR — x, RN — y, et sit longitudo fili 
LM —a, ejus inclinatio ad axem AB — 9, longitudo fili MN— a, ejusque inclinatio ad axem, — 9 erit 
x — 2 — 0089, y —y-—asing, x —g -—a cosp et y, —y —a' sing. Tum vero per lemma secundum 
necesse est, ut corpusculum Z sollicitetur 





secundum Ip vi it * secundum LI vi =; 

corpusculum M vero atl - 
. — 9Máddz | 2 Máy. 

secundum Mq vi = dC secundum Mm vi — - 

corpusculum denique N , , 
Y (4 

secundum Nr vi = A ; secundum Na vi = en . 


Ponatur nunc tensio fili LM — P, fili MN — Q, atque a vi P corpus L urgebitur secundum Lp vi — P cosy, 
secundum Li vi — P sing; corpus M secundum M? vi — P cos, secundum MQ vi — P sing. Deinde a tensione 
Q fili MN corpus M urgebitur secundum Mg vi = Q cosy, secundum Mm vi — Qsin o; at corpus N secundum 
No vi — Q cos 9, secundum NR vi — Qsing'. Hae vires nunc illis, quae ex consideratione motus sunt elicitae, 
aequales esse debent, unde obtinentur sequentes aequationes: 








9 Lddz 9 Made’ 9 Ndds" " 
dt — P cosy, —dd — cos o, — Pcosy, Fr — — Q cosy 
Lady / , P 

= P sin o, PC — Quin o' — P sin y, M. = — Q sin y. 


Quae aequationes cum superioribus conjunctae sufficient ad quantitates P, Q, et 9 eliminandas, atque pro- 
blema perfecte solvent, uti facillime perspicies. 


Vale, Vir Amplissime, mihique favere perge. Dabam Berolini d. 17 Julii 1745. 
P. S. Dum haec de serie divergenti 1 — 1 -1- 2 — 6 +24 — 120 4-720 — etc. scripsi, in alium. modum 
quantitatem finitam, ex qua nascitur, exprimendi incidi, qui ita se habet 


1—2a-1-2a* — Ga + 2&a* — 120a* + etc. — 




















1 
1+a 
1a 
1 + 9a 
1 +2 
1 + 3a 
1 + 
| 4 2- 4a 
4 —+- 4a 
4 + 5a 
4 +- ba 
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ex. qua expressione facile limites, inter quos ille valor contineatur, assignantur, qui quantumvis prope libuerit 
ad rationem aequalitatis accedant, Sic si a — 1 valorque quaesitus ponatur 


1—1-2-2—6-1-2& — 120 + etc. =s, erit 


99400 ——— o. 
37633 

I E > > > > > 150033 
Hinc in fractionibus decimalibus collegi valorem ipsius s contineri intra hos limites 0,5963107 et 0,596376%, 
quorum posterior multo propior est veritati, quam prior, ita ut revera quasi sit s — 0,5963475922. Fallax 
ergo fuit modus a me ante adbibitus, seu saltem non nimis aptus ad appropinquandum, quo inveneram 


1 2 8 44 ^ 300 9490 
dtr 8? 5 is! 5 4" on” aeg? s € 
etc. 


s=0,59521. Hoc itaque valore ab 1 subtracto, erit valor (seu uti vocare volueris) seriei 
4 —2-2-6 — 24 + 120 — 720 + etc. = 0,4036525, 
qui in meis praecedentibus perperam erat 0,£0478. Simili autem modo inveni fore generaliter 


1 — ma + m (m + n) a — m (m + n) (m + 26) a? + m (m -4- 5) (m 2-2) (m + 3n) a* — etc. = 

1 
1+ ma 

j 2- "a | 

1 (mn) a 
4 + Ana 
4 -31- (m—+Qn)a 
4 + Ina 
4 (m + àn)a 
1 + 4na 
4 + (m + An)a 
1 + etc. 





ex qua expressione arbitror, non contemnendas conclusiones derivari posse. | 
Habere autem seriem z — 12*-31- 22% — 6z* + 242° — 190 2° + 72027 — etc. valorem determinatum, se- 
quenti modo mihi demonstrare posse videor. Concipiatur curva, cujus abscissa existente — x, applicata sit 





— erit hujus curvae area 


E da a _ {z + 1.2.2 13.3.5 , ete 
— /I Zu 14—i (—iy (41—ij (1— ia) ied 


quae cum habeat determinatam quantitatem, sequitur quoque hanc seriem valorem determinatum habere. 
Quod luctum mihi ex morte Patris mei inflictum consolatione Tua lenire volueris, maximas Tibi ago gra- 
tias, Deumque T. O. M. rogo, ut Te cum Tuis incolumem et ab omnibus calamitatibus immunem servare velit! 
His absolutis accipio schedulam Tuam litteris Celeb. Dan. Bernoullii inclusam, in qua lapsum formula- 
rum mearum recte annotas, quem ipse ignoraveram. In scripto enim meo, unde istas formulas exscripseram, 
aliis usus eram litteris constantibus, ad legem homogeneitatis nondum accommodatis, quarum loco inter descri- 
bendum alias litteras substitui, sicque per errorem evenit, ut alteram formulam ponerem 
dr = ps V 200! 


(9 + coss) (2a — B--a coss) 
eum scribere debuissem 


_ B(2 — coss) . 
dr = de (2 + coss) (2a — B+ a00ss)" 
ita ut mihi sit 5, quod Tu per 68 in emendatione exprimis. Sic autem formula prior 
, u . 4— (coss)? 
dd Vz; — B -3- a coss 
recte se habet. 
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B. Duae litterae ad Fredericum Hi, Regem Borussorum, datae annis 1749 et 1768. 
1°) 
Sire, 


Ayant fait l'examen de la loterie italienne dont V, M. a bien voulu me charger si grácieusement , j'ai pre- 
miérement déterminé combien chaque joneur devrait payer pour que l'avantage fût égal tant pour le banquier 
que pour le joueur, d'où l'on connaltra d'abord, combien le benquier doit gagner probablement, si le joueur 
est obligé de payer plus que l'égalité du jeu ne demande. 

Suivant le projet, om fait 90 billets marqués des nombres 1, $, 3, 5 ete. jusqu'à ®, dont on ne tire que 
5 au hasard, lorsqu'on juge qu'un assez grand nombre de joueurs s'est engagé. Or on peut prendre part à 
ce jeu de plusieurs manières différentes, selon que chaque joueur le trouve convenable. 

La 1** est: le joueur choisit à volonté un numéro des 90 proposés, et il détermine lui-même le gain qu'il 
veut avoir en cas que son nombre se trouve parmi les 5 billets qu'on tirera à la loterie; et en proportion 
du gain qu'il attend, il est obligé de payer une certaine somme d'argent. Supposant que le joueur fasse pré- 
tention à un gain de 100 écus; pour que le parti soit égal, il devrait payer la 18%“ partie de 100 écus, c'est 
à dire 5 Rthlr. 13 gr. & pf. Or selon le projet, il doit payer 8 Rthir. Donc la banque doit s'attendre à un 
profit de #4 p. cent. Il en sera de méme de tous les autres prix que les joueurs demandent par cette ma- 
nière de jouer. Comme si quelqu'un vouloit gagner 1000 écws, en cas que son nombre se trouvát parmi les 
5 qui se tirent, il serait obligé de payer d'avance, pour obtenir cette condition, 80 écus, et ainsi des autres 
prix, plus hauts ou plus bas, que les joueurs pourroient choisir. | 

La 2% manière de jouer se fait pas les ambes, ensorte que le joueur choisit deux nombres à la fois, et 
détermine lui même le prix qu'il veut gagner, en cas que tous les deux nombres se trouvent parmi les cinq 
numéros qu'on tirera au jour de la loteræ. La probabit que deux nombres, choisis à plaisir, se rencentreet 


dans les 5 qu'on tire au hasard des 90, n'étant que où gai pour que le parti füt égal, il ne devrait 


à x35 ° 
payer que a5 » pa du prix auquel il prétend, c'est à dire, s'il demande un prix de 100 écus, il me paie- 


roit que 5 gr. 12 ; Pf. ou 6 p à peu prés. Or, selon le projet, la mise, pour avoir ce gain, est 14 gr. 


donc la banque ragneroi 1332 p. cent. Or comme ce profit seroit trop considerable, pour mieux encourager 


les joueurs, on leur accorde 20 p. cent sur chaque prix qu'ils gagneront par une ambe, c'est à dire, au lieu 
de 100 écus, on leur promet de payer 120 écus en cas que leur ambe vienne à gagner, et partant la banque 


profitera probablement 9072 g P cent. - | 
La 3/** manière de price à cette loterie est | pas Lernes, où le joueur se choisit 3 Bombres à la fois, 


| O*) Responsio ad sequens rescriptum regium: «Sa Majesté le Roi de Prusse, notre très gracieux Souverain, fait envoyer 
ci-joint au Professeur Euler le projet d'une loterie, établie dans la plupart des villes considérables d'Italie, et 
| qui a été présenté à Sa Majesté par un certain Roccolini, poer exsisiner avec exactitude les calculs aigébriques 
qui entrent dans toutes les pièces de ce projet: mais sourtout de bien approfondir par l'algèbre toué- les hassyds que 
l'entrepreneur d'une pareille loterie peut courir, et de méme les profits qu'il pourroit faire par là, et d'en faire, 
aussitôt que faire se pourra, son très humble. rapport à Sa Majesté. A Potsdam le 15 septembre 1749. 
| | Signatum: Federic. 


P. 8. En cas que le dit Professeur Euler ait encore besoln de quelques lumières touchant ce projet, il pourra s'adresser 
pour cet effet au Lientenant- général Comte de Mottembourg.» 
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sous condition de gagner le prix em eas que tous ces trois nombres se trouvent dans les 5 extraits, de sorte 


qu'à perde, soit qu'aucun de ses nombres ne &'y.irouve,.soit qu'il s'y en trouve un seulement, ou deux. 


5.4.3 4 
Dans ce cas, la probabilité de gagner peur le joueur est — — 55 89 à 7" imis! de sorte que, pour gsgner un 


| prix quelconque, il n'autoit qu'à en payer. Ja 14744%%° partie, pour que l'avantage fût égal de part et d'autre. 
Ainsi, pour gagner par une terme un prix de 100 écus, le joueur ne devreit payer que 22 pf. Or, selon le 
projet, le paiement pour ces 100 écus est marqué de 15 pf.; donc la banque gagneroit 5117 p. cent. Mais pour 
un plus grand encouragement, la banque s'engage de bonifier 80 p. cent sur chaque prix qui se gagne par 
ternes, et partant le profit de la banque seroit 240 p. cent. | | 

Ce sont les trois principalés manières de jouer; mais dans les papiers qui m'ont été communiqués, il est 
fait mention encore d'autres manières méfées de cefles-ci. Comme p. exemple, un jouer choisit 3 nombres avec 
ces conditions qne, si tous les trois se trouvent parmi les nombres qui seront tirés, il prétend à un prix de 
50 écus, par exemple; mais s'il ne s'y rencontre que deux de ses nombres, ou une ambe, il prétend à 5 écus. 
Pour cette condition on trouve, pat la régle des combinaisons, m pour que le parti soit égal de part et 


du prix, et pour l'ambe ——— du prix: Donc celui-là étant supposé 


1 
| 11748 at 
de 50 écus, et celui-ci de 5 écus, le joueur sera obligé de payer, en tout, un peu moins qu'un gros. Je ne 


trouve pas, combien il faut payer dans ce cas selon le projet; mais il est à présent très facile de le deter- - 
miner ensorte, que la banque gagne autant qu'on veut. Comme, si la banque vouloit gagner 100 p. cent, le 


d'autre, il faut payer pour la terne ——— 


joueur devrait payer 2 gros, au lieu d'un. 

Il sera également aisé de déterminer, tant pour ces manières de jouer que pour toutes les autres qu'on 
peut imaginer, combien le joueur doit payer pour les conditions qu'il exige, afin que la banque en tire un 
tel profit, ou autant p. cent qu'on soubaitera. Le profit auquel la banque se pourroit attendre probablement, 
selon le projet de l'Italien, sera donc assez considérable, puisque sur les simples extraits, elle gagneroit 44 
p. cent, sur les ambes 94 et sur les ternes 240 p. cent. 

On n'est pas méme attaché ni au nombre de 90 billets, ni à celui de 5 qu'on en tire au jour que la lo- 
terie se joue. On y peut varier, comme on jugera à propos. Pour le mieux faire voir, jajouterai ici un autre 
projet oà le nombre des billets est 100, marqués des nombres 1, 2, 3, & jusqu'à 100, desquels on tire au 
hasard 10, et les conditions du jeu pour les joueurs seront les suivantes, pour que l'avantage soit égal de part 
et d'autre. 


I. Le joueur ne prenant qu'un nombre, pour qu'il gagne 1000 écus, en cas que 
son nombre se trouve parmi les dix extraits, il doit payer à la banque. ...... 100 écus. 


IL Si le joueur se choisit deux nombres, on pourra faire deux cas: 
1) pour qu'il gagne 1000 écus, en cas que tous les deux nombres se trouvent 


parmi les dix extraits, il doit payer. . ... T soso , 9 écus 
2) pour qu'il gagne 1000 écus, en cas qu'un seul de ses nombres se trouve | 
. parmi les extraits, il doit PAYET esse soso .. 181,7 écus 


IL Si le joueur se choisit trois nombres, on pourra considérer trois cas: 
1) pour qu'il gagne 1000 écus, lorsque tous ses trois nombres se rencontrent 
dans les dix extraits, il doit payer. ............ ecco oos s... 18 gros 
2) pour qu'il gagne 1000 écus, lorsqu'il ne se trouve que deux de ses nombres 
dans les extraits, il doit payer... .......... eee eere oo... 29 Rthir. 1 gr. 
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3) s'il veut gagner 1000 écus, pourvu qu'un de ses nombres se trouve parmi 
les extraits, il doit payer... ... cce eeeeeeeee ehh. 247 Bthir. 16 gr. 


IV. Si le joueur choisit & nombres, on pourra considérer quatre cas: 


1) pour qu'il gagne 1000 écus, lorsque tous ses quatre nombres se rencon- 
trent dans les dix extraits, il doit payer. ...,,.,....,............ 1 gr. 5 pf. 


2) pour avoir le méme gain, lorsque trois de ses nombres se rencontrent parmi 
les dix extraits, il doit payer ................................. 2 Rthlr. 21 gr. 


3) pour avoir le méme gain, s'il ne se trouve que deux de ses nombres tirés, 
il payera. ........- TOP" ecoosocoocscooceccsccececos s S. #7 Rthlr. 10 gr. 


&) enfin le méme gain lui revient si, parmi les numéros tirés il ne se trouve 
qu'un seul de ses nombres; mais dans ce cas il faudra qu'il ait payé .... 312 Rthir. 17 gr. 


J'ai supposé ici partout le gain de 1000 écus, mais il est évident qu'on peut appliquer ces résultats à 
tous les gains possibles que les joueurs pourroient prescrire; car si le joueur prétend à un gain ou plus grand 
ou plus petit que 1000 écus, il paiera en proportion ou d'autant plus, ou d'autant moins. 

Selon les arrangemens marqués, l'avantage seroit parfaitement égal du côté de la banque et des joueurs, 
mais il est facile d'augmenter les mises des joueurs afin que la banque gagne tant qu'on veut. Comme, si la 
banque vouloit un profit de 50 p. cent, on n'aurait qu'à augmenter les mises marquées de leur moitié cha- 
cune. Si la banque vouloit un profit de 100 p. cent, les joueurs devroient payer le double, et ainsi de suite. 

Il seroit convenable de se contenter d'un profit médiocre, comme de 20 p. cent, sur les cas où le joueur 
est obligé de payer une partie considérable du prix qu'il prétend, comme la 105"* partie et au delà. Mais où 
la mise est fort petite par rapport au gain qu'on prescrit, on pourra considérablement augmenter le profit, 
sans que les joueurs en soient découragés. Ainsi, lorsque le joueur ne devroit payer que 18 gr. pour gagner 
1000 écus, il ne balanceroit pas beaucoup de payer 2 écus, au lieu de 18 gr., el par ce moyen la banque 
gagneroit 166 p. cent. | 

De cette manière le hasard, auquel la banque est exposée, deviendra plus petit; car la banque risque 
d'autant moins, plus la somme que les joueurs doivent payer, sera considérable. 

Pour le risque de la banque il est à remarquer qu'on ne peut pas compter sûrement sur le profit que le 
calcul montre. Cependant, en général, on peut assurer que plus le nombre des joueurs est grand, plus sera 
aussi certain le profit marqué par le calcul. Mais si le nombre des joueurs est fort petit, ou que quelqu'un 
. fasse prétention à un gain immense par une mise medique, il pourroit réussir, quelque petite que soit la pro- 
babilité, et par ce moyen la banque courroit risque de faillir. 

Cette loterie est donc de telle nature qu'il ne seroit pas à propos de s'en méler, à moins qu'on ne füt 
assûré qu'un trés grand nombre de joueurs y voudraient prendre part, et encore, dans ce cas, la banque devroit 
être en droit de ne s'engager point à de trop grandes sommes. On ne doit pas non plus accorder, qu'un très 
grand nombre de personnes choisissent les mêmes nombres pour gagner, puisque en cas qu'ils gagnassent toutes, 
la banque souffriroit une perte trop considérable. 

Dans la persuasion que ces calculs avec les remarques y jointes seront conformes à la hante intention de 
V. M. je suis avec le plus profond respect etc. 


Euler. 
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Sire, 

Aprés avoir examiné, par ordre de Votre Majesté, le plan de loterie de M. de Griethausen, je trouve 
que les avantages que l'Etat en peut espérer pourraient être encore plus considérables que l'auteur n'assüre, 
et méme monter à 8 millions de florins, comme je crois l'avoir prouvé dans les réflexions ci-jointes. Tout 
revient à savoir, si l'on peut bien s'attendre à ce que cette loterie fut remplie: la somme de 100 fl. pour chaque 
billet, et de 1000 fl. que la continuation pendant dix ans exige, sera toujours un objet trés considérable pour 
bien du monde, de sorte que la distribution de 50000 billets sembleroit presque impossible, si l'on ne savoit 
par expérience que de telles loteries réussissent assez bien en Hollande où le crédit affermit la confiance du 
public. Personne n'apprendra jamais rien de moi sur ce projet. J'ose profiter de cette occasion pour présenter 
à V. M. mes trés humbles et trés respectueux remerciments des assurances grácieuses que V. M. a bien voulu 
donner à mon fils; jen suis le plus vivement pénétré, et je meurs avec le plus profond respect, Sire, de 
V. M. etc. Août 1763. | 

Euler. 


Plan d'une loterie de cinq classes, chacune de 50000 billets qui toutes doivent être tirées dans un an, 
et réitérées pendant dix ans conséculifs. 







Reste 
en dépôt. 





Nombre 
des lots. 





‚Classes. Recette. 











. 292.880 207.120 fi. 
IL. 508.967 241.033 
III. 711.480 228.520 
IV. 1.047.208 202.792 
V. 1.524.465 — 24.465 





4.135.000 





Après le tirage de ces cinq classes, le dépôt de 855000 fl. est employé à faire, pour une sixième classe, des | 
prix de 28. fl. chacun pour 30000 billets, s'il y en a autant qui n'ont rien gagné dans les cinq classes. Il y 


a ici une incertitude sur laquelle je fais les réflexions suivantes : 


*) Besponsio ad sequens rescriptum regium: «Le nommé Grietbousen en Hollande venant de M'envoyer un plan de 
loterie qu'il pense d'établir dans le pays de Cléves, pour aider cette province à se débarasser des dettes qu'elle 
s'est vue obligée de contracter pendant les troubles de la dernière guerre. J'ai bien voulu vous communiquer ci- 
joint ce plan, afin que vous l'examiniez dans tout son détail et me marquiez-ensuite votre sentiment, si vous le 
trouvez solide et équitable -pour être agréable au public, et pour que la susdite province en trouve le soulagement 
que l'auteur en fait espérer. J'attends le rapport que vous M'en ferez; auquel vous voudrez bien Me faire le plaisir 
de joindre le plan susdit avec vos remarques. Je voudrois d'ailleurs que vous n'en fissiez point d'éclat encore, ni 
qu'il en transpirât quelque chose hors de saison dans le public, tant sur ce qui regarde ce plan, que sur son au- 

teur. Bur ce Je prie Dieu qu'il vous ait en sa Sainte garde. A Potsdam ce 17 d'août 1763.» . 
Signatum: «Federic.» 
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1° Si tous les prix dans les cinq classes tomboient sur des billets différents, de sorte qu'aucun n'en gagnát 
deux, il n'y auroit que 10000 qui entreroient dans la 6% classe dont chacun retireroit 2382 fl. ce qui faisant 


28500 fl., laisseroit un profit de 570000 fl. pour les entrepreneurs ou pour la caisse. 


2° Si tous les prix dans chaque classe tomboient sur les mêmes 8000 billets, il y auroit 62000 sans gain, 
dont 30000 profiteroient du bénéfice de la 6è classe, et 12000 n'auroient absolument rien. Aussi le profit de 
l'entrepreneur s évanouiroit. 


3° Or ni l'un ni l'autre de ces deux cas n'existera probablement jamais, et l'on peut supposer à peu près 
qu'il y aura ordinairement le milieu, c'est à dire 26000 billets sains gains; de sorte que la 6*"* classe ne con- 
tiendra qu'autant de billets, au lieu de 30000, et par conséquent le profit de l'entrepreneur peut étre censé 
de 113000 fl. 


4° Ce profit deviendra encore plus considérable par le $ 19 N. B, où la dixième partie de chaque grand 
lot de 1000 fl. et au dessus doit étre partagée parmi les 9 compagnons de la méme parcelle, et qui, par con 
. Béquent, seront exclus de la 6599 classe. Comme il y a dans les cinq classes 328 tels lota ou primes, il pour- 
roit y avoir 9 fois autant, c'est à dire 2957 qui ne concourroient point dans la 65"* classe. Mais comme plu- 
sieurs en seront exclus d'eux mêmes, en comptant la moitié, 1500, le nombre des participants à la 6*»* classe 
en sera diminué, et partant le profit de la caisse devra étre estimé à 156.750 fl. 


5? Les années suivantes ce profit deviendra plus considérable, parce que ceux qui ont gagné 1000 fl. et 
au-delà, dans les années précédentes, seront à l'avenir pour toujours exclus de la ressource de la 6m classe, 


quoique leurs lots ne gagnent plus rien. 


6° L'auteur met ce profit de la caisse par an à 250000 fl., Jequelle somme pourroit bien étre trop grande; 
mais comme c'est le hasard dont dépend cette somme qui pourroit également devenir tant beaucoup plus grande 
que plus petite, on n'y sauroit compter pour sür. Cependant on le doit regarder toujours comme un objet très 


considérable. 


7? Cet argent mis dans la caisse peut être employé pendant les dix ans et fournir des intérêts à 5 p. cent 
comme l'auteur suppose; mais au bout de ce temps, il ne dit pas ce que doit devenir ce capital lui-méme qui 
doit monter pourtant à 2.500000 fl. Cette somme, qui semble devoir étre un profit réel pour la caisse, n'est 


pas comprise dans les 7 millions qu'il suppose rester au profit de l'Etat. 


8° H y a encore un autre bénéfice résultant de l'association proposée, où eenx qui en veulent profier 
paient pour leurs lots 10 p. cent au-delà de la mise ordinaire, ce qui fait 10 fl. par an,sur chaque lot, et ce 
surplus doit être parlagé au bout de 10 ans parmi ceux des associés qui auront perdu, pro rata de leur perte. 
Pendant ce temps, cette somme peut être placée à intéréts qui tomberont au profit de la caisse. 


9? Outre cela, on déduit de chaque gain 10 p. cent, ce qui fait 500000 fl. par an, laquelle somme, avec 
celles des articles précédents, sera mise à intérêt à 5 p. cent, et l'auteur suppose que tout cela pourroit bien 
monter à 1 million par an dont il rassemble les intéréts qui en écheoient tous les ans. Or, il ne dit pas à 
quoi ces intéréts sont employés tous. les aus: si c'est d'abord au profit du pays pour payer les dettes, ou s'ils 
doivent rester dune la caisse, auquel cas ils pourroient bien être employés à produire de nouveaux intéréts. 


Litterae ad cel. Lagrange datae. | 555 
C. Octodecim litterae ad Cel. Lagrange datae annis 1755 ad 1775. 
L. | 
Vir praestantissime atque Excellentissime. 


Perlectis tuis postremis litteris, quibus theoriam maximorum ac minimorum ad summum fere perfectionis 
fastigium erexisse videris, eximiam ingenii tui sagacitatem satis admirari non possum. Cum enim non solum 
in tractatu meo de hoc argumento methodum mere analyticam desideravissem, qua regulae ibi traditae erui pos- 
sent, sed eliam deinceps non parum studii in hujusmodi methodo detegenda consumpsissem, maximo sane gaudio 
me affecisti, quod tuos profundissimas aeque ac solidissimas meditationes super his rebus mecum benevole com- 
municare voluisti, quamobrem tibi me maxime obstrictum agnosco. Statim autem perspixi analysin tuam, quae 
meas hujusmodi problematum solutiones per sola analyseos praecepta elicuisti, multo latius patere mea methodo 
ideis geometricis innixa. In universa enim serie valorum ipsius y, qui singulis valoribus ipsius x respondent, 
donec x dato valori a aequetur, ego unicum valorem ipsius y data quadam particula óy augeri concepi, indeque 
incrementum in formula integrali /zdx ortum investigavi, dum tu, Vir clarissime, singulos valores ipsius y in- 
crementa ôy capere assumis, quam ob causam, non dubito quin tua analysis, si penitus excolatur, ad multo 
profundiora mox sit perductura. Cujus quidem praestantiae jam eximia exempla a te feliciter confecta circa 
lineas citissimi appulsus ad datam lineam, quin etiam de methodo maximorum ad superficies applicata commemo- 
ras, quae omnia ut accuratius persequaris eliam atque etiam te rogo. Mea quidem methodo usus, plures hujusmodi 
quaestiones circa superficies pertractavi in scientia navali, quae duobus voluminibus in 4° Petropoli pluribus 
abhinc annis prodiit. Quod autem ad tuam methodum, qua singulis applicatis y incrementa öy tribuis, attinet, 
antequam hoc ipsum, quod non aperte indicas, animadverti, de consensu tuarum formularum cum meis dubita- 


veram. Ut enim f. zdr fiat maximum existente: 
dz — Ndy + Pd*y +- Qd*y +... 


(ubi quidem pro dx unitatem ponis, non pro c, uti forte lapsu calami notas), necesse est, ut tuo signandi 
more sit 
ö/zdx, seu /Ózdz — 0. 
_ At vero invenis, ponendo tecum 1 pro dx: 
ófz —/f(N — dP + d!Q — d*R etc.) y a- (P — dQ -- d* R) 6y -i- (Q — dR) dóy etc. 


unde concludis esse debere 


Cum tamen natura maximorum tantum postulet, ut sit: 
SN — dP + d*Q — d'R etc.) 0y — 0. 


Verum perspecta amplitudine ....... si unicae applicatae y incremen ....... /(N — dP -1- d Q —) y alius 
val... ..... parteá (P — dQ-3- d°R) dy +(Q . .. .... 2:24 referuntur eyanescere, ....... 86n$ug depre- 
hendatur. M 
Vehementer etiam te rogo, Vir clarissime, ut mihi ignoscas, quod ad tuos priores litteras m... ...com- 
mercium nostrae urbis cum Italia ....... ut nisi per mercatores promoveatur, non ....... possit, Quare 
cum mihj jam mercatorem tuum indicaveris, has litteras ad eum per mercatorem mittens rogo, ad quem etiam 


tuam responsionem, qua forte me honorare volueris, per tuum mercatorem mittere vellem. 
* 
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Quod autem in prioribus litteris de analogia differentialium cujusque ordinis formulae xy et terminorum 
binomii potestatis (a 4- 5)" attulisti, eam jam a Leibnitzio observatam esse memini, quod *nisi fallor in ejas cum 


Bernoullio commercio reperies. Vale et salve 


Dabam Berolini d. 6 Sept. 1755. Tibi addictissimo L. Eulero *). 


2. 
Vir elarissime atque acutissime 


Binas tuas epistolae, alteram circa finem anni elapsi, alteram vero nuper, ad me datas, summa cum vo- 
luptate perlegi, summamque ingenii tui perspicaciam maxime sum admiratus. Non solum enim methodum il- 
lam maximorumeet minimorum, cujus equidem prima quasi elementa exposueram, ex veris iisque subtilissimis 
principiis elicuisti, verum etiam eandem penitus ‚perfecisse videris, ut nibil amplius, quod in hoc genere deside- 
rari queat, sit relictum. Quamobrem tibi, Vir clarissime, ex animo gratulor, ac te etiam atque etiam rogo, ut 
quae in hoc gehere tam felici cum successu es meditatus, ea omni studio penitius perscrutari ac perficere pergas. 
Subtilissimae autem hic occurrunt quaestiones, quae non solum omnem ingenii solertiam, sed etiam maximam 
circumspectionem in ratiocinando postulant, quandoquidem haec methodus nobis objecta plurimis plerumque cir- 
cumstantiis involuta exhibet, quas nisi calculum ad exempla determinata applicemus, vix distincte perspicere 
valeamus. Ita cum investigatio curvae maximi minimive proprietate praeditae perduxerit ad hanc aequationem 
L — 0, quae scilicet indicat tractu curvae, paululum immutato, variationem inde ortam evanescere, quemadmo- 
dum natura maximi minimive postulat, dubito an aequationes dL—0, d*L—0, seu L— a vel L—a+ fx 
ad eundem sub aliis circumstantiis perducere queant. Neque etiam transformatio formulae 

fLóy in Lföy—dLf”öy etc. 

novas determinationes mihi quidem suppeditare videtur; sed tantum indicare si sit L — 0, fore etiam dL — 0. 
quod utique verum est, sed conclusio inversa locum non habet. Nam nisi sit L—0, ratio maximi vel minimi 
non amplius versatur; sed fortasse hujusmodi positiones aliis problematis solvendis inservire poterunt. Quod au- 
tem brachystochronas per tria plurave puncta data transeuntes attinet, crediderim eas non esse curvas continuas, 
sed a quovis puncto ad proximum sequens arcum cycloidis duci oportere, quo tempus translationis ab altero 
ad alterum fiat minimum: si enim corpus celerrime singulas has portiones percurrat, totam curvam sine dubio 
tempore brevissimo conficiet. 

Deinde si non inter omnes curvas, sed eas tantum, quae sub certo quodam genere continentur, quaeratur ea, 
quae maximi minimive proprietate gaudeat, tua quidem methodus ad hujusmodi quaestiones aequo cum suc- 
cessu adhiberi potest, dum mea nullius est usus, sed evolutio calculi saepenumero maximis obnoxia est diffi- 
cultatibus; velut si (Fig. 76) super semiaxe horizontali dato AC infiniti describantur quadrantes elliptici AD, AQ, qui 
ratione semiaxis conjugati CD, CQ, differant; inter eosque quaeratur is AD, super quo corpus in vacuo descen- 
sum ex A incipiens, citissime ad rectam CQ perveniat, aequatio infinita pro specie hujus ellipsis invenitur, unde 
noä nisi appropinquando valor semiaxis conjugati CD definiri potest. Adhibitis autem appropinquationibus, re- 
peris esse debere: | 


8CD* — 3AC*, seu €p—A4cV 3. 


*) Omnes litterae e Berolino datae propria Euleri manu conscriptae sunt. 


Latterae ad cel. Lagrange datae. 997 


scire ergo velim, an haee sit vera solutio? et si sit vera, an ea non directe ope methodi cujusdam certae ob- 
tineri queat. 

Litteras tuas tam profundis meditationibus refertas cum illustrissimo praeside nostro communicavi, qui sum- 
mam tuam sagacitatem mecum plurimum est admiratus, simulque tibi pro suscepto principii minimae actionis 
patrocinio, maximas agit gratias: tuoque nomine numerum &ociorum academiae nostrae haud mediocriter illustra- 
tum iri censet, quod munus nt tibi conferatur prima oblata occasione curabit. De eo quoque mecum est allo- 
cutus, ut ex te sciscitarer, an non sedem, qua Taurini frueris, cum alia in Germania sub auspiciis regis nostri 
munificentissimi, cui te commendare vellet, permutare cupias; qua de re ut me certiorem facias, enixe rogo; 
mihi enim certe nihil ‚evoptatius exenire potest, quam si tecum coram communicare, tuaque consuetudine frui 


liceret. Vale et salve, Vir praestantissime 


Berolini d. 2& Aprilis 1756. — Tibi deditissimo L. Eulero. 


Vir clarissime ac praestantissime 


Ad litteras tuas mihi quidem jucundissimas prius respondere nolui, quam sententiam tuam cum illustri 
praeside nostro nunc in Gallia degente communicavissem, qui uti tuum praestantissimum ingenium mecum maxme 
admiratur, ita mihi mandavit, ut quantocius te Ácademiae nostrae commendarem, et in numerum sociorum 
nostrorum adscribi curarem. Quod cum summo applausu hodie sit expeditum, consuetum diploma cum his litte- 
ris accipies. Caeterum ill. praeses noster mihi perscripsit, se post reditum suum apud regem nostrum omnem 
operam esse adhibiturum, nt tuis meritis dignam stationem obtineat. Cum is tam propenso in te sit animo, 
haud abs re fore arbitror, si ad ipsum litteras dare volueris, quas ita inscibere poteris: d M. de Maupertuis, 
président, de l'académie royale des sciences et belles-lettres de Prusse, à St.-Malo, quo loco hyemem commorari de- 
crevit. Interim Academia nostra profundissimas tuas meditationes summo cum desiderio expectat, quibus in 
posterum nostri commentarii exornentur. Vale, Vir clarissime, 


faveque ingenii tui sagacissimi admiratori candidissimo 


Berolini d. 2 Sept. 1756. - | . L. Eulero. 


4. 


Vir clarissime ac praestantissime 


Inter tot et tam atroces tumultus bellicos, quibus hic undequaque premimur, tantis curis equidem sum 
districtus, ut fere omne commercium litterarum negligere sim coactus, ex quo imprimis te, Vir clarissime, 
etiam atque etiam rogo, ut ne mihi meam negligentiam in scribendo vitio vertere velis. Quanquam autem Miscel- 
lanea philosophico- mathematica, quorum exemplar mihi benevole destinasti, nondum accepi, nec fortasse tam 
cito expectare possum, tamen non potui, quin tibi pro hoc testimonio amicitiae gratias agam maximas, simulque 
meam laetitiam et admirationem declarem, quod tam felici successu tam sublimes ac profundissimas investigatio- 
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nes perfeceris. Litterae tuae mihi demum post obitum dignissimi praesidis nostri sunt redditae, quo casu equi- 
dem eo gravius sum perculsus, quod optimum fautorem ac suavissimum amicum amisserim : litteras ergo tuas 
ad illum directas in nostro conventu academico aperiri, maxime optassem, ut ab ipso superstite responsum ac- 
cipere posses. Nunc quid tibi scribam mescio? Fama est locum praesidis Alembertio eum maximis emolu- 
mentis destinari, quo casu an tuum excellentissimum opus buc mitti eonsultum sit, ipse judicaveris. Quin po- 
tius operam da, ut quam primum prelo commit(atur; hic enim his turbulentis temporibus vix quisquam biblio- 
pola suam operam esset praestaturus. Genevae putem hujusmodi opus commodissime excudi posse, vel Lausannae, 
ubi quidem summo otio fruuntur. Lubens cognovi tibi mesm solutionem cordae vibrantis probari, quam Alem- 
bertus variis cavillationibus infirmare est conatus, idque ob eam solam rationem, quod non ab ipso esset pro- 
fecta. Minatus est se gravem refutationem esse publicaturum, quod an- faceret nescio, putat se per eloquentiam 


_semidoctis fucum esse facturum; dubito an serio rem gerat, nisi forte amore proprio sit penitus occoecatus. Vo- 


luit nostris commentariis non demonstrationem, sed nudam declarationem inseri meam solutionem maxime esse 
vitiosam, ego vero opposui novam demonstrationem omni rigore adornatam, sed praeses noster beatae memo- 
riae noluit ipsi nostram Academiam tanquam palaestram concedere, unde etiam meam confirmationem lubens 
suppressi. Ex quo judicabis, quantas turbas, si praesidio decoretur, sit aturus, equidem omnia tranquillus 
expecto, nihil negotii cum illo mixturus. 

Analytica tua solutio problematis isoperimetrici continet, ut video, quicquid in hac qusestione desiderari 
potest, et ego maxime gaudeo, hoc argumentum, quod fere solus post primos conalus quasi post limines tracta- 
veram, a te potissimum ad summum perfectionis fastigium esse avectum. Rei dignitas me excitavit, ut tuis lu- 
minibis adjutus, ipse solutionem analyticam conscripserim, quam autem celare statui, donec ipse tuas medita- 
tiones publici juris feceris, ne ullam partem gloriae tibi debitae praeripiam. 

Quoniam his gravissimis temporibus ab aliis negotiis vacavi, librum de calculo integrali conscribere coepi, 
quod opus jampridem etiam meditatus, atque adeo Academiae Petropolitanae pollicitus, nunc igitur jam notabi- 
lem partem absolvi. Calculum integralem ita definivi, ut esset methodus functiones unius pluriumve variabilium 
inveniendi ex data differentialium vel primi vel altiorum graduum relatione; unde prout functiones sint vel "unius, 
vel duarum pluriumve variabilium, totum opus in duos libros divisi, ubi quidem pro posteriori vix quicquam 
est cultum. Eo pertinent scilicet quaestiones de cordis vibrantibus, ubi pro dato. tempore t et cordae puncto, 
cujus situs variabilis, denotetur ejus celeritas et ...... determinari debet: quaeritur enim functio quaedam (r) 


. z 2 
binarum variabilium 4 et s ex data relatione formularum tus et a et hujusmodi formulis universa Hydrodyna- 


mica innititur. Utilissimum ergo erit hanc partem calculi integralis adhuc fere intactam accuratius evolvi, cujus 
equidem prima fundamenta jain jecisse videor. Incipiendum autem erat a differentialibus primi gradus, ut functio 
r binarum variabilium i et s definiatur ex data quacunque relatione inter r et has formulas = et = per dif- 
ferentiationem inde derivatas. Ex quo perspicuum est fere omnia, quae adhuc de integrandi methodo sunt pro- 
lata, etiamsi binarum variabilium mentio fiat, ad primam tamen partem referri debere, quia altera ut functio 


alterius tractatur. Alio forte tempore plura de his commemorare continget. Vale ac fave 


. Berolini de 2 Oct. 1759. 
à j Tibi addictissimo 
L. Eulero. 


P. S. Privatam adhuc societatem litterarum Taurinensem mox publicam fieri in augmentum scientiarum 
magnopere opto. 


Literae ad cel. Lagrange datae. 999 
&. 
Monsieur, 


Ayant reçu l'excellent présent que vous avez eu la bonté de m'envoyer, je l’äi d'abord parcouru avec la 
plus grande avidité, et je n'ai pu assez admirer l'adresse avec laquelle vous maniez les équations les plus 
difficiles, pour déterminer le mouvement des cordes et la propagation du son. Je vous suis iñfiniment obligé 
d'avoir mis ma solution à l'abri de toute chicane et c’est d’après vos profonds calculs, que tout le monde doit. 
reconnoître à présent l'usage des fonctions irrégulières et discontinues pour la solution de ces sortes de pro- 


blèmes. En effet, la chose me paroit à présent si claire, qu'il n'y sauroit rester le moindre doute. Supposons 


dr. 


qu'il faille chercher une fonction r des deux variables # et x teHe, qu'on ait 7g et il est évident que 


toute fonctions de t + x, tant irrégulière que régul.ère peut être mise pour r: par exemple, ayant tracé a plaisir 
(Fig. 77) une ligne queleonque AM, si l'on prend l'abcisse AP — t 4- x, l'appliquée PM fournira une valeur pour r, 
et il en est de méme du probléme des cordes. À cette occasion j'ai observé, que ma solution n'est pas assez générale; 
car pour qu'on puisse donner à la corde au commencement une. figure quelconque AMB (Fig. 78), ma solution 
exige que dans cet-elat, il n'y ait pas de mouvement; mais je puis résoudre à présent le probléme lorsqu'on 
a donné d'abord à la corde non seulement une figure quelconque AMB, mais qu'outre cela on ait imprimé à 
chaque point M une vitesse quelconque Mm. Je vois que vous avez traité le cas oà la corde au commence- 
ment est tendue en ligne droite AB, mais je ne sais pas bien si votre solution s'étend aussi au cas où l'on 
suppose à la corde outre, le mouvement donné, une figure quelconque. Je passe à la propagation du son dont 
je n'ai jamais pu venir à bout, quelques efforts que j'aie faits pour cela, car ce que j'en ai donné dans ma jeu- 
nesse est fondé sur quelque idée illusoire pour mettre d'accord la théorie avec l'expérience sur la vitesse du 
son. J'ai dunc lu votre mémoire sur cette matière avec la plus vive satisfaction, et je ne puis assez admirer 


votre sagacité en surmontant tous les obstacles. A présent je vois bien qu'on pourrait tirer la méme solution 


d?r d?r 
de la formule — — à — 
e ule 7; e vi 


les mêmes objections que contre le mouvement des cordes, Ce n'est qu'áprés vos recherches que je pourrai 


faire valoir cette méthodé. J'ai résolu par là le eas où l'on suppose au commencement non seulement un dé- . 


en faisant usage des fonctions discontinues; mais alers M. D'Alembert me ferait 


placement quelconque a autant de molécules d'air qu'on veut, mais où l'on donne outre cela à chacnne un mou- 
vement comme dans les cordes; mais en ne considérant qu'une ligne physique d'air, ou bien un tuyau mince 
et droit rempli d'air, comme vous l'avez fait. Cette généralisation me parait d'autant plus utile qu'elle nous 
découvre plus clairement le mouvement dont toutes les particules d'air sont successivement ébranlées. On peut 
aussi par là résoudre un doute bien important qui m'a longtemps tourmenté; c'est qu'un ébranlement excité en À 
(Fig. 79) sesrépand également des deux côtés du point À. Mais étant parvenu en X, il ne se répand que vers E: on 
demande donc quelle différence il y a entre un ébranlement primitif en A et un dérivatif en X, pour que celui- 
là se repande vers D et E et celui-ci- uniquement vers E. Ce doute est levé par la solation générale dont nous 
venons de parler, et qui fait voir que le déplacement primitif des particules en A, avec le mouvement imprimé 
à chacune pourrait étre tel que la propagation ne se fit que dans le sens de E; et on s'apercevra ensuite que 
cette circonstance a toujours lieu dans les ébranlemens dérivés. HM est bien remarquable que la propagation du 
son se fait actuellement. plus vite que le calcul ne l'indique, et je renonce à présent à la pensée que j'eus 
autrefois que les ébranlemens suivans pourraient accélérer la propagation des précédens, de sorte que plus un 
son serait aigu, plus la vitesse serait grande, comme vous l'avez peut étre vu dans nos derniers mémoires. 
Il m'est aussi venu dans l'esprit d'examiner, si la grandeur des ébranlemens n'y pourrait causer quelqu'accé- 
lération, puisque dans le calcul on les a supposés infiniment petits: et il est évident que leur grandeur chan- 
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gerait le calcul et le rendrait intraitable. Mais autant que je puis l'entrevoir, il me semble que cette circon- 
stance diminuerait plutót la vitesse. C'est dommage que ce méme probléme ne puisse pas étre résolu en don- 
nant à l'air trois dimensions ou seulement deux; car on a lieu de douter que la propagation fut alors la méme; 
au moins est il certain' que les ébranlemens seraient dans ce cas plus faibles, plus ils s'écarteraient de l'ori- | 
gine. J'ai bien trouvé les formules fondamentales pour le cas où l'étendue de l'air n'a que deux dimensions, 
ou est contenue entre deux plans. Soit (Fig. 80) Y une particule d'air dans l'état d'équilibre, qui aprés quel- 
qu'agitation ait été transporté en y; posons AX—X, XY— Y, Xx= Yu —"z et wy — y. Cela posé, tant 
x que y seront certaines fonctions de X, Y et du temps : et partant de. trois variables. Je trouve pour leur 
détermination les deux équations suivantes: 


díz a Pa a?y et 
d* ax dXdY 
d* a? d!z 
dy oT aa n 
dt dy? dXdY 


de là, si je suppose que l'ébranlement primitif se passe en À (Fig. 81) et qu'il se répande de Jà en ondes 
circulaires, de sorte qu'une de ces ondes ZV, dans l'état d'équilibre, ait été, après l'agitation, transportée en 
zv; posant AZ— Z et Zz — z la quantité r sera une fonction des deux variables { et z pour la détermination 
de laquelle je trouve cette équation . 


En rejetant les deux derniers termes, il reste la méme équation qui convient au cas où l'air est étendu seu- 
lement en ligne droite AE. Or par cette équation il ne paraît pas que la propagation se fasse avec la méme 
vitesse dans les deux cas. Il serait donc fort à souhaiter que l'analyse fut portée au point de pouvoir résoudre 
ces sortes d'équations; et j'espère que cette gloire vous est réservée. Ce que vous dites des échos est aussi 
important dans l'analyse que dans la physique. Tout le monde doit convenir que ce premier volume de vos 
travaux est un vrai chef-d'oeuvre et renferme bien plus de profondeur que tant d'autres volumes des acadé- 
mies établies; jamais société particuliére n'a mieux mérité d'étre soutenue par son souverain. | 

Quant aux sons de musique, je suis parfaitement de votre avis, Monsieur, que les sons consonnans, que 
M. Rameau prétend entendre d'une méme corde, viennent des autres corps ébranlés: et je ne vois pas pour- 
quoi ce phénomène doit être regardé comme le principe de la musique, plutôt -que les proportions véritables 
qui en sont le fondement. Je crois encore avoir bien déterminé le degré d'agrément avec lequel on entend 
deux sons donnés, et de là deux sons dans la raison de 8 : 9 s'aperçoivent plus aisément que s'ils étaient 
dans la raison de 7:8. Mais je crois qu'ici il faut avoir égard à un préjugé par lequel on suppose d'avance 
: la proportion des sons, et alors une aberralion est insupposable; comme celui qui accorde un violon, si deux 
cordes se trouvent dans l'intervalle d'une sexte, les juge fausses, parce qu'il prétend que leur intervalle soit 
une quinte. Ainsi, pour l'intervalle 7 : 8, il sera fort difficile de le prendre tel qu'il est, on s'imaginera tou- 
jours qu'il devrait étre celui de 8:9, celui-ci étant mal accordé: il ne s'agit que de prévenir ce préjugé, pour 
mettre en usage l'intervalle 7 : 8; mais il faudrait aussi pour cela des régles particuliéres de composition. 

Je viens d'achever le IIl* volume de ma Mécanique qui roule sur le mouvement des corps solides in- 
flexibles, j'y ai découvert des principes tout à fait nouveaux et de la derniére importance. Pour qu'un tel corps 
tourne librement autour d'un axe, il ne suffit pas que cet axe passe par le centre de gravité (ou plutot par le 
centre d'inertie du corps), mais il faut, outre cela, que toutes les forces centrifuges se détruisent. Il est bien 
évident que dans tous les corps, toutes les lignes qui passent par le centre d'inertie n'ont pas cette propriété. 
Or j'ai démontré que dans tous les corps quelqu'irréguliers qu'il soient, il y a toujours trois lignes perpendi- 
culaires entr'elles qui remplissent ces conditions; je les nomme les trois axes principaux du corps, par rapport 





\ 
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aux quels je détermine ensuite les momens d'inertie. Cette considération m'a mis en état de résoudre quantité 
de problémes qui auparavant m'avaient paru insolubles, tels que celui-ci: ayant imprimé a un corps quelconque 
un mouvement quelconque, déterminer la continuation de ce mouvement, en fesant abstraction de toute force 
qui pourrait agir sur le corps. | 

J'espère que vous aurez reçu ma dermière lettre; pour celle-ci, je la fais passer par la main d'un ami a 
Genève, M. Bertrand qui s'est appliqué aux mathématiques avec un trés grand succès. 

J'ai l'honneur d'être | | - 

Monsieur 
Votre très humble et très obéissant serviteur 

Berlin ce 27 oct. 1759. L. Euler. 


Monsieur, 


Depuis ma dernière lettre j'ai réussi à ramener au calcul la propagation du son, en supposant 4 l'air toutes 
les trois dimensions, quoique je ne doute pas que vous n'y soyez parvenu plus heureusement, je ne crois ce- 
pendant pouvoir mieux témoigner mon attachement envers votre illustre société qu'en lui présentant mes recherches 
sur le méme aujet. | Ä 

Recherches sur la propagation des ébranlemens dans un milieu élastique. 

Ces recherches commençant par ces mots: 

«En considérant le milieu dans l'état d’equilibre, soit etc. et finissant par ceux-ci: 

«D'ou l'en peut justement juger de l'affoiblissement du son par de grandes distances.» 

Se trouvent imprimées dans le IH° volume des Mélanges de la Société de Turin. 

Voilà. mes recherches que vous. pouvez insérer, Monsieur, dans votre second volume, si vous le jugez a 
propos. Je les ai abrégées autant qu'il m'a été possibie: et si vous y vouliez router vos remarques, ou quelques 
éclaireissemens, je vous en serai infiniment obligé. | 

Il y a longtemps que j'ai examiné le son des Cordes qui ne sont pas également épaisses, et je viens de 
lire à notre académie quelques mémoires sur le son des cloches et ‘des tambours ou tymbales, fondis sur la 
méme théorie, des fonctions discontinues. 

Faites bien mes complimens les plus empressés à toute votre illustre société, et soyez assuré que je suis 
avec le plus parfait attachement 
Monsieur - | . 
| : Votre trés humble et très obéissent serviteur 
Berlin ce 1 Janvier 1760. (^ (D L Euler. 


Monsieur, . 


Je suis trés flatté de l'approbation dont votre illustre académie et vous en particulier avez bien voulu ho- 
norer mon essai sur les ébranlemens dans un milieu élastique. L' honneur de ces profondes recherches est 
| L. Euleri Op. postbuma T. 1. | 7 . 41 
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unigesment du a voire sagacité et je n'y ai rien fait que profiter des lumières que votre excellent mémoire 
m'a fournies. Vous y avez ouvert une carrière toute nouvelle où tous les géomètres qui viendront aprés nous 
trouveront abondamment de quoi exercer leur adresse; et, à mesure qu'ils y réussiront, l'analyse en acquerra 
des développemens très considérables. La matière même est sans doute la plus importante en physique; non 
seulement tous les phénomènes de la propagation de son en dépendent, meis je suis assuré que la propagation 
de la lumière suit les mêmes lois on n'a qu'a sabatituer l'éther au lieu de l'air et les ébrenlemens qui y sont 
répandus, nous donneront la propagation de la lumière. Il serait à souhaiter qu'on put déterminer les altera- 
tions que les ébranlemens excités dans un milieu, souffrent, lorsqu'ils passent dans un autre milieu dont la 
densité et l'élasticité sont différentes. Je ne sais pas si l'on peut espérer la solution de ce problème mais je 
suis convaincu qu'on y découvrirait infailliblement, non seulement les véritables lois de la réfraction, mais aussi 
l'explication la plus complète de la réflexion dont la réfraction est toujours accompagnée. On verrait qu'il est 
impossible que les rayons passent d'un milieu dans un autre sans qu'une partie rebrousse chemin. Peut être 
cette considération pourroit-elle faciliter le développement de l'analyse et fournir au moins quelques solutions 
particuliéres. Mais on rencontrera ici une nouvelle difficulté: comme il faut estimer tant la densité que l'élasti- 
cité des autres milieux transparens, du verre par exemple, la densité étant si grande par rapport à celle de 
l'éther sans qu'on puisse supposer son élasticité plus grande, que la vitesse des rayons dans le verre devien- 
drait extrómement petite; oependant je crois que Ja réfraction même prouve suflisamment que la vitesse des 
rayons dens le verre à cella dans léther doit être dans le rapport de 2 à 3. Si les pores du verre sont rem- 
plis d'un éther pur par lequel se ferait la propagation, il semble que la matière du verre n'y contribuerait 
pour rien, ce qui est pourtant faux. De là je conclurais volontiers qu'il faut tenir compte des particules du 
verre méme, mais d'une manière tout à fait différente de celle, dont nous çoncevons la propagation des ébran- 
lemens par l'air où nous supposons les mêmes particules parfaitement liquides. Or il doit y avoir une diffé- 
rence essentielle entre lee partinules fluides et solides dont le milieu est composé, les impressions ne sont trans- 
mises que successivement par les particules fluides, tandié qu'une partieule solide étant frappée par un bout, 
tranemet quasi dans um Instant le coup à l'autre boat, et je eros là la raison pourquoi les rayons de lumière 
traversent le verre avec une aussi prodigieuse vitesse, que si la densité était des millions de fois plus pelite 
qu'elle n'est effectivement. Cette pensée me semble conduire à l'explication de cet étrange phénomène quo la 
vliesse du som par l'air est plus grande que le caloul ne nous lündiqne. Tous les efforts que vous avez faits 
pour dététmiser là propagation. des ébraalemens ais, prouvent igoonteatablement qu'aucune accélération n'en 
saurait résulter, comme je l'avais soupçonné: il faut donc que cette aceélésslion actuelle que l'expérience nous 
découvre dans la propagation du son, prévienne d'une autre cauæ, Ne pourrait-on demc dire, que l'air n'est 
pas un milieu parfaitement liquide dans les moindres particules, mais qu'il renferme des partioules ‚solides ou 
rigides, qui étant frappées d'un coté communiquent limpulsion dans un instant à l'autre coté, et que la pro- 
pagation suecessive .sur la quelle est fondé le calcul, n'a pas lieu dans ces particules solides? Je crois que 
cette explication pourrait être vérifiée par quantité d'expériences ou le son est transmis par d'autres corps que 
l'air. Nous savons que le son pénétre par tous les corps, pourvu qu'ils ne soient pas trop épais: on entend 
parler à travers des murailles, et on ne saurait dire que la communication se fasse par les particules d'air. 
renfermées dans les pores de la muraille; la propagatien du son se fait plutôt pas la substance de la muraille. 
. ll me semble que tous les corps sont par rapport au son la méme chose que les corps transparens par rapport à la 
lumière; et comme tous les corps s'ils sont assez minces, sont trangparens, et que réciproquement, les corps 
transparens, s'il, sont trop épais perdent leur transparence; il en est de méme de tous les corps à l'égard du 
son; tous, s'ils ne sont pas trop épais, transmettent les sons, les uns pourtant plus aisément que les autres. 
Je soubaiterais qu'on fit plus d'expériences sur cette matiére, et qu'on examinat surtout si le son en traver- 
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sant un autre corps ne souffre pas quelque réfraction. Je vois bien que la chose serait sujette à de grandes 
difficultés, puisque nous ne pouvons pas anssi aisément juger de la direction du son que de celle de la lumière. 

La question que notre Académie vient de proposer pour l'année 1762 est relative à cette matière. On 

demande une explication mathématique de la manière dont la représestafion du son 4e fait dans l'organe de 
l'ouia, explication semhlahla ou analogue à eelle domt on fait usage pour Ja représentation des objets visibles 
eu fond de l'oeil. U faut bien que les rayons quasi sopores, qui partent d'un point sonore, soient réusies en 
un seu] point dena la cavité de l'ereille eë qu'ils y représentent une espète d'imagé ou simulacre, sana quoi 
il serait impossible que nous distinguassions tant de sons differens. Or une telle réunion de rayons senores, 
qui sont divergens en entrant dana l'oreille, pa saupait arriver, sans une espèes de réfraction. Voici donc à 
quei ae réduit notre question, C'est à montrer que les rayons sonores .abnt assujettie à quelque réfraction aous 
quelques circonstances. Quelques expériences pourraient nous fournir bien des lumières ld-dessus; l'angle d'up 
bestion, par exemple, pourreit y servir. 8i (Fig. 82) quelqu'un en A criait bien fert, mb autre ea D devrait juger 
auivant quelle direction il entendrait le son. Or ayant bien développé les circonstances sous lasquelles la direction 
du son souffre quelque changement, en ne manquera pas de trouver de pareilles circonstances dans la atrusture 
de l'orville, Puissiez-vous vous résoudre, Mamsieur, à travailler sur cette question; je doute fort que tout autre 
que veus soit capable de travailler là désaua, . 
, Quoique la diminution des äbraniemens transmis à de grandes distances suive la raison des distaness je 
crois pourtant que la force du soB que nous apperoevoms seit proportionnells réciproquement au carré des 
distances. Chéque partieule d'air étant ébranlée, se meut per un certain espäce qui détermine son excursion, 
et tent cet espace que sa plus grande vitesse même qu'elle y acduiert ést réciproquement proportionnel à la 
distance. (Si je ne mé trompe, car j'oublie aisément eos sortes de cirooneiances et je n'ai psa le tempe de 
consulter mes calculs.) Or il me semble que la force avec laquelle une telle particule frappe sur l'organe dé- 
pend oonjointemeat et de son excursion et dé sa vitesse, ce qui produiräit la raison inverse des carrés, 

Vous aurez vu sans doute la photométrie de M, Lambert, ou il prouve incontestablement que la force 
des lumières dócroit en raison inverse du carré des distances; mais il parle de la force et men pas de la vi- 
tesse ou de l'exsursion de cheque particule, et partant je ze trouve aucune contradiction entre des expériences 
et nos calculs. 

Ce que vous me marquez, Monsieur, sur les ébranlemens de l'air dans un tuyau conoïdal, où vous sup- 
posez même l'air hétérogène, est extrêmement profond; et quoiqu'il ne puisse servig à nous éclairer sur la re- 
fraction, vous pourrez connojtre par là pour les cas ou l'équation est réçoluble, ail n'y a paa aussi des ébran- 
lemens répandus en arrière; cela prouverait qua danse toutna les réfractipng, ou j'opsqu'un rayon passe d'un 
milieu dans un autre, il se fait toujours quelque réflexion. | 

Pour les formules que vous avez trouvées pour la fgure d'un corps qui sur la méme aurfgce ait ja plus 
grande solidité, ou p et q doivent être des fonctions de xz et y telles, que cette formule pdx + pdy devienne 
intégrable, j'ai remarqué que l'autre condition se réduit à ce que cette autre formule 


soit aussi intégrable; mais cela n'avance de rien. Au reste la solution générale doit être telle que fesant r — 0 
- l'équation entre æ et y donne une figure quelconque méme décrite au hasard et sans aucune continuité. 
J'ai l'honneur d'étre avec ]a plus parfaite considération 
Monsieur 
Votre très bumble et trés obéissant serviteur 
Berlin ce 24 juin 1760. | L. Euler. 
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8. 
Monsieur, 


Je dois être infiniment flatté de la distinction toute particulière dont la nouvelle Académie royale des 
sciences vient de m’honorer, en accordant une place dans ses mémoires à mes faibles recherches sur la pro- 
pagetion du son que j'avais pris la liberté de vous envoyer. Je connois tout le prix de cette distinction et j'en 
suis plus vivement touché, ce que je vous supplie, Monsieur, de témoigner à l'illustre Académie, et de lui pré- 
senter mes très humbles remerciments en l’assurant de ma plus haute vénération et de mon attachement le 
plus inviolable. Mais je ne sens aussi que trop que c'est uniquement à vous que je suis redevable de cette 
glorieuse distinction; je vous en suis infniment obligé de même que des deux exemplaires du premier recueil 
académique que vous aurez bien voulu m'envoyer. Vous ne douterez pas que je ne l'aie parcouru avec la 
plus grande avidité et je fes tout à fait surpris de l'excellence et de la richesse des mémoires que ce recueil 
renferme. Vous en particulier, Monsieur, vous y avez véritablement prodigué vos profondes découvertes; tout 
autre en aurait en abondamment de quoi fournir à plusieurs Académies et à plusieurs volumes, pendant que 
vous y avez ramassé en quelques moneaux des sciences entières et accomplies, dont la moindre particule aurait 
routé à d'autres les plus pénibles recherches. Vous ne craignez pas de vous ópuiser pour les volumes suivans 
puisque vos ressources sont inépuisables; je suis tout stupéfait quand je pense seulement que les volumes sui- 
vans ne brilleront pas moins de nouvelles découvertes quoique je ne puisse pas encore comprendre sur quelles 
matiéres elles rouleront. Mais je vous avoue franchement que je ne suis quasi qu'ébloui de l'abondance et de 
la profondeur de vos recherches et bien d'autres soubaiteront avec moi que vous preniez la peine de traiter 
successivement plus en détail tous les sujet particuliers que vous n'avez fait jusqu'ici qu'envelopper dans la 
plus grande généralité. - | u | 

Quelle satisfaction n'aurait pas M. de Maupertius s'il était encore en vie, de voir son principe de la 
moindre action, porté au plus haut degré de dignité, dont il ést susceptible ! l 

Dans vos autres recherches, il s'agit principalement d'une branche tout à fait nouvelle de l'analyse qui mé- 
riterait bien d'étre développée avec tous les soins possibles. C'est la résolution de cette espéce d'équations 


= = PS + QT + Rr 
dont l'intégrale complète renferme par sa propre nature des fonctions indéterminés, et même discontinues, 
contre Îles prétentions de M. d'Alembert, qui cependant sera bien embarrassé des réponses solides que vous 
lui avez faites quoique je doute fort qu'il s'y rende. Avant toute chose il faudrait bien chercher des méthodes 
plus propres à résoudre ces équations. Il paroit que des transformations convenables peuvent beaucoup y con- 
tribuer. En voici un exemple que j'applique au cas le plus simple. 


Au lieu des variables # et x j'introduirai ces deux autres p et q telles que p — ac -t- ft et q— yz -t- Ot. Pour 
cet effet, considérant une fonction quelconque v de t et de cz, puisque 


de de 


et par les nouvelles variables 
, de dv 
dv = dp dp + dq 4 , 


je substitue pour dp et dq leurs valeurs et j'aurai: 
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dv dvo dv dv d 


dg 
d'où il s'ensuit pour les substitutions dont j'ai besoin, _ 
dv dv dv dv dv 
= Ba d et > an d 2^, donc 
dr — „dr dr er 
arten et — didi. _ +02 aj 
dr — dr T e — ;d'r o EH 


Maintenant je pose: 
f*— a!&4—0 et ó*—,*'a4—0 ou B aya et ó— — yVa 
pour avoir cette équation: 


dir 
2 (88 — opa) 2 — 0 ou bien ia 9 


À présent M. d'Alembert ne saurait disconvenir que l'intégration de cette formule en ne prenant que p 
variable ne donne: 


et faisant ensuite varier q | 
r=9:94+-y:p=p9:(e —tVa)+y:(x+1Va) 

ou les fonctions sont absolument indéterminées et dépendent entièrement de notre volonté, de sorte que la 
construction générale puisse se faire par deux courbes décrites à plaisir; l'appliquée de l'une donnant 9 : (x — tVa) 
pour l'abscisse x — iVa et celle de l'autre y: (z -à- tVa) pour l'abscisse x + (Va. 

Mais si l'on demandait une intégrale complète pareille pour le cas ou a serait une quantité négative — 5 
je ne vois pas comment on pourrait la représenter par des courbes arbitraires, puis pu'on ne saurait y assigner 
les appliquées qui répondent à des abcisses imaginaires. 

La réduction aux arcs de cercle en posant: 

u z=vcosp et tVb—vsing 
qui donnerait: 
r = À + By cosg -t- CV? cos 29 +. ... 


+ kv sino + 6»* sin29 +... 


quelque soit le nombre des termes qu'on prenne, ne saurait jamais produire une solution générale en sorte 
que posant (— 0 il en résulte entre r et x une relation donnée exprimée par quelque courbe décrite à volonté. 

Pour le probléme des ísopérimétres pris dans sa plus grande étendue c'est à vous que nous sommes re- 
devables de sa plus parfaite solution et je suis bien surpris de voir avec quelle adresse vous l'avez étendu à 
des surfaces et méme à des polygones. Vous conviendrez que ces recherches profondes mériteraient un déve- 
loppement plus détaillé. Il est facheux que la solution du cas ou l'on demande entre tous les solides de la 
méme capacité celui, dont la surface est la plus petite, conduise à une équation presqu'absolument intraitable: 
on voit bien que les surfaces sphériques et cylindriques y sont comprises sans étre en état de les en conclure. 
Les corps ont des bizarreries qui ne se trouvent pas dans les surfaces: quoique tous les cotés d'un polygone 
et méme leur ordre soient donnés, la figure est encore susceplible d'une infinité de déterminations; mais dans 
un polyédre, dès qu'on connolt toutes les hédres (faces), avec leur ordre, le corps est entiérement détermine. 

De plus on ne saurait assigher deux courbes différentes qui aient pour toutes les abcisses des arcs égaux; 
mais on peut toujours trouver une infinité de surfaces différentes ou les élémens dzdyV1-1-p* 34-q* soient les 
mêmes. Ainsi les surfaces coniques dont laxe est perpendiculaire à la base, conviennent avec une surface 
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plane; et les corps exprimés par ces équations ar=ay et 2ar=x' + y* ont leurs surfaces égales puisque 
p*-1-q* est le méme de part et d'autre, on trouve méme aisément une infinité d'autres surfaces de méme na- 
ture ou l'on peut introduire des fonctions arbitraires et discontinues. Il est plus difficile de trouver des corps 
dont la surface convienne à celle de la sphère. Il s'agit de trouver une équation intégrable dr — pda -+- qdy 


telle que l'on ait 
T z*.a-y* 


Prise 
| Je peux bien définir toutes les fonetions possibles pour p et q maia je n'en peux tirer aucune doit l'équation 
entre x et r devienne algébrique. C'est encore un sujet qui demande la nouvelle branche de l'analyse qui 
roule sur les fonctions de deux ou plusieurs variables, étant donné de certains rapports entre leurs différentielles. 
A l'égard du problème du mouvement d'un corps attiré vers deux points fixes, en raison inverse du cerré 
des distances, j'ai trouvé moyen de construire la courbe que le corps décrit lors méme qu'elle n'est pas dans 
un méme plan, et j'ai observé une infinité de cas ou la courbe devient algébrique, outre ceux de l'ellipse et 
de l’hyperbole dont les foyers tombent aux deux points fixes. 
J'ai l'honneur d'étre avec la plus haute considération 


Monsieur 


| Votre trés humble et trés obéissent serviteur 
Berlin le 9 novembre 1762. ° L. Kuler. 


9. 
Monsieur, 


La gracieuse déclaration que vous venez de me faire de la part de la société royale de Turin devait sans 
doute faire sur mon esprit la plus vive impression; aussi suis-je pénétré de la plus respectueuse reconnois- 
sance: ce que je vous prie de lui temoigner, avec la plus forte assurance, que je saisirai avec le plus grand 
empressement toutes les occasions ou je serai capable de rendre quelque service à cette illustre société, à la- 
quelle je prend la liberté de présenter les pièces ci-joints, dont deux aussi roulent sur le mouvement des cordes. 
M. d’Alembert m'a aussi fait quantité d'objections sur ce sujet. Mais je vous avoue qu'elles ne me paroissent 
pas assez fortes pour renverser notre solution. Le grand génie me parait un peu trop enclin à détruire tout 
ce qui n'est pas construit par lui-même. Quand la figure initiale de la corde n'est pas telle qu'il prétend qu'elle 
devrait étre, je ne saurais me persuader que son mouvement fût différent de celui que notre solution lui assigne; 
et si M. d'Alembert soutient que dans ce cas le monvement ne saurait étre compris sous la loi de continuité, 
je lui accorde très volontiers cette remarque, mais je soutiens à mon tour, que ma solution donne ce moure- 
ment discontinu. Car les équations différentielles à trois ou plusieurs variables ont pour propriété essentielle, 
que leurs intégrales renferment des fonctions arbitraires qui peuvent aussi bien être discontinues que continues. 

Après cette remarque je vous accorde aisément, Monsieur, que, pour que le mouvement de la corde soit 


conforme à la lois de continuité, il faut que dans la figure initjales les a pu = etc. soient —0 aux deux 


extrémités: mais quoique ces conditions n'aient pas lieu, je crois pouvoir soutenir que notre solution donnera 
néanmoins le véritable mouvement de la corde, car dans ces cas il y aura bien quelqu'erreur dans la déter- 
mination da mouvement des éléments extrêmes de la corde, mais par cette méme raison, l'erreur sera infni- 
ment petite. et partant nulle. 
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Je n'ai plus assez présentes à l'esprit (ontes les circonstances de ce probléme, pour oser prononcer plus 
bsrdiment là dessus: mais il me semble qu'on pourrait combattre les opiniens les mieux constatées par des 
objections semblables à celles avec lesquelles M. d'Alembert combat notre solution. Je dirais par exemple que 


dy 


la formule / ydx ne saurait donner l'aire d'une courbe APM (Fig. 83) à moins qu'on n'ait j, ^9 au commencement 


A où y —0. Car puisque dans chaque élément de l'aire qui est veritablement — ydz ++ dxdy, on néglige 
le petit trinangle gj ded), cela ne saurait plus être pratiqué au commencement A où y — 0, et partant le pre- 
mier membre wir — 0, attendu à là le second membre i dxdy pemrait être infiniment plus grand que le pre- 


mier à moins qu'on n'eàt x —0. Puisque donc, malgré cette objection, la formule /ydx exprime toujours la 


véritable aire de la courbe, je crois aussi que notre solution sur les cordes donne toujours le véritable mou- 
vement, quoique le premier et le dernier élément soient assujetlis à un grand inconvénient ou même ‘à une 
contradiclion apparente. M. d'Alembert témoigne partout un trop grand empressement à rendre douteux tout 
ce qui a été soutenu par d'autres, et il ne permettra jamais qu'on fasse des objections semblables contre ses 
propres recherches. 

J'avaigg déjà reçu le projet de la nouvelle édition des ouvrages de Leibnitz, et je pense que M. Formey 
aura déjà remarqué à l'éditeur qu'on vient de decouvrir à Hanovre quantité d'ouvrages manuscrits de ce grand 
homme, dont on a nouvellement publié les remarques sur Locke. Je ne saurais dire autre chose, sur la fa- 
meuse controverse touchant le calcul différentiel que ce que j'en ai dit dans la préface de mon calcul différentiel. 

Le XIV* volume de nos mémoires est sous presse, de méme que mon ouvrage sur la mécanique qni s'im- 
prime à Rostock. J'ai achevé, il y a longtemps, mou ouvrage sur le calcul iniégral, mais il n'y a pas d'espé- 
rance qu'il soit publié de sitôt, faute de libraires. L'Académie de Russie vient de publier le IX" volume de 
ses nouveaux commentaires. 

J'avais aussi depuis longtemps achevé un traité sur la Dioptrique dont le résultat se trouve dans le XIIT* 
volume de nos mémoires: mais comme on vient de découvrir de nouvelles espéces de verre, qui causent une 
réfraction beaucoup plus grande que le verre ordinaire, je suis actuellement occupé À refondre mon ouvrage 
et à l'appliquer à toutes les diverses espèces de verre, parce que par ce moyen, on peut procurer aux in- 
struments dioptriques un beaucoup plus haut degré de perfection. Je suis extrémement ravi que le rétablisse- 
ment de la paix me procure l'avantage de recommencer votre correspondance, qui m'a toujours fourni les éclair- 
ciasements les plus importants, et je me flatte d'en retirer à l'avenir un profit plus grand encore. 

J'ai l'honneur d'être avec Ia plus parfaite considération, 


Monsieur 
votre trés humble et trés obéissant serviteur 
Berlin le 16 février 1765. L. Euler. 
10. 


Memisar et très char Confrère, 
Je dois « commencer par vous demander mille pardons de ce. que j'ai differé « s | longtemps de répondre à 
la lettre obligeante dont vous avez-bien voulu m'honorer. Je suis infiniment charmé de ce que notre illustre 
société ‘a wi bien reçu: los mémoires que j'avais pris la liberté de vous envoyer, et je suis bien inrpatient de 


voir blentót le troisième volume de vos ouvrages, pour y voir vos profondes recherches sur cette nouvelle partie 
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de l'analyse, dont les premiers principes même ont été inconnus avant que vous en ayez entrepris le déve- 
loppement avec le plus heureux succès: je me flatte que la présente foire de Leipzig me procurera ce présent 
précieux. Pour justifier mon long silence je dois vous informer, Monsieur, que depuis longtemps je me trouve 
dans le plus grand embarras, qui m'a presqu'entièrement empêché de m'eppliquer à aucune recherche, el j'a- 
vais honte de vous écrire une lettre tout à fait vide de recherches Geométriques: et à l'heure qu'il est, je 
n'en suis pas en état, de grandes raison m'ayant determiné à solliciter ici mon congé pour retourner à Péters- 
bourg ou m'appelle la vocation la plus avantageuse de l'Impératrice. Vous savez: sans doute que l'Académie 
de Russie est depuis quelques temps fort tombée en decadance; mais maintenant sa Majesté Impériale a résolu 
de retablir cette Académie dans son ancien lustre et de lui donner méme plus d'éclat. Elle y a destiné un fonds 
de 60,000 Roubles par an. Dans cette vue sa Majesté veut bien m'honorer de sa haute confiance, en m'ap- 
pelant à diriger et exécuter ce grand dessein, où il s'agit principalement d'engager de grands hommes dans 
toutes les sciences de venir s'établir à Pétersbourg et d'y travailler conjointement à l'avancement des sciences. 
Vous comprendrez aisement, Monsieur, que vous avez été le premier que jai proposé à sa Majesté Impériale 
et je m'estimerais infiniment heureux, si je pouvais vous persuader d'accepter cette vocation qui sera toujours 
pour vous aussi avantageuse qu'honorable. Je sais bien que le grand éloignement et le climat rude vous cau- 
sera d'abord de l'aversion; mais comme je connais parfaitement cet endroit, y ayant séjourné pend#ht quatorze 
ans, et que jy retourne avec le plus grand empressement, je puis vous assurer que la ville de Pétersbourg 
renferme à la fois tous les agrements qu'on ne trouve que séparement dans les autres lieux et qu'on y a des 
moyens de se garantir du froid, de sorte qu'on y est beaucoup moins incommodé que dans les pays plus chauds. 

Je vous prie donc, Monsieur, de faire des réflexions sur cette proposition et de m'en marquer votre senti- 
ment au plutót, avant que je parte d'ici, ce qui pourrait bien encore tralner quelques mois. 

J'ai l'honneur d'être avec la plus parfaite considération et le plus inviolable attachement, 


Monsieur, 


votre très humble et très obéissant serviteur 
Berlin le 3 mai 1766. L. Euler. 


/ 


11”). 
A St.-Pétersbourg, ce 9 janvier 1767 at. v. 


Monsieur et très cher ami, 


J'espère que vous m'excuserez de ce que j'ai manqué de répondre à la lettre dont vous m'aviez honoré, 
encore de Turin. La grande distraction que mon voyage et mon nouvel établissement m'ont causée en est une 
raison plus que suffisante. Quelque glorieux qu'il soit pour moi de vous avoir pour successeur à l'Académie 
de Berlin, j'aurais souhaité que vous eussiez été en état d'écouter les propositions que l'Académie Impériale se 
proposait de vous faire, et je crois que vous y auriez trouvé beaucoup plus d'avantages et d'agrément. Cepen- 
dant, je souhaite de tout mon coeur que votre séjour à Berlin soit comblé :de::toutes sortes de prosperité et 
qu'il vous melte en état de continuer vos profondes recherches pour l'avancement des sciences. J'attends avec 
la dernière impatience le troisième volume des Mémoires de l'Académie de Turin et je crains beaucoup qu'il 


*) Hae litterae, 1 at et wequentes e. Peiropoli dus, scriptae sunt ab iisdem Euleri discipulis, qui ex Adversariis 
Jectori jam cogniti sunt: filio scilicel Joanne Alberto, J. A. Lexellio, W. L, Krafftio ef Nicojao Fuss, 
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ne soit, le. dernier, .tout.à çapse de voire absence, ya. paru. «ne M, Cigna est aussi disposé à quitter: je n'ai 
pes manqué d'en parler. à poire Apadémie, oi, lout dépend, des arrangements qu'on doit. epçore :faise pour Ja 
meitre sur ‚un bon pied; et usque là on n'a pu encore penser qu à remplir les places, qui étaient actuellement 
vacantes, dont sucune n ‘aurait pu convenir à M. Cigna; mais aussilöt qu'on pourra lui donner | une plus grande 
extensión, on ne manquers pas de faire attention aux mérites de cet ‘habile homme. 
| Je suis bxtrémement ravi que mon dernier ouvrage sur ‘la Mécanique ait mérité votre approbation, mais 
je ‚suis “laché de n avoir pas el en état de vous en présenter un exemplaire; ‚car à peine ai- je trouyé un li- 
braire qui ‘ait voulu se charger de  Fimprimer: je fus. méme obligé : de renoncer à un certain nombre d' exem- 
plaire pour les présenter à més amis; mais le libraire n ‘avait pas tort, puisqu il n'en a foit i imprimer que cinq 
cente exemplaires et que. suivant toute apparence, il n'en  debitera. pas cent. | 
Dis mon arrivée ici, l'Académie Impériale a bien voulu se charger de l'impression de mon ouvrege sur 
le calcul intégral, qui est déj avancé” assez bien; mais comme dl y aura trois volumes. in quarto il faudra at- 
tendre encore plus ‘d’un an, avant que tout soit achevé. u 


„Le ‚troisiöme volume penferme k la nouvelle partie du calcul intégral dont le public séra toujours redevable 
à votre  sagacité, et j'espère que par v vos soins, celte partie que EJ n'ai fait qu ‘ébaucher, sera bientôt, porté à 
un plus haut point de perfection. , von 
| Tant la faiblesse de ma vue que mon | emploi actuel, qui m oblige de passer tous les matins à la Direction 
de l'Académie, me meltent ‘absolument hors. d'état de continuer mes ‘recherches sur cette matière; mais à l'aide 
de moh fils Albert, je serai joujoure en gtat de profiter des “éclaircissements, que vous voudrez bien me com- 
muniquer | jant sur ce sujet que sur tuûs les” aufres : auxquels vous, vous äppliquerez; je vous en ‚ supplie même, 
avec le plus grand émpressement, dans ja confiance. que vous êtes déjà suffisamment | epnvaincu, que personne 
‘ne saurait faire plus de cas que moi, dé l'importance de vos découvertes. Je vous prie dope, Monsieur, de 
me conserver toyjours votre amitié et votre affection gt. d'étre assuré, ‚que je perai toujours, avec la plug par- 


(aite considération et Je plus. iaviolable ‚atiachement, 
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Sobre MEET TEL UT o aus) du on er) rsen St.- Petersbourg «e 5 (16) février 1768. 


sul . Monsieur, 


Votre lettre du 29 déoeribre a/ll'amnéelpatséé d'a. 66 reiise” à peu: prove idi mé" tés que j'àl recu 
le dernier volume des mémoires de l'Académie de Berlin, dans lequel je: me puis d'abord fa fait lire ‚votre. excel- 
lent mémoire sur fe tautochronisme, parce que ‘cette maliére m'a autrefois tenu fort au coeur et que j'ai aussi 
fait une analyse de la méthode de M. Fontaine, que vous trouverez dam, le, Tome Jude. nos. Commentaires. 
Mais votre méthode est beaucoup plus ingénieuse et la lecture m'en a causé un vrai plaisir, quoique l’espé- 
rance d'y trouver des tautochrones pour toutes les hypothèses possibles de résistance n'ait pas été entièrement 
remplie. J'en ai d'abord découvert la source dans la formule 2, à une fonction quelconque de laquelle vous 


égalez le temps pour un arc indéfini, ou bien à une fonction de dimension nulle des quantités X et A. Mais 
L. Eoleri Op. posthoma. T. 1. 72 
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vous tontidndtez sisément, que' là suppositfon d'une’ telfe foiictión apporte the tits grande Hmitation à la so- 
Jution, stfende, qu'on pourtait ithaginer: unb Infinkté ' d'autres! eipressiöns également propres à teprésenter le 
temps, comme 4" 52 et qu'on pourrait. supposer le: icmpa égal $ ne fonction quelconque de toutes ces for- 


mules ensemble, mais l'exécution ménerait à des calcols presque insurmontables. y ai aussi remarqué déjà dans 
le I volume de ma Mécanique, que les cas, oà la resistance. aerait comme le cube, ou quelque puissance 
plus haute de la vitesse, ne sauraient être résolus par de telles fonctions de dimension nulle, mais qu 3l faut 
recourir à des fonctions de plusieurs dimensiong et je crois y avoir indiqué la véritable route pour arriver à 
la solution de ces cas, route qui cependant est trop. embarrassée, pour que jai pu en faire l'application à 
d'autres cas que celui ou la vitesse. est par elle même extremement petite. | 

J'ai vu aussi que les trois Méthodes de M. d’ Alembert, dans le möme volume de Memoires, sont aMsu- 
jetties à la méme restriction. Au reste je crois devoir avertir que . feu M. Bernoulli n'a trou vé la taniochrone 

pour la résistance proportionnelle au carré de la vitesse, qu après que je loi en eus communiqué ma solution : 
et il n'a jamais dit, qu ‘il en avait fait le premier la découverte. 

Je suis extrémement ravi, Monsieur, que nos recherches sur le mouvement d un corps ! atliré par ‘deux 
autres, de forces fixes, aient mérité votre atfention ; mais vous n'en 'avez vi vu que ce qui à été inséré dans les 
mémoires de Berlin. et qui regarde principalement les courbes ‚algebriques , que ma solution. renferme. J'ai 
encore composé, sur ce sujet, deux autres mémoires, dont Yun se trouve dans le x* vol. de nos Commentaires 
et l'autre dans le. XF. | Dans le ‘dernier j'ai aussi réussi à determiner le mouvement ‘du ‘dit corps, loraqu' il ne 
se meut pas dans le même plan et je suis ‘extrêmement curieux d'apprendre à quel égard vous avez donné 
une plus grande étendue à ce problème. Si vous avez reussi à donner à l'an des deux centres de force un 
mouvement Autour de l'autre, ne fût il que circulaire et uniforme, je le régarderai comme L3 decouverte la 
plus importants "dans l'adtronomie. " mr in 
' " L'imipression de mon Calcul ibtégtal avance assez. passablement ; dej premier lome est déja achevé et je 
tacherai de vous l'envoyer au plutôt, peut être accompagné du ‘second : il y aura trois' volumes en tout. 

Je n'ai reca qu'un exemplaire du Ill® volume, des. Mémoires de Turin, et je en ai déja presenté si je ne 
me trompe, mes très humbles remerciements ; comme je suis hors d'état de lire et d'ecrire moi-méme, je suis 
d'auiant plus curieux de profiter des écrits des autres, et principalement de vos recherches qui sont toujours 
marquées d'un très gräod degré de profondeur. Je vous prie donc de me conserver toujours votre amitié et 
votre bienveillance et d'être assuré que je ne cesserai jamais d'être avec une très respectueuse considération, 
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Je suis extrömenient ı ravi, que vous avez reçu avec tant de bonté mon ouvrage a sur "le calcul intégral; j'ai 
taché d'y ramasser tout ce que j'ai observé de remarquable sur ce sujet. J'espère vous envoyer au plutôt la 
Ill? partie de cet ouvrage ; elles vous appartient presqu'uniquement et je ne doute pas que vous ne la portiez 
bientót à un plus haut degré de perfection. TR 

M. Formey m'a envoyé les feuilles du dernier volume des Mémoires dé Berlin, qui contiennent les excel- 
lentes pièces dont vous me parlez dans votre lettre. Comme je ne suis pas en état de lire moi-même, jai prié 
fotre HäMle M.'Lexel{: de m'én faire: ls Jectüre, que j'ai: éntendu ‘ätec la plus grande avidité. "J'ai admiré non 
séuléinent 1t profondenr de vos Téchetches; mais aussi et-surtout leur mültiplicité; qui duráit fourni à tout 
autre dequoi remplir une douzaime d'excellens Mémoires différents. Vous savez, Monsieur, que j'ai beaucoup 
travaillé sür'cátte espèce d'Analyse, et' que Jen cómials parfaitement toutes "fés ‘difficultés, ‘ét partant j'ai và 
avec la plus grande satisfaction que: vous en: ava ‘surmonté quélques mnes, très heureusement. ‘Eu méthode 
que vous employez pour résoudre l'équation À — P Pe est d'autant plus ingenieuse qu'elles ne suppose 
rien qui ne soit fondé que sur l'induction, J'ai été curieux d'appliquer d'abord vos méthodes à des exemples 
qui ont pour la plupart très bien réussi; mais l'exemple suivant m'a causé quelque embarras ; 1% ‘agit de 
résoudre en nombres entiers cette équation ^, , : 3-4 à: t : 


ed; * 0, 7S ses dC ) Gb .b 5, .2 9 VU 101 ig. ' 3 


Selon votre möthöde il faut ‘done ‘cheréhér un hombre a “plu petit que = tel que aa — 13 soit divisible 
par 101, jai trouvé a = 35 et de là A'— 12 = pt 1 134° £ ‚Pendant que A = 101 et B = 13; d'où l'on 


p'rejta c 


jo 
tire p= = 5 et E = 1: done selon votre ‘méibode on trouverait : 


, * 4: L] 


T , r ind br: ? nn + MEN à Lr et Tg — ER dir ' ar 


et partent ces nombrea n'étant pes eetièes, n doenit eonelure, que” ce. eas n'est: pas possible; cependant on 
entiefgit :À ertie. v game en prenant. Dada) BU mel, 0e qui me faisait croire que votre. méthode était 
iasuf&sene, a «| Wo nha ar i incedo. - 0 

‚Mais. .en ierra. ceti. je . veia; que.je n'Ai:pad wan bien bbsarvé le. précnpios due vous donneri: cas 
' puisque A’ 18. est: divisible::par de certé b, il fat: peser: iactat tom ce qui domge! (z— et e — 1, | 


LM -— 1 8L - à us ts. 


d'où l'on tire p —8 e 4 = 2, et alors on aura ' SUM 
Pob 5 de nen po! . (] 4 at. 0.1 8.0) n, 


35. (Er 354 
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or ces formules ne sauraient non plus donner des nombres. entiers. Cependant je vois bien qu'on parviendrait 
à ma solution si on prenait p = 47 et q — 13 paregue 12 = 47° — 13.13* — 2209 — 2197, car on 


tirerait.. de da "vie . ubt 


NEN — MEN. | BE 
13. HM... MEM on 


ou les signes superieures donnent p — 123 et g=3%. Mais quelle raison nous conduit à supposer .. 


pr =Weg —13? Due que 
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J'ai aussi fort admiré votre méthode d'employer les nombres irrationnels et même les imaginaires dans 
cette espèce d'Analyse attachée uniquement aux nombres rationnels. Tl y a déjà quelqués années que j'ai eu 
des idées semblables, mais je n'ai encore rien donné là-dessus ni dans nos Commentaires, ni dans les Mémoires 
de Berlin; cependant j'ai publié ici une algébre compléte en langue russe, M ei developpe cette matière fort 
au long et À j'ai fait voir que pour résoudre l'équation | | 

mE + Ryy = ge + PT à 
on n'a qu'á résoudre celle-ci . 


T+yV—n — Pr Vom 


Cet ouvrage s'imprime actuellement aussi en allemand, en deux volumes in 8, ‚et quand je vous expé- 
dierai le III? volume du calcul intégral j'y ajouterai ya exemplaire de cette algebre, soit eu Busse, ı soit en 
Allemand. 

Mais je n'y ai pas poussé mes recherches. au delà dés racines quarrées. et | l'application aux racines « cubiques 
et ulterieures vous a été réservée uniquement. C'est de là qua. j'ai üré cette formule trés. remarquable : 

a’ + ny" + mas — Snayz 


L , te 


dont les trois facteurs sont. 
| s 5 ,. 
CHYVR+iV a; 


d'où l'on voit qu'ón peut toujours aisément déterminer les lettres x. y. x. pour que cette formule devienne un 
quarré, ou un cube, ou un quarté-quarré, au quelque puissance plus haute. Au. reste pour. juger si l'équation 
A = pp + Bas est possible ou noh, j'ai trouvé cette règle pour les cas ou À est un nombre premier. 

Otez du nombre A un multiple quelconque de AB et tontes dea fois que le resto est un. nombre - premier 
«&, l'équation proposée sera possible si celle-ci a — — pp + Bqq l'est ; de plus, si le reste À — 4aB devient un 
nombre abb tel, que a sait un nombre 'premier ; . ou même l'unité, alors la possibilité ou l'impossibilité de 
l'équation g — pp — Bgq déclare la nature de l'équation proposée. 

“Ainsi ayant l'équation 189 — pp -— 17.4, puisque $09 —:4.7 «81 «66 #2 1 b—9, je formé cette 
équation 1 zur pp.— 7.49, qui étant possible 'prouve:la possibilité de la. proposée ; et dns l'exemple. rapporté 
ci-dessus, 101 — pp — 13434, puisque 101 — 4.13 — 59 et partant a — 1, le jugement se réduit à cette équs- 
tion fem pp — 1394, qui est possible sims ‘doute; mais je dois 'avauet, à mia tomfusioh, que je'ne saurais 
démontrer petie. règle ; && quand méme :on. en trouverait use. démonstration, nela ne servirail ep rien À la -solu- 
tion actuelle de l'équation À — pp — Bau. 1 aeque fus . 

J'attend avec la plus grande impatience le IV* volume 4 des Mémoires de Turin, que vous aurez la bonté, 
Monsieur, de m'envoyer, ne pouvant douter qu'it ne soit Templi de vos ‘très ‘excellentes recherches ; je vous en 
présente d'avance mes remerciments les plus empressés ayant l'honneur d’être avec la plus parfaite consi- 
deration, ‘ "' : : LEE. o tei etin " DO «1 BE ne oa 

om 0s . ’ + 4 Monsieur, out ioco s d. Zu 
| Votre très humble serviteur 
L. Euler. 


N 


à St. Pétersbourg, ce 16 (27) janvier 1770. 


Voici, Monsieur, et très honoré Confrère, un thévréme de la ‘plus grande importance ‘et un problème très 
difficile à résoudre. 





 "Jntierae ad! el. Lagrünÿé datae.: 573 


Tuzonazxa. Si formula mcs + nyy, cosu & = 0 et y=b, prebeat numerum primum «, tum omnes 
numeri primi in formula a == bmp, quin etiam in hac formula generaliori agg == &mnp contenti, simul erunt 
numeri formae mrxz - nyy.- 

NB. Demonstratio adhuc desideratur. 

 Paosixwa. Envenire duos numeros quorum producíum, tam summa qnam differectia sive auctum sive 


minutum, fiat quadraium. rat zy a —y= 0 éy+e — y D; er i 
Sorvrio. Quaerantur duo numerorum paria Ps getr,s, ut formulae ^! ] ) tos 
TP ) "LT pe (vp — 99) +) et Sram — s) (rr + n) ZEE m . , | 
teneant ralionem dquadésti ad 'qusdratem. Tum enilà numerorum quaesitomm; «+... , |o 
xeu 4 cs on np DE | "M on DELE 
| (pp + 99) (er -+ 05) PRET 
T alter erit == EE "17r M 
wre) tr 
Et | 
Conditio praescripta impletur: sunsendo p = 12, = 1; et r — 16, s — LE tun erit enim ^ "'"- : 
. db * : : : d "ocu. pe DEEP 
"oua Sepp — 49) (op +90) | _A_ D: | | u | 
MEM dra (v 88) (er + nl 7936 m o n o0 4 
e t2. 085 7 B V MDC ous ds, E Dont ii to 
OL i239. 5,999 70 077 | 
ne are mt té m ot LL et . F i1 But ie! Qty n4 de so 


^4 . ) i 1 * . t n , 2 1 . H I E . E .* a . ' I . Ó. 0 3 
“eumssumemeupubgmuunen | 1 


. * ) ‘ . *36 [2 r t » . M . 
1 + , " m * "A t y s 9.5. loss. a ^ 1 ‘ » 1 t Pt *i M (71 9 | J 4 
è % 


u... . [| oe . 
t D EM ; 
!.. Le e ts "E , . *& e 
. + 9 + 


Ha ya quelques temps, Monsieur, que j'ai trouvé une solution complète | du probléme suivant ; MEDIE 4 
Il s'agit de trouver: troig fonctions a. y. s. des deux variables tete, telles que. posant. TEE B . 
dz = Pdt + pès ; dy — ; Qt gi: d; = Rat + rdv; 

on satisfasse aux conditions suivantes ^" | 
L P+g+R=t, d e Due d 

IL. op + d rt =1, | 
. 1 AN ee le sano d. 
Or la nature des différentielles demande encore les conditions suivantes' uo o too Tu turae s y 

CE 


mn (9-(5 


a Q-GQ 


Comme une considération tout à fait singulière m:a conduit À la solution de ce probléme, que j'aurais d'ailleurs 

cru impossible; je crois que cette découverte pourra devenir d'une grande importance dans la nouvelle partie 

du Calcul Intégral dont la géometrie vous est redevable. : -:. .. TN Ä En BEER 
L. E: u le r. 


OE Tr je RU) 


— 


; . . , . 
mttensetinuuheireungen " ' P P . , 
) ^" 4.4 . m , CE: ME (un! ta M von 
[L] 
a 
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67007 734. 


1 . . . 
* 
J , t Fan , (790 «st 1 " 5, ' . " . * ı 
. 1 l * ! LÀ s 4d 18 st" . "van ‘ 


Monsieur et très honoré confrère, à 04 


. “sd ses 


;, Votre prompte, zeponse sur les remarques que j'avais eu l'honneur de vous communiquer. m’ a causé bien du 
plaisir et je yous en guia infiniment obligé. Je. me suis fait dire toutes les | opérations que vous avez faites sur. 
la formule 101 = pp — 1394, et je suis entierement convaincu de leur solidité; mais étant hors d'état de lire 
et d'écrire moi même, je dois vous avouer que mon imagination n'a pas été capable de saisir le fondement de 
toutes les réductions que vous avez élé obligé de faire et incide encore: de fixer dans mon esprit la signifii- 
cation de toutes les lettres que veus: -ausp intredaites. Ali ast ‚bien wrai:que-:dés. recherches .eombiables oat 
fait autrefois mes delices et m'ont couté bien du temps; mais maintenant je ne saurais plus en entreprendre 
que de celles que je suis capable de développer-dang ma tête; et souvant je suis obligé de recourir à un ami, 
pour exécuter les calculs que mon imaginalion projette. 

Pour ce qui regarde le problème de de&r-nombres dont, le produit augmenté ou diminué de leur somme 
ou de leur différenee 'prodpisa...des  quarrés; il ma. été autrefois proposé . À. Berlin par ‚un Capitaine M. de 
Happe, qui me dit l'avoir reçu d'un ami de Leipzig, qui s'était longtemps occupé inutilement à en trouver 
une solution et que lui même y avait épuisé .ses-forçes sans aucun Irait. Il m'a donc demandé, si je croyois 
ce probléme possible ou non. Je lui repondis d'abord que ce probléme me paraissait d'une nature singulière 
et qu'il surpassait méme les règles connues de l'Analyse de Dinpbante ; . en quoi jene. ensis; pas ex étre trompé. 
Cependant aprés quelques essais, j'ai trouvé la solution que j'ai eu l'honneur de vous communiquer ; je croyais 
presque que c'était l'unique qu'on fut en état d'en donner. Mais depuis que j'ai eu l'honneur de vous écrire, 
ayant encore fixé mes recherches. sur ce probléme, j'ai découvert une route qui fournit une infinité de solutions. 
Voici de quelle manière je m'y ‚suis pris. mo tW e n Er en LEES LAE 

Posant les deux norhbreb cherch&s À et P, les premiers efförtd: fourilasent #'abord'ées formules 

rar "5 (pes tua tm, 
= PT, I= (pp — qp — m). 
mais il est nécessaire que cette formule TN San 
EN EDI em) | 
devienne un quarré, ce qui est sans doute extrémemert dicte et au dessus de la méthode ordinaire de Dio- 
phante. Cependant en employant les subetitetions suiramées -5 1.0." ir sl nons ny 


pam +-(m—n?;, m — am — s etr m (m — 2) 


cette formule aprés en avoir oté les facteurs quarrés se réduit à celle-ci 
L T 


Som — bon + nn 
4, 2» (29 + n) 
\ "+ 1 | { | LT 
qu'il est aisé de rendre quarrée; car faisant n = 2m — I, elle devient 
(na B tU utes? ud jo anis ion ord inm uliDmPa JE son ee Rel 7 rod ges tpa 
ee CT OR et crie I rss s aL er RB (m md) . Moto sit à CS ET TE 
dont le numérateur multiplié par le denominateur donne. or yrodeio - Foz dnaes. ud: ul iav 
) 
: f6m* — Kim! + 58mmil — 28mi* + Mi 


qui doit être un quarré, et dont la résolution est fort-aisée.- 





| | ! tiedde ad o Yagrdaje! dal. | 375 - 


Quoique cette solution paraisse très partiçulière, v) qu'au lieu..de quatre lettres p, q, r, s, cette formule 
n'en contient que deux ; j'ai pourtant lieu de croire qu'elle renferme toutes les solutions possibles. 

Je serais fort curieux, Monsieur, d'apprendre: votre sentiment-stt les deux théorèmes suivants que je crois 
vrais sans pouvoir les démontrer. a5 (a 

I. Outre le cercle il n'y a point de courbe algébrique dont chaque arc soit égal à un arc de cercle. 

IL I n'y a pas non plus de courbe algébrique dont chaque arc soit égal à un logarithme. 


Vous voyez bien qu'il ne s'agit pas. ici des courbes algébriques dont la rectification dépende ou des arcs 
V 


de cercle ou des logarithmes. eue v) ees nc 
Je reviens au probléme, dont je voug ai parlé dans ma lettre précédente, ou il s'agit de déterminer les 

trois quantités x. y. et z par les deux varisbles i elu u 'ensorie- qu 'en posant - 

. . 

eat dei zr de rd pid socii velia y da ml du ; t a _ eb 1 
les trois conditions suivalıtes aaiént remplies, savoir ^ -— 77s i o ona N 
t zz Ph \ — Va oclo. th din 7 " 
1°. mn nn —1 
1$ et ou — wa d. vl n \— An 


2o A+ un +-vz=jl 
arten Vaeib sib edinsied 3020 sei ‘À Mi naf ded (:' M esi sd e: 


lan ha M A pers} 


o 9 M ep campaign asp ee eh apos! ng abe) ser Ko Seba — Y star A L^ qued do 


.: Yep seis, bien — np eplion. comp]?tey, mais, par png méthode exfrémement ind TY crois 
presque qu'il n'y avait pas de méthode directe qui pût conduire à,8a, epltion. ‚Mais, afin que vous ‚ne pensez 


OU 


as qug c pet, 1A, une.spécalntion fnpiérement atfırible, JA, Jhonneur. de, que dire que le, problème suivant m'y 
a conduit: Trouver tous, les, solides, dont. la ‚marface.- puisse être développée; sur. un plam, gomme cela À lieu 


e*t 


pour tous les corps cylindriques et coniques. Depuis quelques jours je suis tombé sur la solution suivante, qui 
me parait assez directe ; 0575 à ‘1 
J'introduis une. nouvelle variable o et j'en eberche: trois fonctions p, q et r, telles que 
H y : 4 
1°. p cw nr LÀ et 


06 . (0 y, c 


ce qui n'a aucune difficulté ; ensuite je fais | 


4 |). 5799 nt ee, lite 19 nnt düoNLe ul Tr LI" silo ff dd: nt; evi. obi PENIS 2 hulttlue eu! hri pr agefenad "Sep 


— COS 0» 
CD £495 iin m tur tin rl eus 6109 iso Js PEU D ier LEM DRE hide nuits «sb, d | 564 «ra en Vp 
4 
eiii anb niet at] nb dus! Vi aua jai 4- ipu zib (ob. smuob ip on aslsuopsib «d 
7 .e24n eina 


- . d . 
215 0 2M a- 10 a- CE Hin ee H- 97-5080 4-3) 4-38 AB il 


er sl 4 adag ianedibses zia onaob iup 9» eur sd eobisd. zul xusb 5  rusb Jusnsioj inis Ja 
À =p COS Q +- ,- sino » 
fa-e^li^5. Tilgmer 


Hs 0 zo WM. An M + We M. cosdi + If sip. 8OM EM aab vi 


aar ie! firn onis ab. ;ouottihico zie Jesus doit: ar, shi uhi hand al rib 6 zusb Jasaidiios as 
rase 9 dab entraine out HER po ns „up de S one pp ban ceicorenh enabalaio LE ej n2 
il émis qhel Ten toli por" "sont replies, A nd esté dünc qui QU rendre étégiiel 


les trois formules différentielles. : Pour cet effet, je remarque que anbarddus siquis 
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Ve + A ar eat ul LIEN LES lul! 2 * cos & fa 13 it: ei n 


| E . P] 
7 € 4: 1" dd "T N“ et *^ u ! 
a 


4" 
AT ALL do eon (9-4 
à = do or +: 
= de din © (p+ 2 
du — — do sine (s 
dp =— de sin a (r: r + 
de sorte que = = © ei ame, Maiwionent trausfórmosis les formules proposées ensorte que 


ah + lu — f(tdl + udi) — An f (t tango) dr 
y = mt + uu — [ (tdm + dy) = m + us — fd — à tang o) dm; 
z=NM + — [m an + vu ft tang ©) da 


puisque /, m et n sont des fonctions de la.seule variable $, toutes ces trois formules deviendront intégrables, 
si l'on égale la formule t—w tang o à une fonction quelconque de e, que nous désignerons par fl De Kon 
tire” 4 — {T7 - +: u tango! de sorte ' que le calcul roule maintenarit edt lei deux variables # Ed Q, dont les : 
coordonnées a. y. z. devieninent des fönctiond, " eoo Mur tias rint EEE te Ze 

m Bérmettéz moi, Mônsieur, 'qué je vous 'parle dn: probléme qui me parait foit eirleux et digué de toute 
attention. ' Dans un Carré divisé. en ‘seize | ass, T wagt Tinserire ” dans ces taion eite bombres tel, 


vie j rl las e STE "e, si u u . . à . ‘ ar sat 4 s1 





is wp nie ans S0batna'etp . 1, . 


que premièrement fes sommes des quarrés. de. chacune des bandeg horizontales, ensuite aussi la somme des 
quarrés pris psr les bandes verticales, soient " égalón entre elles et outre cela aussi la somme des quarrés par 


les diagonales; ce qui donne déjà dix xepditjoni À. sempliri- mais il faut de plus remplir les condition 
suivantes. B 


11°. AE -- BF 4- CG 4i DP 9 0, 11297147 -4— BE + CL + DM — 0; etc. 


et ainsi, joignant deux à deux les bandes sera j, ce wi, donne six conditions; enfin il faut aussi 
remplir celles-ci 


17. AB + EF+ IK + —- 11-1986 AC] EG + IL + NP — 0 etc. 


en combinant deux à deux les bandes verticales, ce’ qui dpmme, aussi six conditions ; de sorte qu'il faut remplir 
en tout 22 conditions différentes, tandis qu'on n'a que seize quantités inconnues. Cependant ce problème s 


jaiwe paa d'être, infiniment imlélerminé et j'ai: répasi ‚dien .tropves Ja, enl ntien, qd inne ki ua 


exemple particulier. Coen tabe a ra ben ed as dames er een. 
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BEE 


ELJESIEE 


DRE 
DIEU 


J'ai l'honneur d'être avec la plus parfaite considération, 





Monsieur 
Votre très humble et trés obéissant serviteur 
à St. Pétersbourg, ce 9 (20) mars 1770. | L. Euler. 


- 


| (Répondu Lagr.) 

P. S. s 
Lorsque Monsieur le Directeur voudra bien répondre à cette lettre, on le prie de donner sa réponse ou 

au professeur Formey, ou de l'envoyer sous l'adresse du secrétaire de l'Académie Impériale des Sciences. 


15. 


Monsieur et très honoré Confrère, 


Comme je suis hors d'état d'écrire moi même, et que les occasions de se servir d'une autre main se 
présentent rarement, vous me pardonnerez, si j'ai differé si long tems à répondre à l'obligeante lettre dont 
vous m'avez honoré. D'ailleurs depuis environ un an. la théorie de la lune m'a tellement occupé que je n'ai 
presque pu penser à autre chose. Trois habiles calculateurs ont bien voulu m’assister pendant tout ce tems ; 
quoique nous ayons rencontré mille obstacles, nous les avons surmonté, presque tous, assez heureusement, de 
sorte que nos travaux sur cette matière se trouvent actuellement déjà sous presse. Jamais recherche n'a 
demandé autant de calculs pénibles et autant d'adresse dans l'exécution ; il s'en faut cependant de beaucoup 
que cette matière soit entièrement épuisée ; nous devons nous contenter, si les tables que nous en avons tirées 
s'accordent mieux encore avec le ciel que celles de MM. Mayer et Clairaut et si leur usage est beaucoup 
plus facile. | 

Malgré ces pénibles recherches, je n'ai pas manqué de profiter de quelques momens pour fiudier vos 
excellens mémoires, qui m'ont été comuuniqués par M. Formey ; et d'abord, ce qui m'a frappé le plus et 
que je puis pas assez admirer, c'est la beauté et l'étendue infinie de votre théorème général, savoir : lorsque 


z —t--9(0) + jd. gt 4- 2 dd. qi + Lot + etc... 
| 24 
Si l'on désigne par w(x) une fonction quelconque de æ et par yt une fonction semblable de t on aura toujours 
Vr — wt + qi WT + d gt* t + à dd gt* pt + ERES etc. 


en omettant les divisions par les puissances de di. 
Ce Théorème me paraît déjà de la dernière importance, sans méme avoir égard à l'équation t — x — qa, 


dont il fournit la solution et dont vous vous servez avec le plus grand succès, pour résoudre toutes sortes 
L. Euleri Op. postbuma T. L. 73 








578 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Varia 


d'équations. J'avais déjà composé, avant mon départ de Berlin, un mémoire sur le méme sujet, à l'occasion 
d'une excellente pièce de M. Lambert insérée dans les actes helvétiques. Cette idée me parut d'abord suscep- 
tible d'une beaucoup plus. grande étendue, que j'ai taché de dévelbpper dans ce mémoire, qui actuellement se 
trouve imprimé dans le XV* volume des nos mémoires ou commentaires. Mais vous avez, Monsieur, poussé 
cette recherche beaucoup plus loin, à l'aide de votre admirable théorème. Après y avoir réfléchi tant soit 
peu, j'ai reconnu que sa vérité est indépendante de la résolution des équations et des rapports qui règnent 
entre les racines. J'avais formó le dessein d'en chercher une démonstration directe, tirée des premiers principes 
généraux de l'analyse, mais j'y ai d'abord rencontré de trop grands obetacles. 

Notre habile académicien, M. Lexell y a bientót réussi parfaitement et il en a trouvé une démonstration 
qui répondait entiórement à mes soubaits. C'est dommage que ce beau théoréme soit tellement caché entre vos 
nombreuses recherches, Monsieur, que peu de monde l'y observera et en remarquera toute l'importance. Pour 
moi, je le crois de beaucoup préférable à mon théorème général sur l'intégrabilité, que j'avais tiré de la 
théorie des isopérimètres et que vous avez jugé digne, Monsieur, d'insérer dans les mémoires de Berlin, avec 
une note touchant M. de Condorcet à cette occasion, j'ai aussi l'honneur de vous marquer que M. Lexell a 
pareillement donné une trés belle démonstration de ce méme théoréme, que vous lirez dans le XV* volume 
de nos Commentaires. 

Vous avez bien voulu dire à M. Formey, que les extraits des lettres de M. D'Alembert, insérés dans 
les mémoires de Berlin, ne sont rien moins que ce que porte le titre, mais que ce grand homme vous les 
avait adressé, Monsieur, exprès pour les publier dans cette forme, quoiqu'à mon avis, elles ne renferment que 
des observations assez légères. Comme les dernières lettres que j'ai eu l'honneur de vous adresser, Monsieur, 
contiennent quelques articles qui ont mérité votre approbation, il me semble que vous pourriez également les 
faire insérer dans vos mémoires sous le titre d'extraits, sans que j'ai besoin de l'y mettre moi méme à la tête. 

Ne doutant pas que vous n'ayez, Monsieur, poussé encore plus loin vos premiéres recherches sur le 
probléme de deux nombres dont tant la somme que la différence étant ajoutée ou retranchée du produit de 
ces mêmes nombres produise des nombres quarrés, je serais fort curieux d'apprendre si vous en avez découvert 
une solution plus générale que la mienne, à laquelle je suis parvenu par bien des détours. 


On expédiera d'ici, avec les premiers vaisseaux, le troisième volume de mon calcul intégral, ainsi que le. 


troisième volume de ma dioptrique, qui traite de la construction la plus parfaite des microscopes. Vous verrez 
aussi le XIV* volume de nos commentaires, divisé en deux parties dont la derniére est presque uniquement 
remplie des recherches sur la parallaxe du soleil déduite des observations du dernier passage de vénus sur le 
disque du soleil, que M. Lexell a bien voulu exécuter d'aprés les idées que je lui avais communiquées. Ce 
méme académicien a aussi composé un traité à part sur la comète de 1769 qui vient de paraître il y a 
quelques mois. Vous voyez, Monsieur, que je profite amplement de la belle occasion que M. Lexell me 
fournit en me prétant ses yeux et sa main. 


J'ai l'honnenr d'être avec la plus haute considération, 


Monsieur, 


votre trés humble ‘et très obéissant serviteur 
à St. Pétersbourg, ce 20 (31) mai 1771. L. Euler. 


Intercallamus hic epistolam Ill. Lexellii ob arctissimum sexum, quem cum ipsius Euleri litteris habet. 
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Lettre de À. J. Lexell. 
Monsieur, 


Ayant appui par la lettre que notre illustre M. Euler a reçue de vous et qu'il a bien voulu me commu- 
niquer, que vous seriez curieux de voir la démonstration que j'ai donnée de votre très élégant théoréme, qui 
se trouve dans le tome XXIV" des mémoires de Berlin; et M. Euler m'ayant órdonaó de vous commeniquer 
en méme temps quelques-unes des démonstrations qu'il a trouvées pour ce théorême : je profiterai de cette 
occasion, pour vous présenter, Monsieur, les hommages que je dois vous offrir, comme à un des plus grands 
- mathématiciens de notre siècle et pour vous témoigner les sentiments d'admiration et de respect que vos 
sublimes recherches m'ont inspirós. 

Avant que de donner les démonstrations dont je viens de parler, je remarquerai que les deux premiéres 
sont de M. Euler et que la troisième est celle que j'ai trouvée. 

Outre ces deux démonstrations M. Euler en a encore trouvé quelques autres, mais celles que ‚vous 
reeever ici m’ont paru les plus remarquables. 


Demonstration 1. 


Puisque 
t—£g—P 
on aura 


donc 


eg cgit pg — tg, 


Q marquant une fonction quelconque de x. Soient p, q, r, etc. des fonctions de t et P, Q, R des fonctions 
semblables de x; faison 
Q 24 -- A -e- BD -- C -- D -v- ete. 


où A, B C, D sont des fonctions qui outre € 2.4, contiennent des fonctions déterminées de t. on aura donc 


d=d+ (a) + (5) + (à + etc. 


car en supposant Q = g + 4 + B' + C' + etc., on a 


A dq 
. mais en prenant la différentielle complète de Q, on aura 


_ (2) — 4; = B'; etc. 


d'où l'on tire | 
ZU -0(=r=- (z) + + (2) + (= + etc. 


R=r+A+<B+C + D + etc. 


supposons mäintenant 
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il s'en suivra que 


per conséquent 


donc 


donc dB— d. pp. et B — id p; doe 8 — sr = iP = BN. 


4. dB , 
3. () =% = 1 357 P4. 
donc 
— _1 s ELEM 
€ — is d.» et € — dep — Hu dpt; ete. 


Ainsi on obtiendra 
— / 1 / 1 2! 1 PR 
Q-—343-r-5 + 3 3. ppq + i344" + 13.347? q + elc. 


en omettant tous les dénominateurs affectés de di. 
Je ne sais si j'ai bien saisi le sens et la force de cette démonstration; mais j'avoue qu'elle me parait un 
. peu douteuse. 


Demonstration 93. 


Supposons 20 
ya ya + Py't + d. Qu't + dd Ry't + d* Sp + etc. 


donc pour le cas yz — c, yt — t, et y — 1, on aura 


| g —1+ P + dQ + ddR + dS + AT + ete. 
or, puisque 5 | 


ct px) et g(r) = gt + Pot + dOpt + dd. Rpt + d* Spt + etc. ; 
on aura : , , ; 
P + dQ + ddR + d'S + etc. = gt + Pot + d. Qo t + dd. Rp t + etc. 
donc , | , Jj , 
P — qt, dQ — Pot; ddR — d.Qpt; dS — dd. Rgt; etc. 
ou Do te | 


1 { 
P; Q—3 9; A — 13:3?" etc 


| Démonstration 3. 
On a, par les principes de l'analyse, EE | 


Ww = ux — 98 ge + gat St LE 3a Pros + etc. 
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de möme 
, ’ d( ‘æ dd x 
piy't = que — qu + pat APT) 
on aura donc . 
ddy'z di y'a 
— — ox! 4 _ 
a Ne en - et. 
a ZEN d(pay/a) ; dd (pay'z) a d*(gay/2) 
+ ghi YVES qp c 96 our PET za + etc. 
dpttyt _ d(gaty'z) dd(pa2yz) |... , d'(pa*y'a) 
634 — Hé PE pour Piguet ee 
dd.gt*y't — dd (pz yz) d*(pz*/z) 
03.349 — 2070 7p 83e PR Ta + etc. 
A. ptépt - ' à (pat y/2) 
7-133448 — * (33.44) 0 99 
etc. | etc. 


Or du côté droit tous les termes places dans les mêmes lignes verticales s'entredétruisent, parce qu'on a 
généralement 


PE — MY yz + Mn e age T + MA = 0 


nous aurons par conséquent 


ym — t + gift + i3 S Yt + etc. 





Dans le mémoire que j'ai composé sur ce théoréme, j'ai aussi considéré cette équation plus générale 
t — x — P, ou P est une fonction quelconque de x et I; et j'ai trouvé qu'on aura encore 


yr — yt + Qy't + e Ort + etc. 





Q denotant une fonction dans laquelle se change P en y mettant a pour t et t pour & et en introduisant de 
nouveau après la différentiation t au lieu de a. 

Il n'y a que fort peu de temps que j'ai trouvé des formules assez belles à ce qui me semble, pour les 
différences finies des fonctions à deux ou plusieurs variables. 

Soit z une fonction quelconque de deux variables æ et y, et supposons c angmenté de p et y de q de 
manière qu' on ait z' — z -t- p, et y — y + q; soit de plus z fonction de z', y de la méme manière 
que z l'est de æ, y; on aura , 





"=:+>»(£) + Im (s) +15 p’ (25) + etc. 
3 











si on supposait que z fut une fonction de trois variables æ, y, 4; il ne serait pas plus difficile de trouver la 
valeur de s'. 
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Dans le tome XV* de nos commentaires, nouvellement imprimé, se trouve, parmi d'autres pièces de 
M. Euler la solution qu'il a donné .de ce probléme curieux: trouver deux nombres x et y tels que 
zy + (r+y) = n et ayt(e—y)= 0 il a aussi inséré dans le méme tomé une dissertation que j'avais 
donnée sur les caractères d'intégrabilité, dont le principal objet est de démontrer le beau théorême de Mr. 
Euler. Quoique la démonstration que j'en ai donnée, me sembloit fort exacte, lorsque j'étais occupé à écrire 
cette pièce, j'ai pourtant reconnu qu'elle n'est pas tout à fait concluante; c'est pourquoi je lai en ai subetitué 
une autre, dans un mémoire qui sera imprimé comme une suite du précédent dans le tome XVI. Ayant appris 
que Mr. de Condorcet a déjà trmté le mémie sujet, je dois craindre que mes petites recherches n'en 
-deviennent tout à fait superflues. Je serais fort curieux de savoir, de quelle maniére M. de Condorcet a 
demontré ce théoréme, s'il a employé les principes du calcul des variations, comme l'avait fait M. Euler, ou 
s'il a déduit les démonstrations des principes du calcul différentiel. 

Je souhaiterais aussi d'apprendre s'il a considéré les caractéres d'intégrabilité pour les formules intégrales 
doubles ou tripleg telles que //vdx dy ou ///vdx dy dz. Si vous vouliez bien, Monsieur, me faire la grace de 
m'en instruire, comme aussi de me faire connaitre votre sentiment sur les petites productions dont je viens 
de parler, je la regarderai comme un honneur des plus singuliers qui me soient arrivés de ma vie. 

Quoique la santé de Mr. Euler se retabliss de jour en jour, il n'a pas encore pu avoir l'honneur de 
vous écrire; il m'a recommandé seulement de vous témoigner qu'il est extrémement sensible aux sentimens 
d'amitié et d'affection que vous venez, Monsieur, de lui témoigner dans votre derniére lettre. 

Je finis en vous assurant des sentimens de respect et d'attachement, avec lesquels j'ai l'honneur d'être 

Monsieur 
| Votre trés humble et trés obéissant serviteur 
St. Pétersbourg, ce 5 mars 1772. À. J. Lexell. 


P. S. 


Voici encore un probléme analytique, fort curieux, de M. Euler, qu'il a trouvé en traitant des corps | 
solides dont les surfaces peuvent être deployés sur des plans : 


«Trouver six quantités ], m, n, À, u, v telles que les formules 
ldx + Ady , mix +- udy ndo <+- vdy 
. «soient intégrables et qu'on ait | 
ll + mm + nn — 1, A+wmmtkmw=1, + mu + ny — 0. 


J'en ai trouvé cette solution sur une surface sphérique, soit décrite (Fig. 8&) une ligne courbe quelconque 
MO, soit POQ un grand cercle qui touche MO en O, faisons PO — MO et PO + QO — 90°. Soient de plus 
trois points À, B, C, tellement situés que les arc AB, AC, BC soient égaux chacun à 90°; joignons 
AP, BP, CP; AQ, BQ, CQ. A présent nommant o l'arc MO, soit s une quantité variable indépendante de o, . 
il faudra faire ' 

D = 90 -t..5.5ino et y — YO + 8 0080 


po et Vo sont des fonctions quelconques dé o; et les quantités À, u, » seront égales aux cosinus des arcs 
AP, BP, CP. de méme que i, m, ^ le seront aux cosinus des arcs AQ, BO, CQ. 
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16. 
St. Pétersbourg, ce 24 7bre (5 8bre) 1773. 


Monsieur et très honoré confrère, 


Ayant enfin recu la traduction françoise de mon algèbre, j'ai l'honneur de vous témoigner ma trés parfaite 
reconnaissance de la peine que vous vous êtes donnée d'y ajouter vos trés profondes recherches sur l'analyse 
indéterminée ; et je vous prie de vouloir bien présenter tant à M. Bernoulli qu'aux libraires mais très 
humbles remercimens. 

J'ai lu avec la plus grande satisfaction les excellens mémoires dont vous venez d'enrichir le recueil de 
l'académie royale de Berlin. Les belles démonstrations que vous y donner du théoréme de M. Waring m'ont 
causé un trés grand plaisir; jen ai aussi trouvé une démonstration fondée sur des principes toul à fait 
différens. | 

Soit 2p + 1 le nombre premier dont il s'agit, il est certain qu'il y a toujours une infinité de nombres a, 
tels que les puissances 1, a, a?, a* ...... jusqu'à a*?—1, étant divisées par 2p—1, produisent des restes tous 
différens entre eux, de sorte que a’? soit la première puissance après l'unité qui reproduise le reste 1; d'où 
il s'ensuit que la puissance a? donne — 1 pour reste ; puisque tous les restes mentionnés sont inégaux entre 
eux leur nombre étant 2p, tous les nombres 1, 2, 3, & .... 2p y seront compris. Soit maintenant M le 
_ produit de tous ces nombres 1, 2, 3, &... 2p, il est clair que ce produit M étant divisé par 2p -1- 1 laissera 
le méme reste que le produit de toutes les puissances ci-dessus ; or ce produit est évidemment a? ^—!), que 
je représente par cet autre &W—1)@, dont le premier facteur a*?(P—1) étant une puissance de a*P laissera 
l'unité pour reste ; mais l’autre facteur a? donnera le reste — 1; d'où il est clair que le reste qui provient 
de cette puissance entière sera = — 1; de sorte que le produit M doit aussi donner le méme reste. De là 
il s'ensuit que la formule M + 1. sera divisible par le nombre proposé 2p + 1. 

Or pour ce qui regarde le nombre a; il faut qu'il soit tel, que la formule xx — a ne puisse jamais 
devenir divisible par le nombre premier 2p-1-1; ainsi, par rapport à chaque nombre premier, tous les nombres 
se partagent en deux classes, la première renferme ceux, que je nommerai b, d'où la formule zz — b peut 
devenir divisible par 2p + 1; l'autre classe comprend les nombres a dont je viens de parler. Pour trouver 
dans chaque cas ces deux classes de nombrés indiquées par les lettres a et b, j'ai trouvé, par hazard une 
règle trés facile, qui mérite d'autant plus d'attention, que je ne suis pas en état d'en donner une démonstration 
rigoureuse. | 

Pour cet effet, .il faut diviser les nombres premiers en deux classes, l'une de la forme in — 1, l'autre de 
la forme in +- 1. Soit donc premièrement le nombre premier proposé de la forme in — 1, j'en forme une 
progression contenue dans ce terme général, laquelle sera par conséquent. | | 


$8, ^--2, n+6, n-- 12, 5--20, n+30, n-- 12, n-- 56, n +72, etc. 


et je puis démontrer que tous les fermes de cette série sont compris dans la classe des nombres marqués par 
b, de aorte qu'une formule xx — b puisse devenir divisible par 4n — 1; ou bien tous ces nombres sont tels 
que la formule 5'^—! — 1 soit toujours divisible par &n — 1 ou un de ses multiples. Mais pour ce que je ne 
puis pas encore démontrer, c'est que non seulement tous les termes de cette progression, mais encore tous 
les diviseurs de chacun, appartiennent à la classe des nombres b; et en effet on observera toujours, que. si d 
est diviseur de quelqu'un de ces termes, on rencontrera dans la méme progression un terme de la forme dkk 
qui est équivalent du nombre d. | 
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Soit, par exemple, le nombre premier proposé &n— 1 — 71; partant n — 18 — 2.3* et la progression sera 
18, 20, 24, 30, 38, 48, 60, 76, 90, 108, etc. 
l'on voit d'abord que les nombres de la classe b sont 
2, 3, 5, 19, 37, 87. 


Pour le nombre 2, la chose est claire, puisqu'il se trouve déjà dans le premier terme, multiplié par le 
carré 9, et le nombre 3 se trouve multiplié par le carré 16 dans le terme 48 ; ensuite le second terme 20 
renferme le nombre 5 multiplié par le quarré 4. 

Pour les nombres premiers de la forme in +1, Li forme d'abord la progression au moyen de cette 
formule n — x — xx ; cette progression sera - 


n, n—2, n—6, n—12, n—20, n—30, n —42, a — 56, n—72, etc. 


et lorsque ces termes deviennent négatifs, on n'a qu'à les traiter comme positifs, puisque si b est un tel 
nombre, non seulement la formule xx — b mais aussi celle xx + b, pourra devenir divisible par In + 1. Ici 
la méme propriété a lieu, non seulement tous les termes de cette progression mais encore tout leurs diviseurs 
fournissent des nombres de la classe b, et tous les nombres qui ne s'y trouvent pas sont ceux qui constituent 
la classe a. Ainsi prenant, par exemple, in + 1 — 89, ou bien n = 22, la progression sera 


22, 20, 16, 10, 2, 8, 20,34, 50, 68, 88, 110, 135, 160, etc. 
d'ou l'on voit d'abord que la classe des nombres b contient 
2, 11, 17, 67, etc. 


Le nombre 2 se trouve lui même dans la série. Pour le nombre 11 en prenant x — 33, le terme de la 
progression sera 1100 — 11. 10°. Mais il est très remarquable que cette belle propriété n'a lieu que lorsque 
le nombre &n — 1 ou 4n + 1 est premier; car prenant, par exemple, &n — 1— 35, où n — 9, la progression 
gera ° 

9, 11, 15, 21, 29, 39, 51, 65, 81, 99, 119, 141, 165, etc.; 

ici quoique 3 divise plusieurs de ces termes, il ne s'en trouvera cependant aucun qui ait la forme 3KK, il en 
est de même des nombres 5, 7 et d'autres qui sont multipliés par 3. Je suis persuadé que la considération 
de ces circonstances pourra .conduiré à des découvertes trés importantes. ' 

Vous aurez vü, Monsieur, dans mon algèbre, que le probléme de trouver & nombres dont les produits 
2 à 2, en y ajoutant lunité, deviennent des nombres quarrés, m'a fort embarrassé, je n'ai méme pu assigner 
en général des nombres satisfaisans, quoique 'je me sois presque souvenu que ce probléme a été résolu par 
Ozanam; mais l'occasion de foire des recherches là- dessus m'a manqué. Depuis, j'ai trouvé cette aolution 
assez générale. 


Prenant à volonté deux nombres m et n, tels que mn + 1 — Il, les quatres nombres cherchés seront 
I. m, Il, n, lll m-3—n-1- 21,. IV. M (La m) (in), 


, où le nombre ! peut être pris négatif ou positif. Peut être cette solution ‘se trouve- t-elle dans l'algibre 
d'Ozanam. 2 

Mais je n'aurais jamais eru que l'analyse fut suffisante pour étendre cette question à 5 nombres, et je fus 
très agréablement surpris ces jours-ci, lorsque je rencontrai les cinq nombres suivans' 


777480 


A=1, B=3, C=8, D — 190 et E — (8795 














Litterae ad cel. Lagrange datae. |. 985 


qui satisfont aux dix conditions prescrites, de la maniére suivante : 


IL AB -- 1— 2%, IL. AC + 1— 3, HI. AD + 1E — 1%, IV. BC + 1 — 5%, 
3011 |? 
: 3479) ’ 
)> X. DE +1— ( 


V.BD+1—1%, VICD+1—=3, VII. AE+1— ( 
VIIL BE + 1 — Ge) ^ IX. CE+1= (5; em). 
et de là je suis parvenu à donner une solution assez générale, mais par une méthode trés indirecte que je 
ne saurais expliquer clairement. Car, ayant établi par les formules données les quatre premiers nombres 
A, B, C, D, je fais 
A+ B--C--D-p, AB + AC + AD + BC + BD + CD — 4, 


ABC + ABD + ACD + BCD —*., ABCD — s. 


et alors le cinquième nombre sera 
Ár + 2p (s -.- 1) 
E= ——— 
(s — 1) 
Voici une propriété fort remarquable de ces nombres; on aura toujours 1 + 9 + s — : pp. Cette matière 


parait bien digne d'étre mise dans tout son jour, mais je m'y sens incapable. 
La résolution de la formule axx -+ 1 = yy m'a causé autrefois bien de la peine par rapport au nombre 





a qui demande de trés grands nombres pour x et y, comme 61 et 109 ; mais je viens de trouver un théorème 
qui conduit d'abord à la solution de ces cas et d'autres semblables. 

Connaissant pour le nombre a, les valeurs de r et de s telles que arr — & — ss. que l'on prenne p — rs 
el q — ss + 2, ensuite x — ; P (g^—1) et y — 3 g(g* — 3) et l'on aura certainement azz + 1 — yy ; où 
il faut remarquer, que puisque r est par sa nature un nombre impair, les deux expressions de x et y donne- 
ront des nombres entiers. Ainsi pour le cas de a — 61 on aura d'abord r — 5, s — 39. et de là on tire les 
grauds nombres x et y rapportés dans ma table. M. Lexell et moi venons de remettre à M. le chevalier Triquet 
quelques mémoires pour les actes de l'académie royale de Turin; il m'a assuré avant son départ que vous y 

» serez incessamment rappellé et que le roi regnant veut remettre son Académie dans son premier état florissant 
Dans ce cas l'académie de Berlin serait bien à plaindre. 
Vous voyez, Monsieur, que je vous ai découvert mon coeur tout entier; et je vous prie de me continuer 


l'honneur de votre amitié, en vous assurant que je serai toujours avec le plus inviolable attachement, 


Monsieur, 
votre trés humble et trés obéissant serviteur 


Leonard Euler. . 


17. 


Domino celeberrimo de la Grange, 
S. P. D. 


Leonardus Euler. 


Seqnens theorema attentione Geometrarum baud indignum, et Analysin prorsus singularem postulare videtur 


Theorema demonstrandum. 


„IE S ita integretur, ut facto z — 0 integrale evanescat. tum vero statuatur 


x — 1, ejus valor aequalis est logarithmo binarii, ubi quidem logaritbmi byperbolici sunt intelligendi. 
(Regu le 26 janvier 1775 ; répondu le 10 février.) 


Si formula differentialis 


L. Eul eri Op. posthuma. T. 1. | 1h 
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aS, 
A St. Pétersbourg, ce 23 mars 1775. 


Monsieur et très honoré confrère, 


Il est bien glorieux pour moi d'avoir pour successeur à Berlin le plus sublime géomètre de ce siècle, et 
il est certain que je n'aurais pu rendre à l'académie un plus grand service qu'en prenant mon congé; et à cet 
égard je puis me vanter d'avoir une grande supériorité sur vous, vü que vous ne lui sauriez jamais rendre 
un tel service. 

J'ai parcouru avec la plus grande avidité les excellens mémoires dont vous avez enrichi les derniers 
volumes de Berlin et de Turin; je n'ai pu assez admirer l'adresse et la facilité avec laquelle vous y traitez 
tant d'objets épineux qui m'ont coûté bien de la peine. Tel est le mouvement d'un corps attiré vers deux 


points fixes; et surtout l'intégration de cette équation différentielle 


mz _ ndy EN 
Y (A-- Br-- Czra- Dz? + Ext) —— Y (A+ By + Cyy + Dy? + Ey*) 


toutes les fois, que les deux nombres m et ^ sont rationnels. 

Cette recherche renferme encore une autre branche, lorsqu'on y ajoute des numérateurs semblables, oü il 
sagit de trouver un rapport entre les variables x et y tel, que la somme ou la différence de deux formules 
pareilles devienne algébrique. 

J'en ai tiré autrefois la solution de cette question: Le quart d'une ellipse ABC (Fig. 85) étant donné, v 
trouver deux points P et Q tels, que l'arc PQ soit précisement la moitié de l'arc AB. Cette matière me parait 
avoir beaucoup encore in recessu. 


Ce que vous me marquez, Monsieur, à l'occason du petit théorème [€ a 


— log2 en prenant 
x — 1, m'a beaucoup rejoui, et j'ai vu avec la plus grande satisfaction, que vous avez d'abord pénétré tout 
le mystère, et que vous avez poussé toutes ces recherches beaucoup plus loin que je ne l'avais fait dans 


quelques mémoires composés sur ce sujet. J'ai été frappé surtout de cet excellent théorème 


tan (n -- Dr 
(z^ — x" )dr —] S 3 
(a-2)logm — 8 


en prenant l'intégrale depuis x — 0 jusqu'à x — ©; de la vérité du quel je me suis d'abord convaincu par 


? e. . [] e 9 . . , a" dz . . , 

des séries infinies, qui m'ont fait connaître, que cette intégrale een depuis z = 0 jusqu'à x — ©, 
n+ Dx 

est toujours égale à log. tang — gm -» aprés avoir trouvé que depuis z — 0 jusqu'à z — © est 
a lax 
px depuis 


f ds 
(A+ zz) log z 





toujours égalé à 0. Comme vous aurez tiré saus doute, ce beau théorème de celui-ci que f 





xz — 0, jusqu'à x — © est égal à je suis curieux d'apprendre où s'en trouve la démonstration; car 


. t 
r sinh — 
r 


quoi qu'il me soit connu depuis plus de quarante ans, je n'en ai pu néanmoins trouver une démonstration 
formelle que depuis peu de temps, et je ne l'ai pas encore publiée j'attends avec beaucoup d’impatience, de voir 
les profondes recherches que vous aurez communiquées sur ce sujet à l'académie royale de Berlin. 

Le paradoxe dont vous me parlez, mérite sans doute toute l'attention des géomètres : il consiste en ce 


y TP d. d . "M 
que la différence entre ces deux formules intégrales far et fe comprises entre les mêmes limites O et 1 
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ni 


ri ; le dénouement de ce paradoxe se trouve sans doute, en ce que l’une et l'autre intégrale 





soit égale à log 
devient infiniment grande, où leur égalité n'empéche pas que leur différence soit indéterminée ; comme cela 
arrive dans ces formules plus simples f z et f = prises depuis 0 jusqu'à l'infini, où la différence peut devenir 


égale à une quantité quelconque ; aussi en prenant y — az on aura sans doute f “ — = — log a. 


Je suis tombé ces jours ci sur un probléme de mécanique, qui m'a beaucoup tourmenté, quoiqu'il paraisse 
fort simple au premier coup d'oeil. Il s'agit de trouver le mouvement avec lequel une barre descend en glissant 
sur un axe cylindrique, comme (Fig. 85) le représente. L'analyse m'a d'abord conduit à deux équations diffé- 
rentio-différentielles, assez semblables à celles qui expriment le mouvement d'un corps attiré vers deux points 
fixes; mais jusqu'ici je n'en ai pu tirer qu'une seule équation intégrale, en négligeant méme le frottement: et 
si l'on en voulait tenir compte, je ne vois d'autre ressource que de suivre le mouvement de la barre quasi 


pas à pas; et c'est sur ce pied que j'ai developpé un cas déterminé. 


En parcourant le dernier volume des mémoires de Berlin, je ne fus pas peu surpris, qu'il puisse encore 
étre question d'un satellite de Venus, et méme d'un tel, qui renverserait tous les principes de l'astronomie; 


je n'aurais pas crü non plus que le principe de la raison suffisante osát encore paraitre sur le théâtre. 


Je suis entiérement convaincu, qu'à moins que vous réussissiez à retrouver les démonstrations perdues de 
Fermat, elles resteront perdues à jamais. Tous mes soins à cet égard ont été inutiles jusqu'ici, sans en 
exclure ceux que j'ai pris pour prouver, que cette égalité x” = y^ — z” est toujours impossible, à moins que 
l'exposant n ne soit au-dessous de 2. Nous avions cru autrefois que cette impossibilité s'étendait plus loin à 
. ces formules : 


a? + b — 25, 
"bt x oc — az; 
- a? 3c b? + c + d$ — $5; 
etc. 


Mais il n'y a pas long-temps que j'ai été convaincu que la seconde n'est pas impossible; car j'ai trouvé 
quatre nombres a, 5, c, d, tels, que a +-b! — c* + d*. 


Vous recevrez en peu de temps le XVIILè® volume de nos commentaires; la première partie du tome 
XIX*"* est déjà imprimée. J'y ai donné une idée pour étendre la table des nombres premiers jusqu'au delà 
d'un million, et j'ai méme donné tous les nombres premiers entre 1000000 et 1002000; un tel ouvrage deman- 


derait un volume in 4?, de la méme épaisseur que nos commentaires. 
Je finis, Monsieur, ayant l'honneur d'étre avec les sentiments du plus parfait dévouement, 
Monsieur et trés-honoré confrére, 
Votre trés humble et trés obeissant serviteur 
L. Euler. 
P. S. 


Permettez-moi, Monsieur, d'ajouter encore deux théorémes qui me paraissent vrais, quoique je n'en ai pu 
trouver encore la démonstration. 
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Théorème 1. 


Il n'y a point de courbe algébrique dont un arc quelconque soit égal au logaritbmique d'une fonction 


quelconque. 
Théorème 3. 


Hormis le cercle, il n'y a point de courbe algébrique dont un arc quelconque soit égal à un arc de 


cercle. 
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